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Wstęp
Od początku lat 90’ aż do chwili obecnej algorytmy trans-

formacji falkowej są bardzo popularnym narzędziem stoso-
wanym podczas analizy danych pomiarowych. O ile we wcze-
snych latach 90’ głównym nurtem w rozwoju tych algorytmów 
były prace nad opracowywaniem nowych rodzin falek, tak 
obecnie rozwoj ten skupiony jest na nowych aplikacjach al-
gorytmu [1]. Można zatem zauważyć, że algorytmy te są bar-
dzo istotną częścią torów pomiarowych, przy czym zwykle 
stanowią ich ostatnią część. Na podstawie wartości wielko-
ści wyjściowych omawianych algorytmów podejmowane są 
decyzje o stanie obiektu, czy wystąpieniu analizowanego 
zjawiska [2, 3, 4, 5].

W przypadku algorytmów transformacji falkowej prze-
wodnik [6] nie zawiera jasnych i przystępnych informacji 
w jaki sposob szacować wartość niepewności wielkości wyj-
ściowych tych algorytmów. W poprzednich pracach autorow 
[7, 8] zaproponowano zatem podejście bazujące na mode-
lu błędu, inspirowane pracami [9, 10, 11]. Dla stosowanego 
modelu wyrózniano sygnały błędów losowych oraz determi-
nistycznych [12], przy czym dla sygnałow błędów determini-
stycznych definiowano rownież podział na statyczne i dyna-
miczne sygnały. W przypadku sygnału błędu dynamicznego 
kolejne wartości realizacji tego sygnału w obrębie pojedyn-
czego okna pomiarowego (pojedynczej iteracji algorytmu) 
zmieniają się w sposob deterministyczny, natomiast w przy-
padku sygnału błędu statycznego są one stałe w obrębie po-
jedynczego okna pomiarowego (mogą natomiast przyjmować 
rózne wartości dla kolejnych realizacji wyznaczania wartości 
wielkości wyjściowych algorytmu).

Jako, że w poprzednich pracach przedstawiono jednolity 
model błędów dla sygnałow o charakterze losowym [7, 13], 
niniejsza praca poświęcona jest sygnałom o charakterze 
deterministycznym. W artykule zdefiniowano sygnał błędu 
dynamicznego oraz statycznego, wskazano istotne para-
metry opisujące analizowane sygnały błędów oraz przed-
stawiono rolę algorytmu transformacji falkowej w przeno-
szeniu ich z wejścia na wyjście tego algorytmu. W artykule 
przyjęto założenie, że algorytm transformacji falkowej nie 

wprowadza żadnych sygnałow błędów własnych. Tematyka 
ta stanowi odrębny problem badawczy, który przedstawio-
no w pracy [14].

Artykuł został podzielony na 4 części. Część pierwsza 
stanowi wstęp do artykułu i zawiera podsumowanie najważ-
niejszych założeń. Część druga opisuje model sygnału błędu 
na wejściu algorytmu, wskazując przykład przyczyny powsta-
wania takiego sygnału. W części trzeciej wskazano wpływ 
algorytmu transformacji falkowej na sygnał zdefiniowany 
w części drugiej, natomiast w części czwartej podsumowa-
no najważniejsze wnioski płynące z artykułu.

Model sygnału błędu deterministycznego
Sygnały błędów o charakterze deterministycznym mogą 

mieć swoje źródło w wielu zjawiskach. Sygnały te można 
opisać jeżeli istnieje możliwość wskazania przebiegu anali-
zowanego sygnału w funkcji czasu [12]. Przykładem takiego 
sygnału może być błąd spowodowany nieidealnymi właści-
wościami wzmacniacza pomiarowego, który wprowadzać 
będzie inne niż wymagane wzmocnienie lub przesunięcie 
fazowe [15]. Inny przykład stanowić może sytuacja w kto-
rej dla wybranego fragmentu toru pomiarowego zmienia się 
wartośc wzmocnienia statycznego w funkcji temperatury [16]. 
W podobny sposob modelować można sygnały błędów spo-
wodowane opóźnieniami, przy czym sygnały te w pewnych 
okolicznościach mogą cechować się losową wartością am-
plitudy lub fazy [17, 18].

Niezależnie od źrodła sygnału błędu o charakterze deter-
ministycznym istnieje możliwość przedstawienia jednolitego 
modelu tego sygnału w postaci rownania:

(1)  

gdzie Ee,j jest amplitudą oraz φe,j fazą j ‑tej harmonicznej 
omawianego sygnału błędu o pulsacji ωj. Zgodnie z wprowa-
dzonym we wstępie podziałem na statyczne i dynamiczne 
sygnały błędów, z sygnału błędu opisanego równaniem (1) 
wyodrębnić można dwa składniki. Składnik pierwszy, stano-
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wiący składową stałą analizowanego sygnału, stanowi część 
związaną ze statycznym sygnałem błędu:

(2)  

przy czym zakłada się ω0 = 0 rad/s oraz φe,0 = 0 rad. Pozo‑Pozo-
stałe harmoniczne sygnału edet(t) o niezerowej pulsacji sta-
nowią sygnał błędu dynamicznego:

(3)  

Odnosząc się do przykładów przedstawionych powyżej 
można wyobrazić sobie, że zmienne w czasie napięcie re-
prezentowane przez wielkość s(t) przetwarzane jest przez 
wzmacniacz pomiarowy do postaci napięcia y(t). Dla uprosz-
czenia przykładu przyjęto, że wielkość s(t) nie jest zakłócona 
żadnym sygnałem błędu. Przyjęto rownież, że idealna trans-
mitancja analizowanego wzmacniacza wynosi Ġy( jω), nato-
miast rzeczywista transmitancja tego obiektu oznaczona jest 
symbolem Gy( jω) oraz G̃y( jω) ≠ Ġy( jω).

Zakłada się, że analizowany obiekt jest liniowy, a jego 
transmitancja jest niezmienna w czasie [19].

Wobec powyższych założeń, sygnał błędu zdefiniowa-
ny w rownaniu (1) przyjmuje dla analizowanego przypadku 
postać:

 
 
 
 

 
 

(4)

gdzie ωs,j jest pulsacją, Es,j amplitudą oraz φs,j jest fazą j ‑tej 
harmonicznej sygnału s(t), natomiast wartości wprowadza-
nego wzmocnienia i przesunięcia w fazie wynoszą kolejno:

(5) 

(6)  

Zgodnie z przyjętym podziałem dla rozważanego przy-
kładu wyznaczyć można zatem sygnał błędu statycznego:

(7)  

oraz dynamicznego:

 
 
 

(8) 

Zauważyć można, że postać sygnału opisanego rownaniem 
(8) odbiega od definicji przedstawionej w równaniu (3). Wska-
zana różnica wynika z faktu, że sygnał zdefiniowany w row-
naniu (8) dla każdej j ‑tej harmonicznej posiada dwie skła-
dowe o identycznej pulsacji. Należy zatem wyznaczyć na 
podstawie parametrow tych składowych parametry wypad-
kowe składowej o zadanej pulsacji.

Zakładając, że analizowana j ‑ta harmoniczna sygnału 
błędu dynamicznego, posiadająca Nj składowych o pulsacji 
ωj jest opisana rownaniem:

(9) 

przedstawiając składniki tej harmonicznej w formie wek-
torów:

(10) 

 
 
 (11)  

co można zapisać rownież jako:

(12)  

(13)  

Stosując przekształcenia zgodnie z rownaniami od (9) do 
(13), rownanie (8) zapisać można w postaci:

(14)  

przy czym wypadkowa amplituda Ey,e,j oraz faza φy,e,j wy-
noszą dla j ‑tej harmonicznej odpowiednio:

 
 
 
 
 
 
 (15)  

 
 
 
 
 
 
 

(16)  

Dla każdej harmonicznej sygnału błędu dynamicznego 
istnieje możliwość wyznaczenia wartości wariancji tej har-
monicznej [19, 20]:

(17)  

oraz związanej z nią wartości niepewności rozszerzonej 
dla poziomu ufności 1 − α [6]:

(18)  
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gdzie cd jest współczynnikiem rozszerzenia rozkładu funkcji 
sinus dla przyjętego poziomu ufności [6, 21].

W przypadku sygnałow błędów statycznych zauważyć 
można, że wartości realizacji tych sygnałow są zawsze iden-
tyczne. To założenie dotyczy jednak pojedynczego okna po-
miarowego (związanego np. z pojedynczą realizacją procesu 
pomiaru). W przypadku wielokrotnej realizacji procesu po-
miaru, kolejne wartości realizacji omawianego sygnału błędu 
mogą być inne. Przykładem takiej sytuacji może być wpływ 
temperatury otoczenia na błąd zera wzmacniacza pomiaro-
wego. W takim przypadku należy zidentyfikować parametry: 
wariancję , wartość oczekiwaną , typ rozkła-
du realizacji analizowanego sygnału błędu oraz wynikający 
z niego współczynnik rozszerzenia cy,s odpowiedni dla przy-
jętego poziomu ufności.

Wyznaczenie parametrów opisanych dotychczas sygna-
łow błędu statycznego i dynamicznego pozwoli w kolejnym 
kroku wyznaczyć parametry tych sygnałów po przetworzeniu 
ich przez algorytm transformacji falkowej.

Algorytm transformacji falkowej
Jak wykazano w pracach [7, 8, 22] algorytm transformacji 

falkowej może zostać przedstawiony w postaci macierzowej. 
Zgodnie z tą właściwością, i ‑tą wielkość wyjściową Xi(k) dla 
k ‑tej realizacji algorytmu opisuje rownanie:

(19)  

w którym symbolem ai,j oznaczono kolejne elementy macie-
rzy transformacji algorytmu, symbolem x( j) oznaczono ko-
lejne wielkości wejściowe, natomiast symbolem N oznaczo-
no liczbę wielkości wejściowych dla pojedynczej realizacji 
algorytmu. Należy zauważyć, że zgodnie z rownaniem (19) 
omawiany algorytm jest addytywny, a zatem mózliwa jest 
niezależna analiza wszystkich składowych sygnału błędu 
wielkości wejściowych algorytmu.

Dalsze rozważania zakładają, że analizowany algorytm 
przetwarza kolejne probki wielkości x( j) = y( jTp), gdzie Tp jest 
okresem probkowania wielkości wejściowych algorytmu oraz 
j ∈ N, zatem sygnał błędu dynamicznego na wejściu algoryt-
mu zdefiniowany jest jako ex,d ( j) = ey,d ( jTp), natomiast sygnał 
błędu statycznego jako ex,s ( j) = ey,s ( jTp). Przyjmuje się row-
nież, że algorytm nie wprowadza do wielkości wyjściowych 
żadnych sygnałow błędów własnych.

Przekształcając rownanie (19) istnieje możliwość wyzna-
czenia transmitancji związanej z i ‑tą wielkością wyjściową 
algorytmu w postaci [23]:

(20)  

natomiast podstawiając z = ejωTp uzyskać można wartość 
wzmocnienia kolejnych harmonicznych sygnału przetwarza-
nego przez algorytm:

(21)  

W pracach [7, 9, 10, 11] przedstawiono w jaki sposob 
identyfikować wartości wspołczynnikow ai,j macierzy trans-
formacji algorytmu dysponując istniejącą implementacją 
tego algorytmu, natomiast w pracach [8, 24, 25] przedsta-

wiono w jaki sposob analitycznie wyznaczać wartości tych 
wspołczynnikow. Niezależnie od sposobu wyznaczania war-
tości wspołczynnikow ai,j uzyskuje się te same wyniki dla 
identycznych parametrow algorytmu. Ze względu na stopie 
ń skomplikowania obliczeń, metoda analityczna jest jednak 
mniej przystępna z punktu widzenia projektanta toru po-
miarowego.

Zgodnie z przedstawionymi zależnościami, wartość wa-
riancji sygnałow błędów deterministycznych na wyjściu algo-
rytmu dla i ‑tej wielkości wyjściowej wyznaczyć można zgod-
nie z równaniem:

(22)  

 
(23)  

gdzie Ex,e(ω) jest wypadkową amplitudą przetwarzanej har-
monicznej sygnału błędu dynamicznego o pulsacji ω, nato-
miast  jest wariancją sygnału błędu statycznego.

Wartości niepewności rozszerzonych dla analizowanych
sygnałow wyznaczyć można na podstawie rownań [6, 26]:

(24)  

(25)  

gdzie dla przyjętego poziomu ufności cd jest współczynni-
kiem rozszerzenia rozkładu funkcji sinus, natomiast cx,s jest 
wspołczynnikiem rozszerzenia sygnału błędu statycznego 
na wejściu algorytmu [6, 21].

Ostatecznie wyznaczyć należy wartość wypadkowej wa-
riancji oraz niepewności rozszerzonej dla wszystkich skła-
dowych sygnału błędu deterministycznego, przenoszonego 
na wyjście algorytmu transformacji falkowej. Należy w tym 
celu rozważyć istnienie korelacji pomiędzy kolejnymi warto-
ściami realizacji składowych tego sygnału. Zauważyć moż-
na, że w analizowanym przypadku jedyne źrodło korelacji 
wynikać może z obecności wielu składowych sygnału błę-
du dynamicznego o tej samej pulsacji [19, 27]. Jako, że zja-
wisko to zostało już uwzględnione na etapie wyznaczania 
wypadkowych parametrow harmonicznych sygnału błędu 
dynamicznego na wejściu algorytmu, w omawianym przy-
padku zapisać można:

(26)  

gdzie ωx,j jest pulsacją j ‑tej harmonicznej sygnału błędu dy-
namicznego wielkości wejściowej algorytmu.

W przypadku wartości wypadkowej niepewności rozsze-
rzonej rachunki stają się bardziej skomplikowane z uwagi na 
kształt rozkładu składowych sygnału błędu dynamicznego, 
możliwość istnienia niewielkiej liczby składowych tego sygna-
łu oraz możliwość pojawienia się dominującej składowej tego 
sygnału (algorytm może wzmacniać wybraną harmoniczną, 
tłumiąc jednocześnie pozostałe). Proponuje się w tym celu 
stosować np. metodę bazującą na zbiorach rozmytych [28] 
lub metodę wykorzystującą algorytm redukcyjnej arytmetyki 
interwałowej [29].
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Przedstawione dotychczas rozważania zakładały, że z każ-
dą i ‑tą wielkością wyjściową algorytmu związana jest inna 
transmitancja Hi(z). założenie to pozwala analizować przypadki 
opisane między innymi w pracy [22], natomiast zwykle analiza 
upraszcza się do przypadku, w którym wyróznić można Nd + 1 
róznych transmitancji, gdzie Nd stanowi liczbę iteracji procesu 
dekompozycji sygnału [24]. W opisanym przypadku z każdą 
wielkością wyjściową związana jest jedna z Nd + 1 transmitan-
cji, przez co analiza znacznie się upraszcza [8, 30].

Wnioski
Wskazane powyżej zależności w sposób jednolity po-

zwalają na ilościowy opis parametrów sygnałów błędów 
o charakterze deterministycznym. Na podstawie zidentyfi-
kowanej lub wyznaczonej analitycznie postaci transmitancji, 
związanej z kolejnymi wielkościami wyjściowymi algorytmu, 
istnieje możliwość wyznaczenia parametrow sygnałow błę-
dów deterministycznych na wyjściu algorytmu. Przedsta-
wiony opis jest uniwersalny niezależnie od analizowanego 
sygnału błędu.

Stosowanie przekształceń opisanych w rownaniach od (9) 
do (13) pozwala uprościć analizę, jednocześnie rozważając 
ewentualne korelacje pomiędzy składowymi sygnału błędu 
o jednakowych pulsacjach. W przypadku analizy obejmującej 
więcej niż jedną harmoniczną sygnału błędu dynamicznego 
o wybranej pulsacji, korelacje te uwzględnić należy wyzna-
czając wypadkową wartość wariancji sygnału błędu dyna-
micznego, co pokazano w pracy [27]. Zaproponowana w ni-
niejszym artykule metoda jest jednak bardziej przystępna, co 
więcej pozwala ona na wyznaczenie wypadkowej wartości 
fazy dla analizowanej harmonicznej.

Niniejsza publikacja, w połączeniu z poprzednią pracą 
[7], traktującą o wpływie algorytmu transformacji falkowej 
na przenoszenie sygnałow błędów o charakterze losowym, 
pozwala na określenie parametrow sygnałów błędów o do-
wolnym charakterze na wyjściu analizowanego algorytmu.
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