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Wpływ odkształcenia napięcia sieci na wskaźniki chaotycznego 
zachowania nieliniowego układu ferrorezonansowego 

 

Influence of grid voltage distortion on indicators of chaotic behaviour of a nonlinear ferroresonant system 
 

Streszczenie. W prezentowanym artykule przedstawiono symulacyjne wyniki badań zachowania chaotycznego w wyodrębnionym silnie nieliniowym 
fragmencie systemu elektroenergetycznego. Do badania zachowań chaotycznych wykorzystano dwa graficzne wskaźniki: trajektorie fazowe oraz 
mapy Poincarego. Analizie poddano zamodelowany układ ferrorezonasowy stanowiący fragment sieci z pracującym w stanie jałowym transformatorem 
z uwzględnieniem doziemnych i międzyfazowych sprzężeń pojemnościowych. W badaniach uwzględniono odkształcenia zasilania w sieci zarówno 
składowymi harmonicznymi, jak i sub- i interharmonicznymi występującymi na przykład w miękkich elektroenergetycznych sieciach okrętowych.  
 
Abstract. The article presents simulation results of research on chaotic behaviour in a separate, highly nonlinear fragment of the power system. Two 
graphical indicators were used to study chaotic behaviour: phase trajectories and Poincaré maps. The modeled ferroresonant system, which is a 
fragment of the network with a transformer operating in an idle state, was analyzed, taking into account ground and phase-to-phase capacitive 
couplings. The study considers the distortion of the power supply in the network by both harmonics and interharmonics occurring for example in soft 
ship power electricity. 
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Wstęp 
Teoria chaosu nadal jest chętnie wykorzystywana 

w badaniu nieliniowych układów dynamicznych [1-4]. 
Nieregularną i nieprzewidywalną ewolucję systemów 
nieliniowych zaobserwowano już dawno temu w modelach 
matematycznych rzeczywistych obiektów fizycznych [5,6,7]. 
W teorii chaosu wskaźniki tzw. zachowania chaotycznego 
można podzielić na wskaźniki jakościowe, do których należą 
między innymi trajektorie fazowe i mapy Poincarego oraz 
ilościowe, z których najważniejszy wydaje się wykładnik 
Lapunowa. Za pogorszenie się jakości energii z powodu 
powstawania w systemie niesinusoidalnych prądów głównie 
odpowiadają układy nieliniowe. Dodatkowo w układach tych 
mogą przy pewnych parametrach pojawić się stany 
nieregularne nazywane zachowaniem chaotycznym, co jest 
szczególnie niepożądane. Dla takich stanów chętnie 
wykorzystuje się jakościowe wskaźniki zachowania 
chaotycznego, takie jak trajektorie fazowe czy mapy 
Poincarego, gdzie chaotyczny wygląd trajektorii fazowej 
(brak cyklu zamkniętego) lub wypełnianie się przestrzeni 
mapy świadczą o tzw. stanie chaosu.  

Na jakość energii elektrycznej (sinusoidalność napięcia 
zasilania) ma wpływ zawartość harmonicznych oraz sub- 
i interharmonicznych. Przy czym te drugie w przeciwieństwie 
do harmonicznych zmieniają częstotliwość zniekształconego 
przebiegu okresowego napięcia. 

Coraz częściej badanymi obiektami są układy bardzo 
złożone, takie jak np. okrętowe systemy elektroenergetyczne 
o zmiennym, często nieliniowym obciążeniu i zmieniającej 
się częstotliwości chwilowej [1,2,8]. W takich układach 
w napięciu na szynach zasilających mogą wystąpić nie tylko 
harmoniczne, ale również sub- i interharmoniczne. Tego typu 
składowe zaobserwowano również w nieliniowych 
energetycznych układach lądowych [9,10]. Stąd problem 
powstawania zachowań chaotycznych może być 
spotęgowany nie tylko z powodu silnej nieliniowości obiektu, 
ale także z powodu zawartości składowych harmonicznych 
w zasilaniu układu. W prezentowanym artykule 
przedstawiono wyniki badań symulacyjnych dla silnie 
nieliniowego obiektu, jakim jest transformator energetyczny 
pracujący w systemie energetycznym w stanie jałowym, 
gdzie ze względu na występujące pojemności sprzęgające 
dodatkowo może ujawnić się zjawisko ferrorezonansu 
(rys. 1). W pracach [6,11] przeprowadzono symulacje dla 

jednej wartości idealnie sinusoidalnego napięcia i jednej 
długości linii takiego układu. Ze względu na coraz częściej 
pojawiające w układach zasilania nie tylko harmoniczne, ale 
także subharmoniczne oraz interharmoniczne 
w prezentowanym artykule przedstawiono wyniki symulacji 
dla wzrastającego napięcia dodatkowo zawierającego sub- 
i/lub interharmoniczną. Na ich postawie wyznaczano 
trajektorie fazowe i klasyczne mapy Poincarego, jako 
wskaźniki możliwego zachowania chaotycznego. Należy 
podkreślić, że w literaturze chaosu [5,12,13] mapę 
Poincarego definiuje się jako zbiór punktów uzyskanych 
z trajektorii fazowej dla wybranych momentów czasowych 
odległych od siebie o stały okres rejestrowanego przebiegu. 
Jednak w przypadku miękkiej sieci okrętowej z prądnicą 
wałową mamy do czynienia ze zmienną częstotliwością 
chwilową [1,2]. W takiej sytuacji wyznaczenie mapy 
Poincarego przy stałym okresie może w dłuższej 
perspektywie doprowadzić do zbieżności tego obrazu 
z trajektorią fazową. Jednak dla badanego w niniejszym 
artykule układu lądowego założono, że zmiana 
częstotliwości ma pomijalny wpływ zarówno na trajektorię 
fazową, jak i na mapę Poincarego. Celem wyznaczania 
obrazów mapy Poincarego jest określenie stopnia 
zachowania chaotycznego. Jest to coraz częściej 
wykorzystywana alternatywa wobec ilościowego wskaźnika 
jakim jest współczynnik Lapunowa, gdyż nie wymaga 
znajomości dodatkowych parametrów takich, jak wymiar 
przestrzeni fazowej czy czasu opóźnienia. Pamiętając, że 
w przypadku odpowiedzi okresowej trajektoria fazowa 
stanowi orbitę zamkniętą, a mapa Poincarego punkt, należy 
pamiętać, że cecha tego stanu może być zafałszowana, 
jeżeli nie pominie się początkowego zaburzenia (stanu 
nieustalonego). Ponieważ dla dużej wartości równoległej 
rezystancji R (rys. 1c) układ nawet dla przypadku liniowego 
ma prawie bezrezystancyjny charakter, stąd aby mieć 
pewność zaniku składowej przejściowej przy wyznaczaniu 
wskaźników pomijano pierwsze 1500 okresów (T = 20 ms). 
Jako charakterystykę badanego elementu nieliniowego 
zastosowano krzywą magnesowania wyznaczoną w pracy 
[14] aproksymowaną wielomianem 11-stopnia (1). 

    (1) 

Gdzie i - prąd  nieliniowej cewki,  - strumień pola 
magnetycznego, a, b - współczynniki aproksymującej 
charakterystyki (Tab. 1).

ni a b=  + 
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a)         b)   c) 
Rys. 1. a) Fragment systemu z przerwą w jednej fazie b) schemat uwzględniający sprzężenia pojemnościowe c) dwuoczkowy model 

 
Metodyka badań 

Układ z rys. 1a charakteryzuje się występowaniem 
pojemnościowych sprzężeń doziemnych i międzyfazowych 
(rys.1b). Po zastosowaniu przekształcenia Thevenina 
i uwzględnieniu strat w transformatorze otrzymuje się prosty 
obwód dwuoczkowy (rys. 1c), gdzie pojemność C=2Cm+Cg 
Dla obwodu z rys. 1c można wykorzystując (1) sformułować 
następujący nieliniowy układ równań różniczkowych: 

  (2) 

W badaniach przyjęto, że w dwójniku Thevenina napięcie 
zasilania e(t) może się składać z oprócz podstawowej 
harmonicznej z subharmonicznej i interharmonicznej (3). 
 

𝑒(𝑡) = 𝑒𝑝(𝑡) + 𝑒𝑠𝑢𝑏(𝑡) + 𝑒𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟(𝑡)        (3) 

gdzie: 
𝑒𝑝(𝑡) = 𝐸𝑚 ∙ sin(𝜔𝑠 ∙ 𝑡)  

𝑒𝑠𝑢𝑏(𝑡) = 𝑧𝑎𝑤1 ∙ 𝐸𝑚 ∙ sin(𝑘1 ∙ 𝜔𝑠 ∙ 𝑡 + 𝛼1)  

𝑒𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟(𝑡) = 𝑧𝑎𝑤2 ∙ 𝐸𝑚 ∙ sin(𝑘2 ∙ 𝜔𝑠 ∙ 𝑡 + 𝛼2)  

 
Współczynniki zaw1 oraz zaw2 określają udział tych 

składowych w stosunku do amplitudy harmonicznej 
podstawowej. Z kolei współczynniki k1 oraz k2 stanowią 
odpowiednio podwielokrotność i wielokrotność ωs pulsacji 
podstawowej. Parametry, dla których zostały 
przeprowadzone symulacje znajdują się w tabeli Tab. 1. 
 
Tabela 1. Parametry dla układu ferrorezonansowego zastosowane 
w symulacjach 

Em [kV] 0.1-15   

a [A/Wb] 2.8x10-3   

b [A/Wb11] 7.2x10-3 0  

C [nF] 483.77 777 7770 

R [Ω] 27x103 106 107 

Długość linii [km] 62 100 1000 

zaw1 0 0.1  

aw2 0 0.1  

k1 0.1 0.179  

k2 3 3.179  

α1 π/4   

α2 0   

 
Parametry RC zastosowane w symulacji (Tab. 1) zależały 

od przyjętych strat w transformatorze dla rozpatrywanego 
stanu oraz od długości linii zasilającej [14]. Parametry 
zaw1/zaw2 określono na poziomie 10%, co jest nadmiarowe 
w stosunku do dotychczasowych obserwacji [4,10], ale 
praktyczne, aby zaobserwować zauważalne zmiany 
wskaźników zachowań chaotycznych.  

 Do badań wykorzystano środowisko MathCAD. Układ 
równań (2) zamodelowano w kilku procedurach [11] celem 
wyboru optymalnej. Po sprowadzeniu układu (2) do jednego 
równania drugiego rzędu można zastosować wygodną 
procedurę nazywaną w środowisku MathCAD Odesolve. Jej 
zaletą w stosunku do wielu innych propozycji, które posiada 
ten program jest fakt, że wynik (rozwiązanie) jest traktowany 
jak funkcja wbudowana a nie zbiór punktów, które 
w przypadku innych procedur (jak np. rkfixed = Runge Kutty) 
należałoby poddać interpolacji [15]. Wybór szybkiej 
procedury jest tu istotny także ze względu na czas jednej 
symulacji zwłaszcza, że do wyznaczenia mapy Poincarego 
oczekuje się kilku tysięcy punktów. Przy czym każdy punkt 
jest oddalony o okres T. Oznaczało to, że dla uzyskania 
10000 punktów mapy przy założonym w procedurze kroku 
czasowym h = 25 µs liczba obliczonych punktów wyniosła 
8 mln. 
 
Wyniki badań dla idealnego zasilania sinusoidalnego 
i zlinearyzowanego układu 

Jest oczywistym, że w sytuacji zasilania układu idealną 
sinusoidą i odpowiedzi również sinusoidalnej, trajektoria 
fazowa (przy znormalizowanych wielkościach na osiach) 
płaszczyzny fazowej stanowi okrąg, a stąd mapa Poincarego 
– punkt. Aby uzyskać powyższy efekt należało przyjąć 
zerowy parametr b dla charakterystyki magnesowania (1). 
Wynik symulacji przedstawiono na rys. 2 gdzie “pozwolono” 
programowi MathCAD na automatyczną skalę osi 
w przypadku mapy Poincarego (rys. 2b), co oznacza, że 
“chmura” punktów na tym rysunku stanowi tak naprawdę 
punkt, a ich niewielki rozrzut jest wynikiem błędu 
numerycznego wynikającego w programie MathCAD między 
innymi z ograniczonej reprezentacji liczby do 17 cyfr. 

 
a)     b) 
Rys. 2. a) Trajektoria fazowa strumienia cewki i b) mapa 
Poincarego dla C=777 nF, R=106

 Ω, Em=9645 V zaw1=0, zaw2=0, 
b=0 

 

Ciekawe rozwiązanie uzyskano dla nadal liniowego 
przypadku (b = 0), gdzie długość linii zwiększono 10-krotnie, 
czyli przyjęto, że C = 7770 nF. Jak można zaobserwować na 
rys. 3 trajektoria fazowa napięcia uc nie stanowi już jednego 
zamkniętego cyklu a mapa Poincarego jest o tyle 
interesująca, że nie stanowi punktu tylko spiralę (identyczny 
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wynik mapy Poincarego uzyskano dla strumienia). Co istotne 
odpowiedź zarówno dla prądu ic, jak i dla strumienia wydaje 
się być sinusoidalna dlatego ten przypadek nie można 
określić jako chaotyczny, czy chociaż quasi-chaotyczny, 
chociaż mapa trajektoria fazowa nie jest cyklem zamkniętym 
a mapa Poincarego punktem. 

 
a)     b) 
Rys. 3. a) Trajektoria fazowa i b) mapa Poincarego napięcia uc dla 
C=7770 nF, R=106

 Ω, Em=9645 V, zaw1=0, zaw2=0, b=0 
 

Jako trzeci przypadek dla zlinearyzowanego układu 
(b = 0) zasymulowano przykład, który różnił się od 
poprzedniego 10-krotnym wzrostem rezystancji 
R (R = 107 Ω). Jak można zaobserwować na rys.4 przebieg 
strumienia nie jest już sinusoidalny ze względu na istotną 
wartość składowej przejściowej słusznie w takim przypadku 
nazywanej swobodnej. Efektem tej sytuacji jest mapa 
Poincarego wypełniająca pierścień (rys. 5), co wskazywałoby 
na zachowanie, jeżeli niechaotyczne, to chociaż quasi-
chaotyczne, a przecież przebiegi zarówno strumienia i stąd 
napięcia cewki, jak i napięcia kondensatora uc, a stąd prądu 
ic, miały postać przebiegów okresowych. 

 
Rys. 4. Przebiegi napięcia i strumienia w cewce C=7770 nF, R=107 
Ω, Em=9645 V zaw1=0, zaw2=0, b=0 

 
a)     b) 
Rys. 5. a) Trajektoria fazowa i b) mapa Poincarego dla C=7770 nF, 
R=107

 Ω, Em=9645 V, zaw1=0, zaw2=0, b=0  

 
Wyniki badań dla układu nieliniowego  

W dalszym ciągu przeprowadzono badania symulacyjne 
dla układu nieliniowego (b ≠ 0) zaczynając od zasilania 
idealnie sinusoidalnego. Tym razem rozpatrzono przypadek 
dla krótszej linii (l = 62 km), dla której zastępczy parametr 
pojemności C = 483,77 nF i jednocześnie przyjęto bardziej 
realistyczny z punktu widzenia rzeczywistej pracy systemów 
elektroenergetycznych parametr R = 27 kΩ odpowiadający 
za straty w transformatorze [14]. Przebiegi napięcia na 
cewce i jej strumienia zaprezentowane na rys. 6 po czasie 
99 sekund wskazują nieregularny (niepowtarzalny) ich 
charakter. Odzwierciedleniem tej nieregularności jest kształt 
trajektorii fazowej dla strumienia w cewce jak i napięcia na 

kondensatorze (rys. 7) a stąd mapy Poincarego dla obu tych 
trajektorii mają charakter zachowania chaotycznego (rys. 8). 

 
Rys. 6. Przebiegi napięcia i strumienia w cewce C=483,77 nF, 
R=27 kΩ, Em=9645 V, zaw1=0, zaw2=0, b=7,2x103
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a)     b) 
Rys. 7.a) Trajektoria fazowa strumienia i b) napięcia kondensatora 
dla C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=9645 V, zaw1=0, zaw2=0, 
b=7,2x103 A/Wb11 

 

 
 
 a)     b) 
Rys. 8. a) Mapa Poincarego strumienia i b) napięcia kondensatora 
dla C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=9645 V, zaw1=0, zaw2=0, 
b=7,2x103

 A/Wb11 

 
Napięcie Em = 9645 V przyjęte dla powyższych symulacji 

wynika z wartości międzyfazowej 110 kV (V1-V2) gdzie 
Em = 0,15 V1 (rys. 1a), co z kolei jest rezultatem 
przekształcenia do układu dwuoczkowego (rys. 1c) na 
podstawie twierdzenia Thevenina. Ponieważ 
charakterystyka magnesowania ma część liniową, 
przeprowadzono badania symulacyjne dla zmieniającej się 
wartości Em od 100 V do 15 kV bez udziału sub- 
i interharmonicznej zakładając, że dla małych wartości 
napięć możliwa jest odpowiedź, jeżeli nie sinusoidalna to 
przynajmniej niechaotyczna. 
 

 
Rys. 9. Przebiegi prądu i napięcia na kondensatorze dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0, 
b=7,2x103

 A/Wb11 
 

Odpowiedź sinusoidalną otrzymano dla napięć tylko do 
240 V, dalej pojawiły się odpowiedzi okresowe, a następnie 
quasi chaotyczne i chaotyczne. Na przykład na rys. 9-10 
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przedstawiono wynik symulacji dla napięcia sinusoidalnego 
Em= 2574 V, przy którym jak można zaobserwować przebiegi 
prądu i napięć na kondensatorze oraz cewce są okresowe 
w wyniku czego trajektorie fazowe są orbitami zamkniętymi 
(rys.11) i stąd mapy Poincarego (rys.12) stanowią punkt po 
uwzględnieniu błędów numerycznych. Dalsze badania 
wpływu sub- i/lub interharmonicznych na wskaźniki chaosu 
przeprowadzono także dla napięcia Em = 2547 V. 
 

 
Rys. 10. Przebieg napięcia na cewce na tle zasilania e(t) dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0, 
b=7,2x103

 A/Wb11 

 

 
a)     b) 
Rys. 11. a) Trajektorie fazowe a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0, 
b=7,2x103

 A/Wb11 

 
a)     b) 
Rys. 12. a) Mapy Poincarego a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0, 
b=7,2x103

 A/Wb11 

 
a)     b) 
Rys. 13. a) Trajektorie fazowe a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0,1, k1=0,1, zaw2=0 
b=7,2x103

 A/Wb11 
 

Pierwsze zniekształcenie napięcia e(t) zrealizowano 
poprzez dodanie do sinusoidy subharmonicznej o 
współczynniku zawartości zaw1 = 0,1 i częstotliwości 10-
krotnie mniejszej od częstotliwości podstawowej (k1 = 0,1). 
Uzyskane dla tego przypadku przebiegi wydają się nadal 
okresowe podobnie jak w poprzednim przypadku dla czystej 
sinusoidy zasilania (rys. 9-10). Również kształt trajektorii 
fazowych cechuje duże podobieństwo (rys. 13) i (rys. 11), ale 

tym razem nie stanowią one cyklu zamkniętego, ponieważ 
trajektoria fazowa strumienia wygląda jak pojedyncza 
pogrubiona linia, lecz w rzeczywistości trajektoria ta składa 
się z 10 linii. Widać to wyraźniej dla trajektorii fazowej 
napięcia kondensatora uc (rys. 13b). Potwierdzeniem tego 
faktu są mapy Poincarego składające się z 10 punktów (rys. 
14), czyli tyle ile wynosi wielokrotność pulsacji podstawowej 
w stosunku do pulsacji subharmonicznej. W przypadku, 
kiedy ten stosunek nie jest liczbą całkowitą (np. k1 = 0,179) 
trajektorie fazowe prawie nie różnią się wyglądem od 
poprzednio uzyskanych (rys. 13), natomiast tym razem mapy 
Poincarego tworzą cykl zamknięty rys. 15. 

 

 
a)     b) 
Rys. 14. a) Mapy Poincarego a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0,1, k1=0,1, zaw2=0 

 
W przypadku zakłócenia sinusoidalnego zasilania 

harmoniczną o takim samym współczynniku zawartości jak 
wcześniej subharmoniczna (zaw2 = 0,1) i całkowitej 
wielokrotności pulsacji podstawowej (k2 = 3) uzyskano 
ciekawy obraz map Poincarego charakteryzujących się 
nieciągłością (rys. 16). Przy czym kształt trajektorii fazowych 
był podobny jak na rys. 13. 

Przeprowadzono także symulacje (analogicznie jak dla 
przypadku z subharmoniczną) dla zasilania zawierającego 

interharmoniczną niebędącą całkowitą wielokrotnością s 
(k2 = 3,179). Wynik symulacji przedstawiony na rys. 17 
pokazuje, że przebiegi zarówno napięcia cewki (a także 
pozostałe) wyraźnie nie mają charakteru powtarzalnego. 
 

 
a)     b) 
Rys. 15. a) Mapy Poincarego a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0,1, k1=0,179, zaw2=0 
 

 
 a)     b) 
Rys. 16. a) Mapy Poincarego a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0,1, k2=3 
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Rys. 17. Przebieg napięcia na cewce na tle zasilania e(t) dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0,1, k2=3,179 

 
Stąd trajektorie fazowe (rys. 18) nie stanowią już cykli 

zamkniętych, a mapy Poincarego (rys. 19) linii, ale 
wypełniane z każdym punktem (okresem) ograniczoną 
powierzchnię. Takie obrazy map Poincarego mają znamiona 
zachowania chaotycznego. 
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a)     b) 
Rys. 18. a) Trajektorie fazowe a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0,1, k2=3,179 
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a)     b) 
Rys. 19. a) Mapy Poincarego a) strumienia b) napięcia uc dla: 
C=483,77 nF, R=27 kΩ, Em=2547 V, zaw1=0, zaw2=0,1, k2=3,179 
 

Przeprowadzono również badania z napięciem e(t) 
zawierającym jednocześnie sub- i interharmoniczną 
(nieprezentowane w tym artykule). Wyniki symulacji okazały 
się być bardzo podobne do rezultatów otrzymanych tylko 
z interharmoniczną. 

Aby obserwować wskaźniki zachowania chaotycznego 
pozbawione wpływu początkowego (nieustalonego) 
rozwiązania równania różniczkowego przyjęto jako początek 
obserwacji czas 1500T. 

W celu sprawdzenia wpływu punktu startowego na kształt 
mapy Poincarego przeprowadzono symulacje wprowadzając 
parametr zwany początek=1500T+nxT/8. Na rys. 20 
przedstawiono mapy Poincarego dla wybranych 
n (wcześniejsze obrazy prezentowano dla n = 0). 
Z obserwacji map Poincarego dla różnych n wynika, że punkt 
startowy ma nie tylko wpływ na obrót obrazu mapy, ale także 
częściowo na kształt. Natomiast zasadnicza cecha 
wypełnienia ograniczonej powierzchni świadczącej o stanie 
chaotycznym zostaje zachowana. 

Na podstawie zaprezentowanych symulacji widać, że 
badany układ w zależności od przyjętych parametrów może 
się charakteryzować różnymi stanami od całkowicie 
stabilnego do stanu wskazującego na zachowanie 
chaotyczne. W teorii chaosu takie skoki do różnych stanów 

definiuje intermitencja [5,13]. Przy czym autorzy niniejszej 
pracy przy wyznaczeniu krzywej zachowań wskaźnika 
chaosu (oznaczony nazwą CH) jakim jest mapa Poincarego 
rozróżnili następujące przypadki. Stan całkowicie stabilny 
określono jako wartość CH=0 (np. rys. 12). Dla stanu blisko 
stabilnemu gdzie mapa Poincarego powtarza się w ściśle 
określonych policzalnych punktach przyjęto wartość 
CH = 0,25 (rys. 14). Przypadek quasi-chaotyczny określono 
przez CH = 0,5 jeżeli mapa Poincarego stanowiła cykl 
zamknięty (rys. 15) lub przez CH = 0,75 jeżeli mapa 
stanowiła nieciągłą linię (rys. 16). Wreszcie wartość CH = 1 
określała stan uznany za chaotyczny, gdzie mapa 
Poincarego wypełnia ograniczoną powierzchnię rys. 19. 
Charakterystykę przedstawiającą zmiany wartości 
wskaźnika CH w funkcji zmieniającej amplitudy Em zasilania 
sinusoidalnego przedstawiono na rys. 21. Jak już wcześniej 
wspomniano początkowe wyniki dla małych napięć 
wskazywały stan stabilny nawet z odpowiedzią sinusoidalną 
i w dalszym ciągu (ze wzrostem napięcia) spodziewano się 
rozwiązań zbliżających się do stanu chaotycznego. Jak 
jednak pokazuje wykres z rys. 21 nawet dla dalej 
wzrastającego napięcia pojawiły się liczne skoki od stanu 
chaotycznego do zupełnie stabilnego. Również przy zmianie 

parametru 2 zarejestrowano podobne zmiany stopnia 
zachowania chaotycznego. 

 

 
a)     b) 

 
c)     d) 
Rys. 20. Wpływ parametru początek=1500T+nxT/8 na kształt mapy 
Poincarego, a) n=0, b) n=1 c) n=2 d) n=3 

 

 
Rys. 21. Diagram stanu zachowania chaotycznego w funkcji amplitudy 
napięcia Em, C=483,77 nF, R=27 kΩ, zaw1=0, zaw2=0 

 
Podsumowanie 

Ponieważ jednym z celów wyznaczenia wskaźników 
zachowania chaotycznego jest pokazanie odstępstwa od 
częstotliwości podstawowej, dlatego punkty mapy 
Poincarego w prezentowanych symulacjach wyznaczano, co 
okres tej składowej (oczekiwany dla odpowiedzi na 
wymuszenie). W prezentowanym artykule przedstawiono 
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wyniki badań układu ferrorezansowego pod kątem zachowań 
chaotycznych, o których świadczy wypełnianie się 
ograniczonej powierzchni mapy Poincarego. Należy jednak 
zwrócić uwagę, że nawet dla układu liniowego (a więc 
przypadku niechaotycznego) może powstać mapa 
o kształcie spirali (rys. 3b) lub mapa składająca się 
z powtarzalnych punktów zajmujących pewną ograniczoną 
powierzchnię (rys. 5b), a więc odbiegającą od punktu przy 
jednocześnie stabilnej odpowiedzi okresowej. W przypadku 
silnie nieliniowego układu nieregularną odpowiedź uzyskano 
już przy zasilaniu sinusoidalnym napięciem (rys. 8). Okazało 
się, że w zależności od wartości napięcia zasilania pojawiły 
się skoki w stopniu zachowania chaotycznego (rys. 21), co 
świadczy o występowaniu intermitencji. Jednak stan 
zachowania stabilnego dla pewnego napięcia może łatwo 
zostać zaburzony przy wystąpieniu sub- lub 
interharmonicznej w zasilaniu. Badania wykazały, że większy 
wpływ na zachowanie chaotyczne mają interharmoniczne 
w porównaniu z subharmonicznymi. Jednocześnie mapa 
Poincarego uzyskana przy występowaniu interharmonicznej 
wskazuje na bardziej chaotyczny stan w porównaniu 
z przypadkiem zasilania zawierającego harmoniczną 

(rys. 16-19) co wydaje się logiczne biorąc pod uwagę, że 
w tym drugim przypadku zachowana jest podstawowa 
częstotliwość napięcia zasilania.  

Badania układu ferrorezonansowego wykazały, że 
oprócz rozwiązań okresowych lub quasi-okresowych, mogą 
istnieć także rozwiązania chaotyczne zwłaszcza przy 
zasilaniu niesinusoidalnym. Należy podkreślić, że straty 
transformatora odgrywają ważną rolę w określeniu rodzaju 
rozwiązania. Jest to istotne, jeżeli weźmiemy pod uwagę 
fakt, że pomijanie strat w rdzeniu transformatora nie jest 
rzadką praktyką w symulacjach systemów 
elektroenergetycznych. Przedstawione w niniejszej pracy 
badania dotyczyły ferrorezonansowego układu dużej mocy, 
ale obserwuje się także dziwne zachowania układów 
z elementami nieliniowymi małej mocy [16,17], do których 
z powodzeniem można zastosować jakościowe wskaźniki 
zachowania chaotycznego. 
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