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Modelowanie strukturalne i korekcja uktadéw sterowania z
wykorzystaniem systemu MATLAB

Structural modelling and correction of control systems using MATLAB

Streszczenie. W pracy przedstawiono podstawowe formy zapisu modelu ukfadu dynamicznego jakie stosowane sg w systemie MATLAB.
Zaproponowano formutowanie réwnan stanu badanego ukfadu dla wektora stanu, ktérego elementy sg zmiennymi wyjsciowymi uktadéw
sktadowych. Metoda opisu umoZliwia opisanie uktadu otwartego i uktadu zamknietego. Przedstawiono zastosowanie tej metody do modelu uktadu
elektro-hydraulicznego z korektorem. Parametry korektora dobrano na podstawie wskaznika jakosci l1t1. Wyznaczono skokowe uktadu zamknigtego.

Abstract. The paper presents the basic forms of notation of a dynamic system model that are used in MATLAB. It is proposed to formulate
equations of state of the system under study for a state vector which elements are the output variables of the components. The description method
makes it possible to describe an open system and a closed system. The application of this method to a model of an electro-hydraulic system with an
corrector. The corrector parameters were selected on the basis of the quality index 11t1. The step response of the closed system is presented.

Stowa kluczowe: Modelowanie strukturalne, przestrzen stanu, korekcja, dobor parametrow
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Wprowadzenie

Zadania wynikajgce z potrzeb realizacji zadanych
proceséw sg podstawg projektow uktadéw regulacji.
Pierwszym szeroko przyjetym takim regulatorem byt uktad
regulacji predkosci obrotowej opracowany w 1798 roku
przez Jamesa Watta, opisany matematycznie przez J.
Maxwella w 1868 i analizowany przez E. Routha i A.
Hurvitza w 1875. Dalszy intensywny rozwdj teorii regulacji
obserwowany jest w latach 30-tych i 40-stych XX wieku. H.
Nyquist zaproponowat wykorzystanie charakterystyk
czestotliwosciowych w uktadach regulacji (1932). W 1934
H. Black wprowadzit pojecie ujemnego sprzezenia
zwrotnego do teorii regulacji. To podejscie bylo
kontynuowane przez H. Bodego (1938). Dalszy rozwdj
wniost Evans w 1948 prezentujgc metode miejsc
geometrycznych pierwiastkéw - MGP (ang. method of root
locus) [1]. W projektowaniu ukfadéw regulacji powszechnie
stosowane sg logarytmiczne charakterystyki
czestotliwosciowe ze wzgledu na tatwos¢ wyznaczania
charakterystyk szeregowego potgczenia liniowych uktadéw
dynamicznych.

Komputeryzacja procesu projektowania utatwia jego
realizacje. Szczegodlnie uzyteczny jest system MATLAB-
Simulink firmy Mathworks. Juz we wczesniejszych wersjach
system ten miat przybornik Control Systems Toolbox. Po
2015 roku czes¢ funkcji tego przybornika zostata
wbudowana w podstawowy system Matlaba. Funkcje te
dotyczg modeli liniowych ukfadéw sterowania o statych
parametrach- LTl (ang. Linear Time-Invariant). Wyréznic¢
nalezy funkcje w dziedzinie czasu i dziedzinie
czestotliwosci. Stosowane sg obiekty: ,ss” — w przestrzeni
stanu, " — transmitancji wielomianowej, ,zpk” -
transmitancji pierwiastkowej oraz ,frd” — charakterystyk
czestotliwosciowych. Najbardziej ogdlny jest zapis modelu
w przestrzeni stanu, ktéry umozliwia badanie odpowiedzi na
warunki poczatkowe oraz odpowiedzi na wymuszenie
zewnetrzne. Pozostate modele dotyczg opisu uktadu
dynamicznego z zerowymi warunkami poczgtkowymi.
Warto o tym pamietaé, gdy wyznacza sie modele dyskretne
na podstawie modeli ciggtych. Na ogd6t zmienne stanu dla
modelu ss mogg by¢ rézne od zmiennych stanu modeli
transmitancyjnych i rézne od zmiennych stanu
poszczegdlnych elementéw analizowanego systemu.

W [2] sformulowana nastepujgco definicje systemu:
System (ukfad) jest to zbior podsysteméw (pod-uktadow)
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potgczonych dla realizacji okreslonych zadan. Wedtug tej
definicji mozna wyrézni¢ zbiér ukladéw — elementow i
strukture potgczen. Taka dekompozycja moze byé
przeprowadzana dla kazdego z elementéw i moze trwac az
do uzyskania mozliwie prostego opisu podukiadu.
Najczesciej wykonywana jest jednorazowo i jako poduktady
sg ukfady dynamiczne takie jak integratory, inercje, ukfady
oscylacyjne. Struktura potgczen poduktadéw to potaczenia
szeregowe, rownolegte oraz sprzezenia zwrotnego. Tak
potaczone mogg stanowi¢ otwarty ukfad sterowania albo
moga by¢ uzyte w zamknietym ukfadzie sterowania.

Model ukfadu dynamicznego w przestrzeni stanu
obejmuje réwnanie stanu i rbwnania wyjsciowe:
x'= Ax+Bu, x(0)=x,
1
M y =Cx+Du

Nalezy zauwazy¢, ze dla uktadéw stacjonarnych
procesy dynamiczne opisywane sg tylko réwnaniem stanu.
Réwnanie wyjsciowe opisuje liniowg kombinacje wektora
stanu i wektora wyj$ciowego. Parametry tej kombinaciji
zalezg od zapisu wektora sygnatow wyjsciowych. Dla
metody fazowej [3], znanej tez jako metoda zmiennej
pomocniczej, elementy wektora stanu sg wspotrzednymi
fazowej przestrzeni stanu. Dla metody kanonicznej [2, 4] nie
wystepuje ta relacja. Inne sg tez macierze B i C. Ale w obu
przypadkach wspoéirzedne wektora stanu mogg nie
zawiera¢ wspotrzednych stanu elementéow (poduktadéw)
systemu. Dla okre$lenia sygnatéw wyjsciowych i wektoréw
stanu tych elementéw systemu mogg by¢ potrzebne
dodatkowe réwnania wyjscia. W rezultacie model uktadu
staje sie bardziej ztozony. W pracy zaproponowano metode
formutowania modelu w przestrzeni stanu odwzorowujgcej
strukture modelowanego ukiadu. Elementy wektora stanu
uktadu sg  wspéirzednymi  stanu  poszczegodlnych
podukfaddéw analizowanego systemu. Proces modelowania
przedstawiono na przyktadzie uktadu elektro-
hydraulicznego.

Model uktadu elektrohydraulicznego

Uktady hydrauliczne sg szeroko wykorzystywane w
technice od czasu Il wojny $wiatowej, m. in. w urzgdzeniach
przemystowych, rolniczych, budowlanych czy gérniczych.
Gtéwng ich zaletami jest prostota konstrukgcji, wydajnosc
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oraz tatwos¢ sterowania i doktadno$¢. Mogg one wytwarzaé
sity od kilku graméw do tysiecy ton.

Dziatanie ukfadu hydraulicznego opiera sie na
wymuszonym i sterowanym przeptywie cieczy
hydraulicznej. Ruch cieczy jest tu wymuszany przez pompe,
natomiast energia jest odbierana przez sitowniki
hydrauliczne, ktérych przyktadem sg cylindry hydrauliczne —
zmieniajgce energie strumienia cieczy w ruch prostoliniowy
ttoczyska.

Rozwazany jest ukfad elektro-hydrauliczny z zaworem
proporcjonalnym oraz sitownikiem dwustronnego dziatania.
Schemat blokowy  tego ukfadu hydraulicznego
przedstawiono na rysunku 1.

Sitownik Obcigzenie

Elementy
wykonaw cze

Pa Ps

Zawor
sterujgcy 4/3

Elementy
sterujace

Akumulator

Zasilanie

Zbiorniﬁkﬁi

Rys. 1. Schemat blokowy uktadu elektrohydraulicznego [6]

Podstawowe czesci tego ukfadu to m.in.:

e zbiornik z cieczg hydrauliczna,

e pompa hydrauliczna,

e zawor (serwo-zawor) sterujgcy doptywem cieczy

hydraulicznej do sitownika hydraulicznego [2],

e sitownik hydrauliczny.
Opis matematyczny poszczegdlnych elementéw jest dosc
ztozony ze wzgledu na opis przeptywu cieczy i sterowanie

tym przeplywem. Z tego wzgledu wprowadzono
nastepujgce uproszczenia:
e ciSnienie  zasilania regulacyjnego  zaworu

proporcjonalnego jest state,
e nie wystepujg straty cidnien miedzy zaworem a
komorami sitownika,
temperatura, a zatem i lepkos¢ oleju sg state,
objetosciowy modut Scisliwosci oleju jest staly w
catym zakresie zmian cisnienia,
e sprawnosci objetosciowe sitownika i zaworu
regulujgcego sg bezstratne (réwne jednosci),
Czesto przyjmuje sig, ze problem sterowania mozna
sprowadzi¢ tylko do problemu sterowania zaworem
(serwozawor, elektrozawor) regulujgcym doptyw cieczy do
sifownika [5]. W ten sposdb pomija sie element
wykonawczy o najwiekszej bezwtadnosci. Dlatego dalej
przyjeto , Ze cylinder modelowany jest jako podwdjny
integrator, zas$ elektrozawér opisany jest jako czton
inercyjny o statej czasowej T. Taki model serwozaworu jest
proponowany w [6]. W [7] przeprowadzono proces
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identyfikacji i badania odpowiedzi skokowej serwozaworu
potwierdzity prawidtowos¢ takiego modelu. W publikacjach
[6] i [7] oszacowano wartos¢ statej czasowej. Wynosita ona
odpowiednio 20 i 30 milisekund. Ostatecznie przyjeto, ze
transmitancja  potgczenia  elektrozaworu i  cylindra
hydraulicznego miedzy potozeniem tloczyska X(s) i
sygnatem sterujgcym U(s) ma postac:

k

2 G(s)=——
” )y

Wzmocnienie k zawiera zastepcze, fgczne wzmocnienie
elektrozaworu i cylindra, s -oznacza operator Laplace'a.
Uktad posiadajgcy taka transmitancje jest uktadem
niestabilnym. Odpowiedz impulsowa nie wraca do stanu
poczatkowego, a charakterystyka Nyquista uktadu o takiej
transmitancji obejmuje punkt (-1, jO). Aby sterowac uktadem
o takiej transmitancji konieczna jest korekcja w petli
sterowania. Uwzgledniajgc, Zze uktad zawiera podwdjny
integrator, co odpowiada podwdjnemu biegunowi w punkcie
(0, jO), stosowanie regulatora Pl lub PID , jak w [5,6], jest
niecelowe.

Modelowanie strukturalne

Pierwotny operator Laplace’a oznaczono dodatkowo
pokresleniem.  Wprowadzajgc s=T7's wykorzystujemy
przeskalowany operator Laplace’a, zmieniamy wzmocnienie
ukladu oraz réwniez skale czasu. Wtedy transmitancje (1)
mozna przedstawi¢ nastepujgco:

K

(3) G, (s) =m

gdzie: K=T’k, s=T's.

Uktad ten, gdy pracuje w ukladzie zamknigtym jest
niestabilny zaréwno dla K dodatnich, jak i ujemnych. Aby
uzyska¢ stabilny uktad serwomechanizmu, nalezy
zastosowac korektor przyspieszajgcy o transmitanciji:

T.s+1
) Ge(s)=vr=
v IS+ s+aN

s+a

gdzie N > 2- stata korektora przyspieszajgcego, zas
a = (1/T)) > 0 — zero, pierwiastek licznika korektora,
skalowany wzgledem statej czasowej serwozaworu. tgczna
transmitancja ukfadu otwartego przybiera postac:

N-K(s+a)
(s+ Na)(s + l)s2

) G,(s)=G.(s)G,(s) =

Czes¢ elektromechaniczna wprowadza do G,(s) biegun
podwdjny dla s = 0 oraz pojedynczy dla s = -1. Trajektoria
MGP zawsze rozpoczyna sie w biegunach i konczg w
zerach lub nieskonczonosci. Zero korektora Go(s) lezy blizej
osi urojonych niz biegun wnoszony przez Kkorektor.
Parametry N i a umozliwiajg odpowiednie usytuowanie zera
i bieguna korektora wzgledem biegunéw analizowanego
systemu dla ukfadu otwartego. Za$ parametry N i K
wplywajg na witasnosci dynamiczne uktadu zamknietego.
Dobierajgc parametry w ramach projektowania najczesciej
stosuje sie metody czestotliwosciowe, ktére zostaty
opracowane w latach czterdziestych XX wieku. Technika
CAD utatwita prowadzenie obliczen margineséw amplitudy i
fazy, indeksu wspdiczynnika oscylacyjnosci sporzadzanie
wykreséw charakterystyk czestotliwosciowych, odpowiedzi
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skokowych, impulsowych i sinusoidalnych. W tych
obliczeniach stosowane jest programowanie obiektowe.
Wprowadzenie transmitancji (5) w MATLABie mozna
zrealizowaé poleceniami:

N=5; a= 0.4; K=0.5;

s=tf(‘s’);

Gos_t=N*K*(s+a)/((s+N*a)*(s+1)*s*s);

W wyniku tworzony jest obiekt Gos_t typu tf. Chcac
otrzymac obiekt w przestrzeni stanu wystarczy wykorzystaé
polecenie:

Gos_s=ss(Gos_t);

Parametry obiektu (macierze) Gos_s przedstawiono w
tabeli 1.

Tabela 1. Macierze réwnan stanu sformutowane na podstawie
transmitanc;ji

A = x1 X2 x3 x4 B = ul
x1l -3 -2 0 0 x1 2
X2 1 0 0 0 x2 0
%3 0 1 0 0 %3 0
x4 0 0 1 0 x4 0
Cc = x1 X2 x3 x4 D = ul
vl 0 0 1.25 0.5 vl 0

Elementy poszczegélnych macierzy wigzg sie z
parametrami réwnania charakterystycznego wyznaczonego
dla transmitancji uktadu otwartego:

11 N-K(a(l-N)
G,(s)=——~ 41
© o (5) sss+1[s+Am
Proces tworzenia modelu strukturalnego zostanie

przedstawiony na przyktadzie powyzszego modelu ukiadu
elektro-hydraulicznego jako serwomechanizmu. Bieguny
poszczegolnych blokéw wynoszg odpowiednio: 0, O, -1, -
N-a i sg potozone gtéwnej diagonali. Szeregowe potgczenia
tych blokéw jest przedstawione poprzez niezerowe
elementy potozone na diagonali znajdujgcej sie
bezposrednio nad diagonalg gtéwng. Bloki sumowania na
wejsciu  bloku dynamicznego realizowane jest przez
niezerowe elementy macierzy A i B, w wierszu danego
bloku. Te dwie macierze opisujg dynamike ukfadu
otwartego — tabela 2. Aby méc wykorzystaé funkcje dla
obiektu w przestrzeni stanu dopisano macierze C i D ,
przyjmujgc, ze sygnat wyjsciowy ukiadu jest réwny
pierwszemu elementowi wektora stanu.

Tabela 2. Macierze stanu uktadu otwartego serwomechanizmu

A = x1 X2 %3 x4 B = ul

x1 0 1 0 0 x1 0

X2 0 0 1 0 X2 0

x3 0 0 -1 N*K %3 N*K

x4 0 0 0 -N*a x4 a* (1-N)
Cc = x1 X2 %3 x4 D = ul

yl 1 0 0 0 yl 0

Nieco komplikuje sie zapis tych macierzy dla uktadu ze
sprzezeniem zwrotnym - ukladu zamknietego. W tym celu
przyjmuje sie, ze sygnat wejsciowy ukiadu otwartego uo
zastepuje sie sygnatem uchybu uktadu zamknietego e.

(7) x'=A_xtBe

Z Kkolei sygnat uchybu e w uktadzie zamknietym opisany jest
réwnaniem:

®) e=u, —x(1)
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Stosujac  sposéb oznaczania kolumn przyjety w
MATLABIe pierwszg kolumne macierzy A, oznaczono jako
Ao(:,1). Po podstawieniu (8) do (7) uzyskuje sie pierwsza
kolumne macierzy A. uktadu zamknietego uzyskuje sie w
postaci:

9) AZ(:,I)on (:,1)—B

Pozostate kolumny macierzy A. sg takie jak macierzy A,
. W efekcie uzyskuje sie macierze zapisu zamknietego
uktad regulacji przedstawione w tabeli 3.

Tabela 3. Macierze stanu uktadu zamknigtego serwomechanizmu
A = x1 X2 %3 x4 B = ul
x1 0 1 0 0 x1 0
X2 0 0 1 0 x2 0
x3 -N*K 0 -1 N*K %3 N*K
x4 N*a-a 0 0 -N*a x4 a-N*a
Cc = x1 X2 %3 x4 D = ul
vyl -1 0 0 0 vl 1

Wielko$cig wyjsciowg w tym przypadku jest uchyb regulaciji,
okreslony w (8).

Dobor parametrow uktadu sterowania

Dob6r parametrow rozwazanego ukiadu najczesciej
realizowany jest na podstawie charakterystyk
czestotliwosciowych [1, 4] transmitancji uktadu otwartego.
Nie znaleziono w literaturze wykorzystywania w tym celu
rownan stanu. W tym przypadku problem jest
tréjwymiarowy i dotyczy zmiennych N, K, a. Stosujgc
MATLABa mozna ten problem sprowadzi¢ do optymalizacji
wskaznika jakosci, ktérego o0gdlng postaé mozna
przedstawi¢ nastepujgco:

O 1n
(10) Ol = | |el"t" dt

Najczesciej stosowany jest wskaznik QOIi; i taki
wskaznik byt wyznaczany w niniejszej pracy. Nizej
przedstawiono program wyznaczania tego wskaznika
jakosci w funkcji wspomnianych parametréw. Dla skrocenia
zapisu macierzy A i C wprowadzono dodatkowe zmienne
Va, Vbi Vc. Zakresy zmiennosci parametrow N i a dobrano
analizujgc wiasnosci  trajektorii  biegunow w  MGP.
Trajektorie wychodzgcego z podwdjnego bieguna w zerze
wychodzg po osi urojonych na prawg potptaszczyzne.
Korektor ,wcigga” te trajektorie na lewg poiptaszczyzne, gdy
biegun korektora jest mniejszy od bieguna obiektu i zero
zbliza sie do podwdjnego bieguna. Do zera korektora zdgza
trajektoria wychodzaca z bieguna (-1) obiektu. Trajektoria
wychodzgca z  bieguna  korektora zmierza do
nieskohczonosci. Z ukladu trajektorii wynika, Zze zero
powinno by¢ potozone na osi rzeczywistych miedzy
biegunami w zerze i biegunem obiektu sterowania. Biegun
korektora powinien by¢ poftozony mozliwie najdalej od osi
urojonych. To wigze sie ze zmienng N. Wplyw wartosci tej
zmiennej sprawdzono i stwierdzono, ze warto$¢ ta powinna
by¢ wieksza od 5, wtedy to korektor wnosi maksymalne
przesunigcie fazowe wigksze ok. 60 stopni [8].

Trajektorie biegunoéw dla N =10, a = 0.175 przedstawiono
na rysunku 2.

Dalsze badania prowadzono obliczenia dla dwu
parametrow. Analizowano wykresy 3-D wskaznika jakosci w
funkgcji tych parametréw. Wskaznik ten wyznaczano dla
odpowiedzi skokowej uchybu regulacji — polecenie step. Na
podstawie tej odpowiedzi wyznaczano funkcje podcatkowg
wskaznika (10), ktérg catkowano stosujgc metode trapezéw
— polecenie trapz. Wyznaczony w ten sposéb wskaznik
pamietany byt w postaci macierzy wartosci.
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Rys. 2. Trajektorie biegunéw uktadu o transmitanc;ji (6) dla N = 10,
a=0,175

Nizej zamieszczono program wyznaczania tej macierzy.

N=10 % 1<N
a_=0.025:0.025:0.8; k_=0.025:0.025:1.2;
Cz=[-1,0,0,0]; Dz=[1];
for n=1:size(k_,2)
Vb=N*k_(n);
for m=1:size(a_,2)
Va=N*a_(m);
Ve=(1-N)* a_(m);
Az=[0,1,0,0;0,0,1,0;-Vb,0,-1,Vb;...
-Vc,0,0,-Val; Bz=[0;0;Vb;Vc];
SysZa=ss(Az,Bz,Cz,Dz);
[aE,tout]=step(SysZa, [0:0.025:100]);
QI(n,m)=trapz(abs(ak).*tout);
end % for m
end % for n

Wskaznik jakosci ma wartosci w zakresie dodatnich
liczb (do nieskonczonosci) i automatyczne skalowanie
wykreséw MATLABa powoduje, ze wyniki sg nieczytelne.
Nalezy pamieta¢, ze gdy ukfad dobrze pracuje wskaznik
jakosci ma warto$¢ najmniejszg. Dlatego wprowadzono
wskaznik inQI, ktéry jest odwrotnoscig wskaznika QI.
Program do sporzgdzania wykreséw powierzchni i poziomic
odwrotnego wskaznika prezentowany jest nizej.

inQI=1./QI;
[ma_,mk_]=meshgrid(a_,k_);
figure(1)
surf(ma_,mk_,inQI)
figure(2)
[c,h]=contour(ma_,mk_,inQI*10"5,
[1,2,5,[1:9]*10]);

clabel(c,h);

grid on

Wykres powierzchni przedstawia ogdlny ksztatt
zaleznosci, wykres konturowy doktadniej pokazuje
wspétrzedne szczegdlnych punktéw  wykresu. Wykres
poziomicowy (konturowy) wskaznika jakosci uktadu

zamknietego dla N=10 przedstawiono na rysunku 3.

Na podstawie analizy wynikow stwierdzono minimum
wskaznika QI wystepuje dla @ =0.175i K = 0.1. Te wartosci
sg zgodne z wykresem na rysunku 3. Dla tych wartosci
wyznaczono macierze ukfadu zamknietego i odpowiedz
skokowg tego uktadu.
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Rys. 3. Wykres poziomicowy odwrotnosci wskaznika QI dla
ukfadu zamknietego dla N=10 w funkcji parametréw a i K

Vb=N*0.1; Va=N*@.175; Vc=(1-N)*0.1;
Az=[0,1,0,0;0,0,1,0;-Vb,0,-1,Vb;-VC,0,0, -
val;
Bz=[0;0;Vb;Vc];
Cz=[1,0,0,0]; Dz=[0];
SysZa=ss(Az,Bz,Cz,Dz);
figure(3)
step(SyszZa);
grid on

Odpowiedz tg przedstawiono na rysunku 4.
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Rys. 4. Wykres odpowiedzi skokowej uktadu o transmitancji (3) z
korektorem (4) dobranym wedlug wskaznika QI,; dla uktadu
zamknietego dla N=10, K=.1 ia =0.175

Otrzymana  odpowiedz skokowa ma za duze
przeregulowanie — 60%. By¢ moze, ze dla innych
wskaznikéw jakosci regulacji bytoby ono mniejsze. Nalezy
doda¢, ze wedlug =zalecen projektowych w [4] jako
docelowe przeregulowanie przyjmowano 40%.
Zastosowanie wstepnego filtru dolnoprzepustowego (nawet
pierwszego rzedu) moze zmniejszy¢ tg wielkosc.

Podsumowanie

Proces projektowania uktadu sterowania jest najczesciej
problemem  wielowymiarowym. Kazde zmniejszenie
wymiarowosci to uproszczenie procesu, zmniejszenie
czasochtonnosci i kosztéw. Dlatego wazne jest skalowanie
czestotliwosci (czasu). Czyni ono uzyskane wyniki bardziej
uniwersalnymi. Prezentowane modelowanie strukturalne
jest wzorowane na metodzie stosowanej w modelowaniu
analogowym. Pozwala ono przedstawi¢ strukture fizyczng w
zapisie rownania stanu, ktére reprezentuje w pemni
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wilasnosci  dynamiczne  modelowanego  uktadu, z
uwzglednieniem warunkéw poczatkowych i wymuszenia.

W pracy przyblizono polecenia (rozkazy) MATLABa
utatwiajgce realizacje procesu projektowania ukfadu
sterowania w dziedzinie czasu, w ktérej moze by¢ tatwiej
uwzgledni¢ bloki nieliniowe niz w dziedzinie czestotliwoéci,
wcigz dominujgcej w komputerowym  wspomaganiu
projektowania uktadow regulaciji.

W przedstawionej analizie zastosowano skalowanie
czestotliwosci i czasu. Oznacza to, ze wyznaczone
parametry korektora sg odniesione do statej czasowej
serwozaworu.
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