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Kraty dystrybutywne w problemach
analizy systemow elektroenergetycznych

Streszczenie. Zbioér minimalnych przekrojow z wprowadzonymi na nim operacjami binarnymi jest kratg dystrybutywng. Zestaw minimalnych
przekrojow w kracie dystrybutywnej minimalnych przekrojow mozna opisa¢ analitycznie na podstawie podzbioru nierozktadalnych minimalnych
przekrojow. Proponowane jest kodowanie kraty dystrybutywnej w celu efektywnej realizacji operacji na przekrojach.

Abstract. The set of minimal cuts with binary operations introduced on it is a distributive lattice. A set of minimal cuts in a distributive minimal cut
lattice can be described analytically from a subset of indecomposable minimal cuts. We propose a coding of a distributive lattice for the efficient
implementation of operations on cuts. (Distributive lattices in the problems of analysis for power network systems).

Stowa kluczowe: system elektroenergetyczny, graf, krata dystrybutywna, minimalny przekrdj, nierozktadalny przekro;.
Keywords: power systems, graph, distributive lattice, minimum cut, undecomposable cut.

Wstep

Wprowadzenie operacji algebraicznych na przekrojach
jest podstawg do traktowania zbioréw minimalnych st-
przekrojéw w grafie jako krat dystrybutywnych. To z kolei
umozliwia nadanie niektorym zestawom przekrojow (w
szczegolnosci zbiorom przekrojow minimalnych)
czesciowego porzadku i uzyskanie wizualnej reprezentaciji
geometrycznej takich zestawow przekrojow w postaci
diagramu [1]. Teoria reprezentacji (skofnczonych rozktadow)
krat  dystrybutywnych [2] umozliwia wyodrebnienie
nierozktadalnych (nieredukowalnych) przekrojow w kracie
dystrybutywnej przekrojbw i uzyskanie reprezentacji
okreslonego zbioru przekrojow tylko przez podzbior
przekrojow nierozktadalnych. T.j. aby przeliczy¢é okreslony
zbiér przekrojow, wystarczy zna¢ skiad i porzadek
czesciowy w podzbiorze przekrojdw nierozktadalnych.
Wygodna realizacja operacji algebraicznych na przekrojach
opiera sie na kodowaniu kraty dystrybutywnej minimalnych
przekrojow.

Krata dystrybutywna minimalnych przekrojéw grafu
Niech (G=(V,U), ¢, s, t) — sie¢, gdzie G jest spojnym
grafem skierowanym bez petli i krawedzi wielokrotnych, V
jest zbiorem wierzchotkéw grafu G, U  jest zbiorem
skierowanych krawedzi grafu G, u = (i, j) € U jest
zorientowang krawedzig prowadzgcg od wierzchotka i€V do

wierzchotka jeV, c¢:U—>®R* — nieujemna funkcja
przepustowosci (wagi), s,teV.
Majac dwa roztgczne podzbiory A i B zbioru V

OoznacCzamy przez
1) (A B)={(G,j):(i,j)cU;ABcV,icA jeB}

zbior wszystkich krawedzi w U z ogonem w A i glowg w B.
Przekrdj oddzielajgcy seV od teV [3] to dowolny zbiér
krawedzi r = (R, VIR) c U, gdzie seRite VIR (VIR = R jest
dopetnieniem R w V). Zbior wszystkich przekrojow grafu G
oznaczamy

@) Sse={r:r=(R,V\R) c U, seR, teV\R}.

Waga (przepustowosc) przekroju
(przepustowosci)

3 =% c)

r to suma wag

krawedzi w r. Funkcja c:2"% 5 R*
submodularng [4] zbioru R = V\{s,t}, .

jest funkcjg

152

() C(XUY) + c(XY) < c(X) + c(Y), X,Y <V \ {s, t}.

W zbiorze przekrojow Sst grafu G mozna wyrdzni¢ podzbidr
przekrojow o minimalnej wadze (przepustowosci)

(5) Mest={m:m= argminr s c(n}.
€95t

Definiujemy operacje binarne v, A w zbiorze Mcst. Niech

(6) M3 =M1 Vv M2, Ma =M1 A M2,
gdzie
7 mi € Mcst, mi= (Mi, VAMi), M3 =M1UM2, M4 =M1nM2.

Mozna pokazaé, ze zbiér przekrojbw minimalnych z
wprowadzonymi do niego operacjami v, A jest kratg
dystrybutywng < Mecsg; v, A>.

Reprezentacja przekrojow w kracie dystrybutywnej
Zaleznosc¢ czesciowego porzadku jest wprowadzana do

kraty dystrybutywnej minimalnych przekrojéw grafu < M; v,

N>

(8) m1 < m2 <> M1 v M= my.

Dwa przekroje mi, mz nazywamy porownywalnymi, jesli
m<mz lub mi>mz, w przeciwnym razie s3g
nieporéwnywalne (co oznaczamy m1||mz). Moéwi sie, ze
przekrdj mi1 nakrywa przekrdj m2 (jest to oznaczane
mi>=mz), jesli mi>mz2 (m1>mz, mi=mz), a takie m, gdzie
mi1>m > mz, nie istnieje. Podzbidr przekrojow A < M jest
tancuchem, jezeli wszystkie elementy tego zbioru sg
porownywalne parami i antytancuchem - jezeli dla
wszystkich mi, Mz € A = ma||me. Czesciowo
uporzadkowane zbiory mozna przedstawi¢ graficznie za
pomocg diagraméw. Elementy sg przedstawione jako mate
kotka (kwadraty, prostokaty, ...), okregi odpowiadajgce
mi, mz2 sg potgczone linig prostg wtedy i tylko wtedy, gdy
jeden z nich nakrywa drugi; jesli mi>mz koto
odpowiadajgce elementowi mi jest umieszczone nad
okregiem odpowiadajgcym elementowi ma.

Przekroj minimalny peM nazywa sie v-nierozktadalnym
(A-nierozktadalnym) [2], jesli dla wszystkich miy, m2 z
wyrazenia p = miv mz (p = M1 A mz2) wynika p = mzlub p = mz.
Przez Pv (PA) bedziemy oznaczac zbiér nierozktadalnych
przekrojow kraty < M; v, A> (Pv, PA < M).

Jest oczywiste, ze P, jest zbiorem czeSciowo
uporzagdkowanym jako podzbior czesciowo
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uporzagdkowanego zbioru M. Zbiér antytancuchow
czesciowo uporzadkowanego zbioru P, bedziemy nazywaé

A(P.).  Zbiér  minimalnych  przekrojow  wzajemnie
jednoznacznie  odpowiada  zbiorowi  antytancuchow
czesciowo uporzgdkowanego zbioru nierozktadalnych

minimalnych przekrojow. Na podstawie tej zgodnosci zbior
minimalnych przekrojow grafu w kracie dystrybutywnej
minimalnych przekrojéw mozna opisa¢ analitycznie jako

9) M=uy (v. a}

LeA(P,) " aeL

Kodowanie kraty dystrybutywnej

Nalezy przeprowadzi¢ Sciezkowy rozktad
maksymalnego przeptywu f [5] (rozktad na fancuchy
przeptywu f, z przeptywu f w postaci wierzchotek-krawedz
przej$¢ do przeptywu h w postaci krawedz-$ciezka) 2 = {D :
h(D)=0}={D; : j=1, 2, ..., | } i otrzymac¢ Sciezki Dj = (Aj, Ej) <
G=(V,U), gdze AjcV, EjcU. Sciezki definiujg relacje
czesciowego porzadku w zbiorze krawedzi grafu.
Modyfikujemy zbiory Ej, pozostawiajgc tylko krawedzie
przekrojéw minimalnych (Ej~mi = &) dla pewnego przekroju
mieMcst i zachowujgc relacje czeSciowego porzadku.
Otrzymujemy czesciowo uporzadkowany zbior Ej={ej, k=1,
2,..,n} =L 2, L L E L E)

Dowolny przekréj mieMcst mozna przedstawi¢ jako
zbiér uporzadkowany (wektor) ztozony z | elementéw [6]

(10) Mi=(€ay, €ay;- --- Eayy),

gdzie mi=Uj eq;, krawedz eq; = E jmmi jest wspdlng krawedzig

Sciezki Dj i przekroju mi, g; — numer krawedzi w
uporzgdkowanym zbiorze E’.
Kodowaniem przekroju nazywa sie izomorfizm

W imi <> (0 Gy, - Q) @ kodowaniem kraty minimalnych
przekrojow < Mcst; v, A> nazywa sig izomorfizm [2]

(12) v < Mest; v, A> <> <W; min, max>
kraty Mcst na podkrate W kraty iloczynéw tancuchow

(12) WcS=TI/N;j=TI'{1 < 2< ... <nj}.

my

M= {m,:i=1,2, ..., 10}

mg

‘

Rys.1. Zbiér minimalnych przekrojéow M

Operacje na przekrojach (6) podczas kodowania kraty
sg zamieniane na operacje wspotrzednych maksimum i
minimum mivmz = yy(m)vy(maz)) = yi(max {a;;, q,.},
max {0y, Gz}, - Max {0y, Gip}), M1 A Mz =yt (w(Ma)A w(mz))
= yi(min {dy;, d;,}, Min {0y, A, -, Min {ay, 4,3)-

Przeanalizujemy graf G=(V,U) (rys.1). Zbiér
minimalnych dwuelementowych przekrojéw grafu moze byc¢
przedstawiony w postaci M= {m; :i=1, 2, ..., 10}.

Maksymalny przeptyw f w postaci wierzchotki-krawedzie
rozpatrywanego grafu przedstawiono na rys. 2. Wartos¢

maksymalnego przeptywu v(f)=2. Minimalnymi przekrojami
grafu sg dwuelementowe przekroje.

f2.4)=1
c(2.4)=1 fi4.8)=1
c(4.8)=1

5> max v(f) =2

f(5.6)=0

fi1,2)=1
c(1,2)=1

A1,3)=1
c(1.3)=1

A7.8)=1
(7.8)=1

f(3.6)=1
(3,6)=1

6,7)=1
c(6,7)=1

Rys.2. Maksymalny przeptyw przedstawiony w postaci
wierzchotki-krawedzie

Sciezkowy rozktad maksymalnego przeptywu pokazano
na rys. 3, gdzie przedstawiono maksymalny przeptyw h w
postaci krawedzie-$ciezki.

Dy=(As, Ey)
As={ay|, arys arzs aryl

a,y=4

o \
Ey={er1, €32, €23

h(Dy)=1 7

D=4, Ey)
A={ayys ayps ay3s ayg ays)

a;3=6
e156.)

max v(h) =2 = |
1_1€11> €12: €13 €14/

hDy)=1

Rys.3. Maksymalny przeptyw przedstawiony w postaci krawedzie-
Sciezki (rozktad Sciezkowy maksymalnego przeptywu)

(4,3)="Y(m,)
I (4.2):‘{’(1113) |
I (3.3)24‘(/;19)'
I @n=vomy |
| (3.2)2‘*‘(1/17) I
I (3,1)=¥(m5) I
I (22):‘””’«) |
I (2.1)=¥(m,) I
I (1,2)—‘[’(1115) I

(L,1)=¥(m,)
Rys.4. Diagram kraty dystrybutywnej < W; min, max>

Rozpatrzymy kodowanie kraty M na podkrate W kraty
iloczynu tancuchéw S. W tym celu w kracie S znajdujemy
elementy izomorficzne w stosunku do elementéw kraty
przekrojow M. Na przyktad, element mg dopuszcza
przedstawienie y(mse) = w({(6,7), (4,8)}) = w({e1s, e23})=(3, 3),
czyli ge=3 (Sciezka D: przecina sie z przekrojem mo w
trzecim elemencie eis Sciezki lub po krawedzi (6,7) grafu
wejsciowego), g20=3. Analogiczne y(m1) = (3, 3), y(m2) = (2,
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1), w(ms) = (3, 1), w(ma) = (4, 1), w(ms) = (1, 2), y(me) = (2, 2),
y(m7) = (3, 2), w(ms) = (4, 2), y(Mao) = (4, 3).

Takim sposobem, zbudowana jest podkrata < W; min,
max> rys. 4.

Przechodzgc do kraty W, otrzymujemy tatwy sposob
porownywania elementéw i przeprowadzania dziatan
kratowych.

Synteza zbioru M\P polega na okresleniu wszystkich
nietrywialnych antytancuchéw A(P) w zbiorze P. Na
podstawie diagramu rys. 4 A(P) = {{(2,1), (1,2)}, {{(3,1),
(1.2} {(4.1), (1.2}, {{(4.1), 3.3)}}.

Synteza zbioru przekrojoéw grafu:

w(1.2) v(2,1)) = y(max {1,2}, max {2,2})=
=y((2,2)) = {(3.6), (2,4)} = mg;
vi((1,2) v3,1)) = y(max {1,3}, max {2,1})=
=y((3,2)) = {(6,7), (2.4)} =m7;
yi((1,2) v(4,1)) = y(max {1,4}, max {2,1})=
=y((4,2))= {(7.8), (2.4)} =ms;
yH((3,3) v(4,1)) = y(max {34}, max {3,1})=
=y((4,3)) = {(7.8), (4.8)} = mio.

Przyktady

1. Dla grafu (rys.5) zbiér przekrojow to S = {Ci :
cCi)<30} ={Ci=@Ri, V\R) :i=1,2, .. 9} [7], gdzie
C1={6,5,4}, Ri={1,2,3}, c(C1)=15, C>={8,11,4}, R.={1,2,3,6},
c(C2)=18, Cs={1,2}, Rs={1}, c(C3)=19, C4={10,11,9},
Rs={1,2,3,4,5,6}, c(C4)=20, Cs={4,7,10,11}, Rs={1,2,35,6},
c(Cs)=20, Ce={6,3,1}, Re={1,3}, c(Ce)=23, C7={4,5,3,2},
R7={1,2}, c¢(C7)=25, Cs={5,7,6,9}, Rs={1,2,3,4}, c(Cs)=25,

Co={7,11,8,9}, Ro={1,2,3,4,6}, c(Co)=28. Znajomos¢ tych
przekrojow: 1) mozna wykorzysta¢ do obliczania réznych
charakterystyk niezawodnosciowych sieci przeptywowych;
2) utatwia, a nawet umozliwia zarzadzanie i utrzymanie
sieci teleinformatycznych, energetycznych, ... [7]. Pierscien
zbioréw {Ri:i=1,2,...,9} jest kratg dystrybutywng [8]. Na
podstawie przekrojow Cz, Cs, Cs, C7, Cs mozna otrzymac
przekroje Ci, Cs3, Ca, Co: R1 = Reu R7, C1 = CevC7, R3 = Ren Ry,
C3 = CeAC7, Ra = RsU Rg, C4 = CsvCs, Ro = R2uU Rg, Cg = C2vCs.

W4

bbb

Rys.5. Graf [7], krawedz (przepustowos$¢)

2. Dla grafu (rys. 6)
jednoelementowych  zawiera 1 przekroj
dwuelementowych — 60 przekrojow {2,3,4,
trzyelementowych — 40 przekrojow {61, 62, 63, ... 121}
(numeracja przekrojow podana jest wg [9]). Kraty

dystrybutywne wygodnie jest przedstawi¢ (rys. 7, 8) jako
kraty iloczynu tancuchowego (kodowanie kraty) [2,10].

Na rys.7: 44:B9,B8 v 40:B10,B7 = (max {B9,B10},
max {B8,B7}) = 38:B9,B7 (przekroj 38, sktadajacy sie z
elementow B9,B7).

Na rys.8: 103:B9,B2,B6 v 107:B10,B1,B6 v
100:B10,B2,R1 = (max{B9,B10,B10}, max {B2,B1,B2},
max {B6,B6,R1}) = 92:B9,B1,R1.

zbior

przekrojow
{1:83},
60},

154
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Rys.6. Graf [91,
elektroenergetycznego

fragment schematu systemu

Wi>| 15| 52| 51| 50| 22

B1= 16) 59| 56| 53| 23

T1= 17| 60| 57| 54| 24

B2> 18| 61| 58| 55| 25

51=| 10 9 8 7] 11 2 6 5 4 3
B7>| 40| 39| 38| 35| 47| 12| 28| 27| 26| 19
Q2> 43] 42| 41| 36| 48| 13| 31| 30f 29| 20
B&»| 46| 45| 44| 37| 49| 14| 34| 33| 32| 21
B10< R2< B9< 54< Ql< S5S2< B4< T2< B3< W2

Rys.7. Diagram kraty przekrojow dwuelementowych

W1 76 75| 74| 62| 110

B1> 89 86| 83| 65| 113

T1> 90 87| 84| 66| 114
B5> B2 o1 88| 85 67| 115
B10< R2< BO9< 54«< Q1

Wi 78 78| 77| 63| 111

B1> 98 95| 92| 68| 116

T1> 99 96| 93| 69| 117
R1> B2 100) 97| 94| 70| 118
B10< R2< B9< 54< Q1

W1x 82 81 80| 54| 112
Bl1> 107| 104| 101 71| 119
T1=> 108| 105| 102 72| 120

Be 52 [ 106] 103] 73] 121

B10< R2< B9« 54< Q1

Rys.8. Diagram kraty przekrojow trzyelementowych

WniosKki

Wizualne przedstawienie i sprawne oraz efektywne
przeliczenie zbioru przekrojéw sieci elektrycznej wymaga
uwzglednienia wiasciwosci kraty dystrybutywne;.
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