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Charakterystyki filtrow z elementami utamkowego rzedu z
uwzglednieniem impedancji obcigzenia

Streszczenie. W pracy przedstawiono analize wpfywu obcigzenia na parametry klasycznych filtrow reaktancyjnych i filtréw zawierajgcych elementy
utamkowego rzedu. Badania prowadzono dla réznych obcigzenn w postaci impedancji falowej i wybranych rezystancji. Poréwnano charakterystyki
amplitudowe i fazowe analizowanych filtréw dolno- i gérnoprzepustowych. Wyniki przedstawiono w postaci analitycznej oraz na wykresach.

Abstract. This paper presents an analysis of the effect of loading on the parameters of classical reactance filters and filters containing fractional order
elements. The research was carried out for different loads in the form of wave impedance and selected resistances. The amplitude and phase
characteristics of the analysed low- and high-pass filters were compared. The results are presented in analytical form and on graphs. (Characteristics

of filters with fractional order elements considering load impedance)

Stowa kluczowe: filtry reaktancyjne, elementy utamkowego rzedu, impedancja falowa.
Keywords: reactance filters, fractional order elements, wave impedance.

Wstep

Przy projektowaniu ciggtych filtrow analogowych
stosowanych do przetwarzania sygnatéw, do ich opisu
stosuje sie funkcja przenoszenia H(jw) [1-5]. Funkcja ta
nazywana rowniez transmitancjg widmowsg filtru, jest funkcjg
zespolong, zdefiniowang jako:

1
gdzie: Uz(jw), Ui(jw) — zespolone wartosci skuteczne

napiecia wyjsciowego i wejsciowego.

Petny opis filtru wymaga uzycia dwoch rzeczywistych
funkcji czestotliwosci: modutu A(w) ikata przesuniecia
fazowego @(w), nazywanych odpowiednio charakterystykg
amplitudowa i charakterystykg fazows filtru. Charakterystyki
amplitudowe i fazowe przedstawione s3g zalezno$ciami:

) A(w) = [H(jw)|, ¢(w) = arg{H(jw)}

Klasyczna teoria filtrow reaktancyjnych zakfada, ze filtry
muszg pracowac w stanie dopasowania falowego. Oznacza
to, ze analizie w takim przypadku podlegajg wspétczynniki
ttumienia i fazowy. Wspétczynniki te wskazujg na sposdéb
przenoszenia sygnatu, czyli zmiane jego wartosci i fazy [4-
9].

W pracy stosowano do analizy filtréw z elementami
niecatkowitego rzedu stosowano definicje Caputo, poniewaz
w tym wypadku przy okreslaniu przeksztatcenia Laplace’a
wystepujg pochodne catkowitego rzedu dla warunkéw

poczatkowych — co ma tatwg interpretacje fizyczna.
Stosowanie definicji Riemanna-Liouville’a napotyka tu
pewne trudnosci, poniewaz wystepujg tu pochodne

niecatkowitego rzedu dla warunkéw poczatkowych, ktdrych
interpretacja fizyczna nie jest wyjasniona.

Przedmiotem rozwazan sg klasyczne filtry reaktancyjne
dolno- i gérnoprzepustowe oraz filtry zawierajgce elementy
utamkowego rzedu. Zostang przedstawione charakterystyki
amplitudowe i charakterystyki fazowe dla pracy w stanie
jatowym oraz przy obcigzeniu impedancjg falowg i
wybranymi rezystancjami [9-12].

Filtry w stanie jalowym
Realizacje klasycznag filtru reaktancyjnego
dolnoprzepustowego przedstawiono na rys la natomiast

jego odpowiednik z elementem niecatkowitego
pokazano narys. 1b.

rzedu

a) 5 L L g b 5 L L
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U

Rys.1. Filtr analogowy dolnoprzepustowy: a) realizacja klasyczna;
b) realizacja niecatkowitego rzedu z elementem C,.

Rozpatrujac klasyczny filtr analogowy w stanie jalowym
przedstawiony na rysunku 1a otrzymuje sie nastepujgca
transmitancje napigciowg, charakterystyke amplitudowsg i
fazowg w stanie jalowym:

1

H(s) = —¢ E

(3a)

S“i T S2LC+1
Sy 1
(30) H(jw) = ——
1
0 dla0<w<—=
(3¢) A(w) = m, p(w) = f/ﬁ
T dla w>—=
VIC

Natomiast dla filtru niecatkowitego rzedu z elementem Cq
przedstawionego na rys. 1b mamy odpowiednio:

1

_ _%q  _ 1
(4a) H(S) = sL+ﬁ = SOt 1
a
. 1
(4) HU©) = Gommica
1
4c Alw) =7—FF— =
(40) @) |je’a7w”‘+1LCa+1|
+1 amn 2042722 08
—_ — a i - a
={1-20 LCastn(2)+w 12c2}
4d ) = . w*1LC, cos(g)
(4d) ¢(w) = —arc g1—w“+1Lcasin(%)

Klasyczny filtr reaktancyjny gérnoprzepustowy oraz filtr
rzedu niecatkowitego z elementem L. przedstawiono na
rys. 2.
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Rys.2. Filtr analogowy goérnoprzepustowy: a) realizacja klasyczna; b)
realizacja niecatkowitego rzedu z elementem L,

W stanie jalowym w ujeciu klasycznym dla rozpatrywanego
filtru gérnoprzepustowego otrzymujemy:

s2LC

(5a) H(s) = = Sten
~w?LC
(5b) H(jw) = 1-w2LC
(5¢) A@) =2 pl) =arg 2

Analogiczne wielkosci dla takiego filtru zawierajgcego
element niecatkowitego rzedu L. i otrzymujemy:

5% sYMlLaC
(63) H(S) = saLa+$ T st cel
. _ (jw)**1LeC _
(6b) H(jw) = (w)**1LaC+1
(w*L,C) - (w““LaC —sin %)
= 2 2
(1 — w*1L,C sinaz—n) + (o)“*lLaC cos “2—")
WL, C cos“z—"
+j 2 2
(1 — w* 1L, C sinaz—n) + (w“*lLaC cos “2—")
(6 ) (@ (w“*iLac)J(wa‘flLac)z—2w“+1La05in%+1
C Alw) =
(1—w“+1LaCsin%)z+(m“+1LaCcosg)z
WL, Ccos™E
2
(6d) ¢(w) - aTCtg (W 1LeC)2— w““LaCSm?

Filtry obcigzone
rezystancjami

Przedmiotem rozwazan sg filiry elektryczne klasyczne
oraz z elementami niecatkowitego rzedu obcigzone
impedancjg falowg i wybranymi rezystancjami. Ogodlng
postac rozwazanych filtrow przedstawiono na rys. 3.

impedancjg falowag i wybranymi

[0 S—

u, F z

[o M—

Rys. 3. Filtr obcigzony impedancjg falowg i wybranymi rezystancjami
Do opisu relacji miedzy napigciami i pradami na

zaciskach wejsciowych iwyjsciowych stosowane sg
nastepujgce rownania tancuchowe:

a11 Ay
@) ] 4 [ ] a21 azz]
Impedancjg falows filtru symetrycznego wyraza sie¢ wzorem:

8 Z = |32

azy

Dla klasycznego filtru dolnoprzepustowego macierz A
przedstawia sie nastepujgco:

©@ A= [1 +2Y 27+ ZZY] _ [1 —w’LlC 2jwl - jw l*C
1+2Y jwC 1— w?LC

Tamownos$¢ dana jest zaleznoscia:
el =q ++a,0,, =1—

Wspétczynniki
zaleznosciami:

(9a) @?LC + wVLC [ (w?LC - 2)

ttumienia i fazowy przedstawione sg

(9b) a:ln|1—w2LC+w\/L_C1/(w2LC—2)|
(9¢) b = Ilnarg (1 — w?LC + wVLC/(w?LC — 2))

Dla filtru zawierajgcego element niecatkowitego rzedu
macierz A ma postac:

(10) a=[t + Yy 27+ ZZY] [1 + (jw)*LC,

2jwL + (jm)““cha]
1+2Y (w)*C,

1+ (o)*eLC,

gdzie: Y = (jw)*Cy, Z = jwL,
oraz:

(10a)  e¥? =1+ (jo)'™"*LCy + jo[LCa/ Q@)1 + (jw)?5LC,)

Wspotczynniki  thumienia i

zaleznos$ciami:

(10b)

fazowy przedstawione sg

a=In|1+ ()*LC, + jw\[LCa/(2(w)* T + (jw)>4LC,)|

(20C) b = nfarg(1 + (o) *4LC, + jo L/ R(w)* T + (jw)?*LC,)]

Odpowiednio, macierze A oraz tamowno$¢ i wynikajace z

niej wspotczynniki tumienia i fazowy dla filtru
gornoprzepustowego dane sg zaleznos$ciami:

(11a) ettt =1 - —— 4 —— (=-2)

(11b) a=mnfl-——+—= /(ﬁa—z)‘

(11c) b =lIn|arg <1 - ﬁ + w;a (ﬁ - 2)>]
Odpowiednie  zaleznosci dla filtru z elementem

niecatkowitego rzedu nozna zapisa¢ nastepujgco:

(12a)

ea+jb =1-

1 + ( 2 1 )
(Jw)**eLeC (Jw)1*CLy  (jw)?*w?C2L%

(12b)  a= ln|1—

1 2 1
+ (G - )
(jw)1+aLec (Gw)1+eCLy (jm)zawzchZ‘z

_ _ 1 2 _ 1
(12C) b=In [arg (1 (jw)t*aLeC + J((jw)l-ﬂzCLa (jw)z"‘wZCZLé))]

Jesli chodzi o impedancije falowa, to dla filtra klasycznego

(wobec (8) i (9)):
Zf _ ’ZL—o(J:ZLZC

Natomiast dla filtra utamkowego rzedu (10) impedancja

(13a)

fazowa wynosi:
_ [2joL+(jw)?*eL2C,
(136) Za = T Gwrc,

Przy analizie filtrow bardzo rzadko korzysta sie z impedancji
wejsciowej, Takie podejscie wydaje sie bardzo przydatne,
gdy chce sie uwzgledni¢ obcigzenie filtra. Impedancja
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wejsciowa czwornika obcigzonego impedancjg Zo wyraza
sie wzorem

A11Zo+a12

(14) Zye =

A21Zo+0z2
Dla filtra klasycznego (9) mozna wigc napisac

7 _ (1-w’L0)Z,+2jwl—jwiL2C
we jwCZo+1-w?LC

(14a)

a dla filtra utamkowego rzedu (10) impedancja wejsciowa
wynosi

1+(Jw) T ELCy Zy+2 jwL+(jw)? O L2 C,
(14b) Zwe — ( ) a“~o - ( ) a
(Jw)¥CaZo+1+(Jw) ¥LCy

Powyzsze wzory bedg podstawg do badan symulacyjnych.

Badania symulacyjne

Badania symulacyjne przeprowadzono dla filtru
dolnoprzepustowego. W pierwszym etapie (L=1H, C=10 uF)
wyznaczono charakterystyki amplitudowe i fazowe dla filtru
klasycznego (rys. 1.a) i utamkowego rzedu (rys. 1.b) (dla « =
0,9; 0,8 i 0,7). Dla poréwnania umieszczono sporzgdzone
charakterystyki na tych samych rysunkach. Na rys. 4
pokazano widmo amplitudowe a na rys. 5 widmo fazowe.

0 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 1(;0 1;0 14‘10 160
f[Hz]
Rys. 4. Charakterystyka amplitudowa w funkcji czestotliwosci dla
wybranych wartosci rzedéw parametru c.

fi

0 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 1(‘]0 120 140 160
f [Hz]

Rys. 5. Charakterystyka fazowa w funkcji czestotliwosci dla

wybranych wartosci rzedéw parametru o.

Nastepnie dla filtréw (L=1H, C=5uF) wyznaczono zaleznos¢
wspotczynnika tlumienia i wspotczynnika fazowego od
czestotliwosci. Wyniki przedstawiononarys. 6 7.

a[Np]

L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160
f [Hz]

Rys. 6. Zaleznos¢ wspotczynnika tlumienia w funkcji czestotliwosci

dla filtru z klasycznymi elementami (« =1) oraz filtru niecatkowitego
rzedu, dla 0,9; 0,8 0,7.

b [rad]
N

0 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 1(‘)0 1;0 1:10 160
f [Hz]

Rys. 7. Zalezno$¢ wspotczynnika fazowego w funkcji czestotliwosci

dla filtru z klasycznymi elementami (« =1) oraz filtru niecatkowitego

rzedu, dla 0,9; 0,81 0,7.

Dalsza cze$¢ badan dotyczyta impedancji falowej
analizowanych czwornikow. Na rys 8 zamieszczono modut
impedancji falowej a na rys. 9 jej argument.

1400

1200

1000 -

800

abs(Zf) [om]

600

400

200

0

0 2‘0 4‘0 60 80 1(;0 12‘0 1:10 160
f [Hz)

Rys. 8. Modut impedanc;ji falowej w funkcji czestotliwosci dla filtru z

klasycznymi elementami (a =1) oraz filtru niecatkowitego rzedu, dla

0,9;08i0,7

Ostatni etap badan dotyczyt wyznaczenia impedancji

wejsciowej filtra  obcigzonego  rezystancja  réwng
pierwiastkowi z z ilorazu L przez C. Takie obcigzenie jest
praktycznie wykorzystywane w badaniach

eksperymentalnych filtra. Przebiegi przedstawiono na rys. 10
— modut impedanciji wejsciowej a na rys 11 jej faze.
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Rys. 9. Argument impedancji falowej w funkcji czestotliwosci dla filtru
z klasycznymi elementami (o =1) oraz filtru niecatkowitego rzedu, dla
0,9;0,8i0,7

abs(Zwe) [om]

0

0 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 1lI)O 1;0 1:&0 160

f [Hz)
Rys. 10. Modut impedancji wejsciowej w funkcji czestotliwosci dla
filtru z klasycznymi elementami (a =1) oraz filtru niecatkowitego
rzedu, dla 0,9;0,8i0,7

abs(Zwe) [om]

0

0 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 1(;0 12‘0 11‘10 160

f [Hz]
Rys. 11. Argument impedancji wejsciowej w funkcji czestotliwosci
dla filtru z klasycznymi elementami (« =1) oraz filtru niecatkowitego
rzedu, dla 0,9; 0,8 0,7

Wnioski
Analizujgc przedstawione wykresy, mozna zauwazy¢, ze
przebiegi analizowanych wielkosci dla filtrow klasycznych

(a¢=1) sg zgodne z przedstawionymi w licznych
podrecznikach i publikacjach, natomiast dla filtrow
utamkowego rzedu, wykazujg przesuniecie punktow

charakterystycznych w kierunku wyzszych czestotliwosci.
Nowym podejsciem jest tu analiza impedancji wejSciowej
pozwalajgca na uwzglednienie rzeczywistego obcigzenia
filtrow.
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