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Analiza mozliwosci rozszerzenia metody trzech rzednych i
zastosowania do elementéw nieliniowych z histereza

Streszczenie. Metoda trzech rzednych jest metodg grafoanalityczng, na podstawie ktérej mozna przeprowadzi¢ aproksymacje pradu ptyngcego
przez element nieliniowy, przy wymuszeniu sinusoidalnym. Ograniczenia tej metody polegaja na tym, ze aproksymacja taka sktada sie ze sktadowej
statej i dwoch harmonicznych. Wynika to stad, ze na podstawie trzech danych mozna napisa¢ uktad trzech niezaleznych réwnan z trzema
niewiadomymi. Aby zwiekszyc¢ liczbe harmonicznych nalezy zwiekszy¢ liczbe punktéw pomiarowych. W pracy przedstawiono analize moZzliwo$ci
zwiekszenia liczby tych punktow, uzyskujgc metode pieciu rzednych, a dalej n rzednych.

Abstract. The method of three ordinates is a graphoanalytical method, on the basis of which it is possible to carry out an approximation of the
current flowing through a nonlinear component, with sinusoidal forcing. The limitations of this method are that such an approximation consists of a
constant component and two harmonics. This is due to the fact that on the basis of three data, a system of three independent equations with three
unknowns can be written. To increase the number of harmonics, the number of measurement points must be increased. The paper presents an
analysis of the possibility of increasing the number of these points, obtaining the method of five ordinates and further n ordinates. (Analysis of the
possibility of extending the method of three ordinates and applying to nonlinear elements with hysteresis).

Stowa kluczowe: metoda rzednych, réwnania nieliniowe, histereza, harmoniczne.
Keywords: method of ordinates, nonlinear equations, hysteresis, harmonics.

Wstep .
Analiza rzeczywistych  probleméw technicznych
sprowadza sie do opisu matematycznego, ktéry w ogélnym
przypadku ma charakter nieliniowy. O ile uktady liniowe sg
juz stosunkowo doktadnie poznane [1, 5], to ukiady
nieliniowe stanowig przedmiot dalszych badan. Klasa
uktadoéw nieliniowych jest znacznie szersza niz uktadow
liniowych. Ich zasadniczg cechg jest to, iz nie spehiajg
zasady superpozycji. Postulat liniowosci jest niezwykle
ostrym warunkiem, poniewaz liniowe modele matematyczne
nie opisujg rzeczywistych obiektéw fizycznych. Najczesciej
stosowanymi metodami analizy uktadéw nieliniowych sag
metody graficzne [1, 4], analityczne [2, 6, 7, 10] oraz
metody numeryczne [3, 8, 9].
Zakres zastosowan graficznych metod analizy uktadéw
nieliniowych odnosi sie przede wszystkim do badan
jakosciowych i badan prostych obwodoéw w przypadku
nieskomplikowanych  postaci dziatajgcych na nie
wymuszen. Uzupetnienie tych metod o podejscie
analityczne pozwala na rozszerzania ich uzytecznosci na
wiekszg klase uktadow.

Przedmiotem niniejszej pracy jest przedstawienie
metody grafoanalitycznej analizy obwoddéw nieliniowych
przy wymuszeniach sinusoidalnych w stanie ustalonym.
Przedstawione zostang kolejno metody: analizy trzech
rzednych, rozszerzenie jej na pige¢ rzednych, a nastepnie
rozwiniecie na dowolng liczbe rzednych.

przy wyznaczaniu kolejnych rzednych
stosowana jest nieparzysta liczba argumentéw.

pradu

> i i k)

wt

(=] wt

Rys. 1. a) charakterystyka i = f(u)elementu nieliniowego; b)
krzywa pradu i = f(t); c) wymuszenie

Rysunek 1c) pokazuje sygnat wymuszajgcy podany

element nieliniowy. Jest nim napiecie kosinusoidalne:
u = |U,,| cos w t pokazane w przedziale:
kn < wt < (k + D)m.

Rozwigzaniem jest wykreslona krzywa pradu w funkgc;ji
czasu i = f(t) pokazana na rysunku 1b).

Metoda graficzno-analityczna trzech rzednych
Zastosowanie metody zostanie zaprezentowane na
przyktadzie elementu nieliniowego, ktérego charakterystyka
prgdowo-napieciowa pokazana na rysunku 1a) przedstawia
krzywa pierwotng magnesowania materiatu
ferromagnetycznego.
W celu przeprowadzenia analizy przyjeto nastepujgce
zatozenia:
o funkcja wymuszajgca (sygnat sinusoidalny) przybiera

nastepujacg wartos¢ maksymalng iminimalnq(k+

%),T <wt< (k +§) r,dla k=0123,..;
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Krzywa ta jest funkcjg parzysta, stad tez mozemy zapisaé
ja, ograniczajgc sie do trzech skfadnikow szeregu Fouriera,

nastepujgco:

M i) = ol + Iym| cos(w t) + || cos (2 wt)
Amplitudy pradu poszczegdlnych harmonicznych
wyznaczamy z wyrazen na wartosci trzech rzednych
charakterystyki odpowiadajgcych trzem fazom
doprowadzonego napiecia (rys. 1a)

2) wt = (O;%;n).

dla ktérych napigcie u(wt) przyjmuje odpowiednio wartosci:
u(0) = Unl: u(3) =0 ulll) = =|Up|

Z charakterystyki odczytujemy konkretne wartosci prgdu dla
poszczegolnych napieé: i(|U,,|); i(0); i(—|Upl)
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Podstawiajgc jedng za drugg wartos¢ z wyrazenia (2) do
(1), otrzymujemy trzy réwnania:

3) [(1Um) = ol + || + 12
“ £(0) = [Io| = Lzl
(6)) ((=UmD) = ol = Il + lIzm]

z ktorych wyznaczamy poszczegdlne niewiadome:

(©6) llol = 5i(0) + 5 [{(1Um D) + i(=1Up ]

(7) ] = 5 11U D) = i(= U]

®) lzm| = =50 + 5 [(|Up D) + i(=[Upn )]

W przypadku, gdy doktadnos¢ aproksymacji metodg
trzech rzednych jest niewystarczajgca i zachodzi
konieczno$¢  wyznaczenia  amplitud  harmonicznych
wyzszego rzedu, uktadamy wiekszg liczbe réwnan.

) i

Rozszerzenie metody graficzno-analitycznej na pieé
rzednych

Chcac zwiekszy¢ doktadno$¢ wyznaczenia zalezno$¢
i =f(t) na drodze analitycznej, nalezy dodaé¢ kolejne
sktadniki szeregu Fouriera. | tak dodajgc nastepny sktadnik
do réwnosci (1) otrzymujemy funkcje aproksymujaca
krzywg pradu, w postaci [11]:

9) i) = Io] + [Iim] cos(w t) + |z | cos(2 wt) +

+ | I3, | cos(3 wt)
Z uwagi na przyjete zalozenia dotyczace metodyki
postepowania przy wyznaczaniu kolejnych skladowych
harmonicznych, poszczegdélne argumenty, dla ktérych bedag
odczytywane wartosci prgdu z charakterystyki elementu

(rys. 2a), sg nastepujace: wt = (0, LRy rr).

3°2° 3
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Rys. 2. a) charakterystyka i = f(u)elementu nieliniowego; b) krzywa pradu i = f(t); c) wymuszenie.

Otrzymujemy uklad pieciu réwnan z czterema
niewiadomymi. Wiedzac, ze kazde z utozonych tozsamosci
nie powtarza sie, rozwigzanie uktadu réwnan jest
sprzeczne. Z tego tez powodu, nalezy przyjmowaé, jako
funkcje aproksymujgcg, szereg Fouriera z takg samg liczba
sktadnikow, co liczba argumentow:

(10) i(t) = |Iy| + |11 cos(w t) + || cos(2 wt) +
+|I3| cos(3 wt) + |14 | cos(4 wt)
Po podstawieniu argumentéw i odczytaniu
poszczegdlnych wartosci pradu z charakterystyki (rys. 2a),
otrzymujemy uktad rownan z piecioma niewiadomymi:

(an i(IIU II) = Lol +|I11n|1l Jlr Ilzlml + zml I+ ||14m|
Un 11m aml Iym
(12) i () = ppp) 4+ Pl Bl ) B
(13) i(O)—IIoI |12m|+|14m|
. Umn 11m Iym Iym
(1) (1) = g — Pt Bl ) - B
(15) i( |Um|)—|10|_|11m|+|12m| |I3m|+|14m|
Chcac teraz wyznaczy¢ poszczegoélne amplitudy

kolejnych  harmonicznych, korzystajgc z twierdzenia
Cramera budujemy nastepujacg macierz wspotczynnikow
W[12]:

1 1 1 1 1
PR S|
2 2 2
(16) w=[1 0 -1 0 1
1 1 1
1 -2 21 =3
1 -1 1 -1 1
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Obliczajgc wyznacznik macierzy W nalezy sprawdzié¢
czy detW= 0. Jezeli tak to tworzymy nastepnie wyznaczniki

detWo , detWl , detW2 , detW4 i wyznaczamy
poszczegdlne niewiadome wedtug wzoréw:
detWO X _ detWy . _ detW,
(a7 Mol =550: =50t Ll =20
| | — detWs | | — detW,
3 detw ’ 4 detw

Wyznacznik macierzy W i pozostate wynoszg odpowiednio:

1 1 1 1 1
1 1 1 4 _1
2 2 2

detw = 0 -1 0 1]|=18,
1 1 1
1 -3 21 =3

1 -1 1 -1

detwo = 6 [i (20) + ¢ (= L20)] + 31U ) + (=10 D],

detW1 = 6 [i(|Uyu]) + i () — i (- 12)) -

2

i(=1UmD];
detW2 = 2 [i(IU]) + i(~|Un D] = 9i(0);
detw3 = 6 [i (—21) — i (“21)] + 3[i (U D) — i(~1UmD];

detw4 = 12i(0) — 9 [i (1220) + ¢ (- “2)] +

)|+ 2 [i(1Un]) +
+i(=|Un])]
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Stad otrzymujemy:
(18) ol =3 [1 (“21) + i (= 2] + 21U D + 1(=1U D]

3 2

(19) Iyl = 3[10UD + 1 (B21) — i (= 220) = i 1u,D)]

20) gl = =3i(0) + 7 [i(1Upn]) + i (= U ])]

@D Mgl =3[0 (=220) = i (2] + 21QUD = i 10 D]

2
=301 () (2]
+ L [i(Ul) + 1=V ]

i1A]

a)

Zastepujgc sygnat wymuszajgcy sinusoidalnym u =

|Un|sinwt, sprawdzimy czy istnieje mozliwos¢ opisania
krzywej pradu funkcjg aproksymujgcg ograniczong do tej
samej liczby sktadowych.
Wymuszenie jest funkcjg nieparzystg, stad tez funkcja
odpowiedzi réwniez bedzie nieparzysta. Przedstawiajgc
odpowiedZz sygnatu w postaci szeregu Fouriera nalezy
dopisa¢ pigtg sktadowg ze wzgledu na brak sktadowej
statej.

(23) i(t) = || sin(w t) + || sin(2 wt) + |5, | sin(3 wt) +
+| | sin(4 wt) + | Iy, | sin(5 wt)

Rys.3. Wyznaczenia pradu ptynacego przez element nieliniowy z histereza:

a)charakterystyka elementu,
b) wymuszenia sinusoidalne,
c)wyznaczone punkty przebiegu pradu.

Analiza mozliwosci rozszerzenia metody na dowolng
liczbe rzednych

Analizujgc  przyktady z poprzednich  dwdch
rozdziatéw, wyprowadzona zostanie ogdlna posta¢ metody
postepowania, umozliwiajgca wyznaczenie poszczegdlnych
wspotczynnikdw  sktadowych  harmonicznych  funkgiji,
aproksymujacej krzywg pradu.

W celu rozszerzenia metody rzednych do postaci

ogolnej, przyjmiemy jako sygnal wymuszajgcy postaé
kosinusoidalng funkgiji aproksymujgcej dang
charakterystyke.

poszczegdlne warto$ci niewiadomych
sktadowych szeregu

Aby otrzymac
wspotczynnikow przy kolejnych
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Fouriera, nalezy przyjmowa¢ do analitycznego opisu
charakterystyki, nieparzystg liczbe argumentow.

Ogélny zapis funkcji periodycznej o okresie 211,
aproksymujacej dang krzywa, ma postaé
(24) i(t) = Iyl + |I1n| cos(w t) + || cos(2 wt) +
+|Izp | cos(3 wt) + |1y | cos(4 wt) + -+

gdzie: wt €(0,1T), wt = (wty, wt,, wtz, -, wt,)N € Z,

Uktad réwnan dla poszczegdlnych argumentow
przedstawia sie nastepujgco:
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i(wty) = || + [yl cos(w t1) + |Izm| cos(2 wty) +
+|I3| cos Bwty) + -+ |l(n_1)m| cos(n — 1) wty
(25) i(wtz) = |lo| + [lim| cos(w t2) + |Izm| cos(2 wty) +
+| | cos(wty) + -+ |I(n_1)m| cos(n — 1) wt,
i(wtz) = o] + |lim| cos(w t3) + [l | cos(2 wits) +
+Ism| cos(w t3) + -+ + | [n—1ym| cos(n — 1) wt;

i(wty) = |lol + || cos(w ty) + || cos(2 wty) +
+ |Izml cos Bwty) + -+ |[In_1ym| cos(n — 1) wt,

Przedstawiony uktad réwnan mozna zapisa¢ w postaci
macierzowej:

[l coswt; cos 2wt; cos3wty cos(n — 1) wt;
|1 coswt, cos2wt, cos3wt, cos(n — 1) wty |
1 coswt; cos2wt; cos3wts cos(n— 1) wts |-
1 cosw t, cos2wt, cos3wt, -+ cos(n—1) wth
[Io] ] [i(a)t1)'|
|Ilm| |i(wt2)|
(26) lLml |=li(wts)]
lHn-1ym| (wty)

W przypadku, gdy dla wybranych argumentéw przy analizie
uktadu, wyznacznik macierzy gtdwnej wynidstby zero,
nalezy wybra¢ inne wartosci poszczegdlnych argumentow.
W miare, jak bedg dodawane kolejne skfadniki szeregu
Fouriera funkcji aproksymujacej, krzywa charakterystyki
bedzie doktadniej opisana analitycznie.

Zastosowanie do analizy elementéw nieliniowych z
histereza

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawiony przyktad
zastosowania opisanej metody graficzno-analitycznej do
wyznaczenia pradu ptyngcego przez element nieliniowy z
histerezg o charakterystyce pokazanej na rys.3a przy
wymuszeniu sinusoidalnym — rys.3b.

Jak mozna zauwazy¢ na rys.3a charakterystyka elementu
nieliniowego sktada sig z trzech gatezi oznaczonych przez |,
I1'i lIl. Wymuszenie zaktada sie postaci:
u(t) = 100sin (wt) V
gdzie przedziaty argumentéw x = at sg nastepujace:
-1- <0;n/2> odpowiada gatezi |,
- 2 - <1t/2;31/2> odpowiada gatezi Il,
- 3 - < 37/2;5n/2> odpowiada gatezi Ill.

Zatozono przebieg pradu w przedziale 1 postaci:

(27) iy =Ly sin(wt) + Lz, sin(3 w)t + 115y, sin(5 wt)
Przebieg zawiera trzy harmoniczne, a wiec wystarczy
wyznaczy¢ trzy punkty na podstawie trzech rzednych. Dla

wybranych trzech argumentéw z przedziatu 1: /4, w/3 i /2,
(rys.3b), przedstawiong metoda, poprowadzono proste do
przeciecia z gatezig | charakterystyki elementu nieliniowego
(rys.3a.). Nastepnie wyznaczono punkt przebiegu pradu
odpowiadajgcy wartosci tego argumentu — rys.3c.
Przeprowadzono pomiar wartosci pradu dla kazdego z
argumentéw i uzyskano nastepujgce dane: 3.41 A, 539 A
i 10A.

Nastepnie na podstawie uktadu réwnan:

(28) A, Th, =P,
gdzie:
VZ V2 2]
2 2 2
41 =1V3 V3|
2 2
1 -1 1
212

Lim 3.41
Ihy = (Lizm| , P1=1539
Ii5m 10

wyznaczono amplitudy harmonicznych dla przedziatu 1.
Rys.4. przedstawia przebieg pradu w przedziale
odpowiadajgcym gatezi |, charakterystyki rozpatrywanego
elementu nieliniowego o postaci:

i; = 74113 sin(wt) — 1.4015 sin(3 wt) + 1.1872 sin(5 wt)

10

9r i

8t 4

1 4

0o

[o] O,IZ 0‘4 0‘6 0‘8 ‘II 1.‘2 1‘4 1.6
Rys. 4. Wykres prgdu odpowiadajgcy gatezi | elementu
nieliniowego

W przedziatach 2 i 3, z powodu podobnych charakteréw
gatezi Il i lll, zatlozono przebiegi prgdow zawierajgce
sktadowg statg i harmoniczne: 1, 2, 3 i 5 w postaci:
(29) iy =L+ Ly sin(wt) + Iy sin(2 wt) +
+1p3 Sin(3 wt) + L5y, sin(5 wt)
(30) iz = I3¢ + I3y Sin(w t) + I3y, Sin(2 wt) +
+133, sin(3 wt) + I35y, Sin(5 wt)

W obydwdch przypadkach, przebiegi zawierajg po pieé
harmoniczne, a wiec nalezy wyznaczy¢ pie¢ punktow na
podstawie pieciu rzednych. Dla przedziatu 2 wybrano

argumenty: 1.6, 2.0, «, 4.0, 3 w/2 - rys.3b, i postepujac
analogicznie jak dla poprzednio dokonano pomiaru wartosci
pradu dla kazdego z argumentéw i uzyskano nastepujace
dane: P,=[10. 3.85 -1.54 -4.75 -10].

Nastepnie na podstawie uktadu réwnan:
(31) A, Ih, =P,
gdzie:

sin(2.0) sin(2-2.0) sin(3-2.0) sin(5-2.0)
0 0 0 0
sin(4.0) sin(2-4.0) sin(3-4.0)

sin (37”) sin (2 37”) sin (3 37”)

Iz 10
Lim [ 3.85 }
) Pz =

[N

sin(1.6) sin(2-1.6) sin(3-1.6) sin(5- 1.6)}

sin(5 - 4.0)
sin (5 37”)J

[

Ihz = 122m —154
Lysm [—4.75J
125m -10
wyznaczono amplitudy harmonicznych dla przedziatu 2.
Rys.5. przedstawia przebieg pradu w przedziale

odpowiadajgcym gatezi II charakterystyki rozpatrywanego
elementu nieliniowego postaci:

i, = -1.54-30.8958 sin(wt)-58.1731 sin(2 wt) - 13.1987-
-123.0388 sin(3 wt) + 26.1571 sin(5 wt)
Analogicznie postepujac w przedziale 3 — gatgz |l
charakterystyki (rys.3a). Dla przedzialu 3 wybrano
argumenty: 37/2 5.6, 2n, 7.5, 7.85 - rys.3b i dokonano
pomiaru wartosci prgdu dla kazdego z argumentéw i
uzyskano nastepujgce dane:
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Ps=[-10 -0.6235 1.8275 7.8475 10].
Nastepnie na podstawie uktadu réwnan:
(32) A3 1h3 = P3
gdzie'

L 37r . (2 37r) . (3 37r) (5 )
sm 2 sin 2 sin 2 sin 2

{ |
1 sm(S 6) sin(2-5.6) sin(3-5.6) sm(S 5.6)
1 0 0
1 sm(7 5 sin(2-7.5) sin(3-7.5) sm(5 7.5)
1 sin(7.85) sin(2-7.85) sin(3-7.85) sm(S 7.85)

I3o —10

I3im | 6235

Ih; =|l2m| , P3;=]| 18275
I33m 7.8475
I35m 10

wyznaczono amplitudy harmonicznych dla przedziatu 3.
i, = 1.8275+384.8105 sin(w t)-464.9479 sin(2 wt) +
+ 184.4713 sin(3 wt) -188.5117 sin(5 wt )

Rys.6. przedstawia przebieg prgdu w przedziale
odpowiadajgcym gatezi lll, charakterystyki rozpatrywanego
elementu.

Nalezy zauwazy¢, ze poczatki i konce przebiegow w
kazdym przedziale odpowiadajg wspdlnym punktom gatezi
charakterystyki rozpatrywanego elementu nieliniowego.

40

i[A] I
0l

20+

-40 |

-50 L . "
15 2 25 3 35 4 45 5

Rys. 5. Wykres
nieliniowego

pradu odpowiadajacy gatezi |l elementu

200
i[A]

-200
45 5 55 6 65 7 75 8

Rys. 6. Wykres pradu odpowiadajgcy gatezi Il elementu
nieliniowego
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Whioski

W niniejszej pracy wykazano, ze metode trzech
rzednych mozna rozszerza¢ w zasadzie na dowolng liczbe
rzednych a tym samym zaktada¢ odpowiadajgca im liczbe
harmonicznych. Nalezy jednak pamietaé, aby wybieraé
takie argumenty, dla ktérych wyznacznik macierzy w
uzyskanym uktadzie réwnan byt rézny od zera i miat
mozliwie najwiekszg warto$¢, co $wiadczy o dobrym
uwarunkowaniu réwnan tzn. ze drobne réznice w pomiarach
nie powodujg duzych zmian w rozwigzaniu. Wykazano
réwniez, ze metody te mozna z powodzeniem stosowac do
elementéw nieliniowych z histereza.
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