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Rotacja z pochodnymi niecałkowitego rzędu i niektóre  jej 
własności 

 
Streszczenie. W pracy przedstawiono operator rotacji w ujęciu pochodnych niecałkowitego rządu. Podjęto próbę wyznaczenia rotacji niecałkowitego 
rzędu, dla pól wektorowych oraz znalezienia jej interpretacji na gruncie mechaniki i teorii pól magnetycznych (na przykładzie obliczania natężenia 
pola magnetycznego powstałego od przewodnika wiodącego prąd elektryczny).  
 
Abstract. The paper presents the rotation operator in terms of fractional order derivatives. An attempt is made to determine the rotation of an 
fractional order, for vector fields, and to find its interpretation on the ground of mechanics and magnetic field theory (using the example of calculating 
the magnetic field strength arising from a conductor leading an electric current). (Rotation with fractional order derivatives and some of its 
properties) 
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Wstęp 
 Do analizy fizycznych pól wektorowych często 
stosowany jest operator różniczkowy zwany rotacją, który 
jest wielkością wektorową, będącą produktem iloczynu 
wektorowego operatora Nabla i wektora opisującego 
fizyczne pole np. natężenie pola magnetycznego H. Przy 
pomocy rotacji można opisać wirowość pola wektorowego, 
czyli regularną zmianę jego kierunku od punktu do punktu. 
Każda z pochodnych wchodzących w skład rotacji oznacza 
lokalną zmienność danej składowej przy przemieszczaniu 
się prostopadle do niej. Operator ten, jak wiadomo jednemu 
polu wektorowemu przyporządkowuje inne pole wektorowe i 
pozwala na rozróżnienie pól wirowych i bezwirowych. 
Znalazł więc zastosowanie w teorii pól 
elektromagnetycznych a szczególnie w analizie pól 
magnetycznych [1, 2, 3]. Pole wynikowe ma kierunek 
prostopadły do danego pola w danym punkcie (przykład: 
wektor gęstości prądu i wektor natężenia pola 
magnetycznego).  
Klasyczna pochodna jest korzystna do modelowania 
fizycznego systemów lokalnie, natomiast zastosowanie do 
obliczeń rachunku niecałkowitego rzędu pozwala bardziej 
globalnie modelować systemy fizyczne [4, 5, 6].  
W niniejszej pracy podjęto próbę wyznaczenia rotacji 
niecałkowitego rzędu, dla pól wektorowych oraz znalezienia 
jej interpretacji na gruncie mechaniki i teorii pól 
magnetycznych (na przykładzie obliczania natężenia pola 
magnetycznego powstałego od przewodnika wiodącego 
prąd elektryczny). 
 
    Jak wiadomo klasyczną rotację [7] w układzie 
współrzędnych prostokątnych można zapisać związkiem 
(1): 
 

 (1)  𝑟𝑜𝑡 𝑯

𝟏𝒙 𝟏𝒚 𝟏𝒛

𝐻 𝐻 𝐻

  

  
 Rotację niecałkowitego rzędu oznaczoną tu przez „rot" 
uzyskano zastępując w (1) pochodne pierwszego rzędu 
pochodnymi niecałkowitego rzędu    : 
 

(2)     𝑟𝑜𝑡 𝑯

𝟏𝒙 𝟏𝒚 𝟏𝒛

𝐻 𝐻 𝐻

            

przy czym, do prowadzonej analizy zastosowano definicję 
pochodnej niecałkowitego rzędu wg Caputo (3) [4,5]: 
 

(3)   𝐷 𝑓 𝑡 𝑑𝜏  𝑔𝑑𝑧𝑖𝑒 𝑛 1 𝛼

𝑛           
 
gdzie: Γ funkcja gamma. 
 

 Definicja ta jest często używana w zastosowaniu do 
układów fizycznych ponieważ warunki początkowe 
wyrażone są pochodnymi klasycznymi, które mają 
interpretację fizyczną.  
  
Interpretacja mechaniczna 
 Jeżeli w ujęciu klasycznym obliczy się rotację pola 
prędkości dowolnego punktu ciała sztywnego wirującego z 
prędkością kątową , to w wyniku otrzyma się podwójną 
wartość prędkości kątowej 
I tak w układzie kartezjańskim prędkość liniową punktu 
można wyrazić wzorem:    V× r, 
 
gdzie: z r=xxz y+1zz 
 

(4)         𝑽 𝝎 𝒓
𝟏𝒙 𝟏 𝟏
0 0 𝜔
𝑥 𝑦 𝑧

𝟏𝒙 𝑦𝜔 𝟏 𝑥𝜔     

Zatem: 

(5) 𝑟𝑜𝑡 𝑽

𝟏𝒙 𝟏 𝟏

𝑦𝜔 𝑥𝜔 0

𝟏 𝑥𝜔 𝑦𝜔  

                                                                          𝟏 𝜔 𝜔 𝟏 2𝜔    
 
Obliczając rotację ułamkowego rzędu otrzymuje się: 
 

(6) 𝑟𝑜𝑡 𝑽 𝟏𝒛𝜔 𝑥 𝑦   

𝟏𝒛 𝑥 𝑦 𝟏𝒛𝜔    
 

ponieważ dla : 

(7)           𝐷 𝑦 𝑦 𝜏 𝑑𝜏   
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 Rotacja ułamkowego rzędu z prędkości liniowej punktu 
obracającego się ciała zależy od położenia tego punktu, co 
można interpretować, że ciało to nie jest sztywne i punkty 
należące do niej są „luźno” związane w zależności od 
położenia. 
 
Pola bezwirowe 
 Jak już wspomniano operacja rotacji służy do 
rozróżnienia pól wirowych: - rotA≠0 i bezwirowych: -rotA=0 
gdzie wektor A charakteryzuje badane pole. Następnie 
zostaną sprawdzone te zależności na podstawie  natężenia 
pola elektrostatycznego E wytworzonego przez nieruchomy 
ładunek  Q, który tworzy pole bezwirowe.   
We współrzędnych sferycznych natężenie to można 
wyznaczyć na podstawie wzoru (8): 
 

(8)       𝑬 𝟏    

  
 Obliczając rotację w ujęciu klasycznym we 
współrzędnych sferycznych otrzymuje się 
 

(9)      𝑟𝑜𝑡𝑬

𝟏 𝟏 𝟏

0 0

0 

      
 Dla wektora A rotacja:  rot  we współrzędnych 
sferycznych należy uwzględnić współczynniki metryki 
[9,10], zatem: 
 

(10)   𝑟𝑜𝑡  𝑨

𝟏𝒖 𝑔 𝟏 𝑔 𝟏 𝑔

𝑔 𝐴 𝑔 𝐴 𝑔 𝐴

    

gdzie: 
 

𝑔 𝐷 𝑥 𝐷 𝑦 𝐷 𝑧

𝑔 𝐷 𝑥 𝐷 𝑦 𝐷 𝑧

𝑔 𝐷 𝑥 𝐷 𝑦 𝐷 𝑧

 ,  
𝑥 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝛩 𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝑦 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝛩 𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝑧 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝛩
 

   (11) 
  
 Dla wektora E rotację ułamkowego rzędu:  rot można 
wyznaczyć na podstawie zależności: 
 

(12)  𝑟𝑜𝑡  𝑬

𝟏𝒖 𝑔 𝟏 𝑔 𝟏 𝑔

𝑔 𝐸 0 0

0    

  
 Rotacja ta jest równa zeru niezależnie od wartości 
współczynników metryki, ponieważ 𝑔  i Er nie zależą od 
współrzędnej ϴ. Oznacza to, że rotacja ułamkowa pól 
bezwirowych podobnie jak rotacja klasyczna jest równa 
zeru. 
 
Pola magnetyczne 
 Jako przykład zostanie rozpatrzone natężenie pola 
magnetycznego wewnątrz prostoliniowego kołowego 
przewodnika o promieniu R, którego oś pokrywa się z osią 
z, wiodącego równomiernie rozłożony w całym przekroju 
prąd stały I w kierunku osi z. Jak wiadomo moduł natężenie 
pola magnetycznego w odległości r < R od osi przewodnika 
wyraża się wzorem [11,12] 
 

(13)     𝐻    

  Zapisując jako wektor w układzie kartezjańskim 
otrzymujemy:  

(14)  𝑯 𝟏𝒙 𝟏𝒚    

  
 Obliczając rotację klasyczną wektora H 

(15) 𝑟𝑜𝑡 𝑯

𝟏𝒙 𝟏 𝟏

0

 

                   𝟏 𝟏  

  
 Otrzymuje się oczywiście gęstość prądu w przewodniku 
(rys.1). 

  
Rys. 1. Gęstość prądu dla  = 1 – rotacja klasyczna. 
 

Obliczając rotację ułamkowego rzędu – analogicznie jak 
we wzorze (6) uwzględniając związek (7), otrzymuje się: 
(16)   

𝑟𝑜𝑡 𝑯 𝟏𝒛 𝑥 𝑦  𝟏𝒛  

    

 
Rys. 2. Gęstość prądu dla  = 0,5. 

 
Rys. 3. Gęstość prądu dla  = 0,9. 
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Porównując wyniki (15) i (16) można stwierdzić, że dla 
rotacji ułamkowego rzędu gęstość prądu ma ten sam 
kierunek ale nie jest stała i zależy od położenia punktu. 
Wyniki przedstawiono na rysunkach 2 i 3. 
 Pokazana na rys. 2 i 3 gęstość prądu wewnątrz 
prostoliniowego kołowego przewodnika odpowiadająca 
rotacjom ułamkowego rzędu (dla:  = 0,5 i  = 0,9) przy 
natężeniu pola magnetycznego opisanego wzorem (13). 
Można zauważyć, że gęstość prądu dla      = 0,5 jest 
większa w okolicach osi przewodnika niż dla = 0,9 co 
można interpretować jako mniejsze wypieranie prądu. 
 
 

Wnioski 
   Rotacja ułamkowego rzędu zachowuje niektóre cechy 
rotacji klasycznej tzn. dla pól bezwirowych daje wartość 
zero. Analizując jej interpretacje mechaniczną zauważyć 
można, że nie dotyczy to bryły sztywnej tylko ciała 
składającego się z luźno powiązanych cząstek. 
Jeśli chodzi o pole magnetyczne pochodzące od 
przewodnika z prądem, to rotacja ułamkowego rzędu 
dotyczy nierównomiernej gęstości prądu, co mogłoby 
znaleźć zastosowanie przy obliczaniu pola magnetycznego 
wywołanego przez przewodnik z prądem z uwzględnieniem 
zjawiska naskórkowości.  
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