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Porównanie wybranych algorytmów estymacji zmiennych stanu 
napędu dwumasowego  

 
 
Streszczenie. W referacie przedstawiono analizę porównawczą wybranych metod estymacji mechanicznych zmiennych stanu napędu 
elektrycznego z połączeniem elastycznym. We wstępie przedstawiono krótko problematykę sterowania napędami dwumasowymi oraz 
scharakteryzowano metody estymacji niedostępnych pomiarowo zmiennych stanu. W kolejnym rozdziale przedstawiono model matematyczny 
obiektu badań oraz strukturę sterowania. Następnie w trzech następnych rozdziałach przedstawiono wybrane do badań algorytmu estymacji: 
Obserwator Luenbergera, Filtr Kalmana oraz estymator z ruchomym oknem. W kolejnych rozdziałach przedstawiono symulacyjne i eksperymentalne 
wyniki porównawcze obrazujące jakość estymacji w różnych stanach pracy. Całość pracy podsumowano w ostatnim rozdziale. 
 
Abstract. The paper presents a comparative analysis of selected methods of estimating the mechanical state variables of an electric drive with a 
flexible joint. In the introduction, the issues of controlling dual mass drives are briefly presented and the methods of estimating the state variables 
that are not available in measurement are characterized. The next chapter presents the mathematical model of the research object and the control 
structure. Then, the next three chapters present the estimation algorithm selected for research: Luenberger Observer, Kalman Filter and the 
estimator with a moving window. The following chapters present simulation and experimental comparative results showing the quality of estimation in 
various operating states. The work is summarized in the last chapter. (Comparison of selected state variable estimation algorithms in dual-
mass drive).  
 
Słowa kluczowe: estymator z ruchomym oknem, napęd z połączeniem sprężystym, estymacja zmiennych stanu. 
Keywords: moving horizon estimation, drive with elastic coupling, mechanical state estimation 
 
 
Wstęp 

Problematyka estymacji zmiennych stanu napędu z 
połączeniem elastycznym rozwinęła się wraz z rozwojem 
nowoczesnych metod sterowania tą grupą napędów [1]–
[10]. Pierwotnie w najprostszych rozwiązaniach wystarczała 
informacja o prędkości silnika napędowego oraz 
odpowiednio zmodyfikowane nastawy regulatora PI [2]. 
Jednak właściwości dynamiczne takiego układu regulacji 
prędkości były bardzo słabe. Kolejnym etapem było dodanie 
do węzła moment informacji o aktualnej amplitudzie 
momentu skrętnego [3],[4]. taka struktura charakteryzowała 
się już lepszymi właściwościami dynamicznymi. Kolejnym 
etapem było dodanie informacji o prędkości obciążenia 
[2],[5]. W takich układach można już dowolnie kształtować 
dynamikę napędu. Kolejnym krokiem w układach regulacji 
prędkości  i położenia napędu z połączeniem sprężystym 
było wprowadzenie zaawansowanych struktur sterowania 
takich jak sterowanie FDC [6], sterowanie ślizgowe [7], 
rozmyte adaptacyjne [8], czy predykcyjne [9],[10]. 
Wszystkie te metody aby umożliwić dowolne kształtowanie 
dynamiki napędu wymagają informacji o niemierzalnych 
zmiennych stanu. W związku z tym, aby umożliwić ich 
poprawną pracę podejmowane są kolejne próby 
udoskonalania metod wyznaczania niemierzalnych 
zmiennych stanu napędu z połączeniem elastycznym.  

Pierwotnie do wyznaczenia amplitudy momentu 
skrętnego wykorzystywano prosty estymator bazujący 
bezpośrednio na odwróconym równaniu (1a) [4]. Jednak po 
odwróceniu tego równania występuje pochodna prędkości, 
co przy jej pomiarze za pomocą enkoderów 
inkrementalnych prowadzi do bardzo dużych szumów, które 
należy filtrować. Co za tym idzie sygnał z takiego 
estymatora jest dość opóźniony względem rzeczywistego 
przebiegu momentu skrętnego. Kolejnym podstawowym 
rozwiązaniem jest zastosowanie obserwatora Luenbergera 
[2]. Obserwator ten jest bardzo często używany z racji 
swojej prostoty i łatwości strojenia wynikającej 
bezpośrednio z teorii serowania [2]. Jednak jego 
właściwości dynamiczne są dość znacznie ograniczone 
przez szumy pomiarowe oraz przez dokładność 
wyznaczenia parametrów obiektu [2]. Istnieją jednak 
metody pozwalające na ograniczenie tej wrażliwości [20] 

Kolejnym rozwiązaniem spotykanym w literaturze jest 
zastosowanie Filtru Kalmana [11]. Układ ten posiada 
znacznie lepsze właściwości dynamiczne, jednak cechuje 
się dużą trudnością w strojeniu z racji braku analitycznych 
równań pozwalających na wyznaczenie macierzy 
kowariancji.  

Odrębną grupę stanowią układy estymacji bazujące na 
metodach sztucznej inteligencji [13] – [16]. Wyróżnić tu 
możemy estymatory neuronowe [13],[14] i neuronowo 
rozmyte [15],[16]. Zaletą tych rozwiązań jest możliwość 
aproksymacji dowolnych nieliniowości takich jak tarcie czy 
luz. Jednak do przygotowania takiego estymatora 
niezbędna jest wiedza eksperta, który zbierze próbki z 
obiektu, dobierze strukturę sieci i przeprowadzi jej uczenie i 
sprawdzenie. 
 Istnieje również możliwość połączenia zalet obu tych 
metod i przygotowanie estymatora bazującego na układach 
liniowych z dodatkowym mechanizmem adaptacji bazującej 
na układach rozmytych [17],[18]. Właściwości dynamiczne 
takiego obserwatora zmieniają się wraz z punktem pracy 
pozwalając na niwelację nieuwzględnionych w liniowym 
modelu nieliniowości, bądź na adaptacji błędu wyznaczenia 
mechanicznej stałej czasowej maszyny roboczej [18].  
 Ostatnią grupą algorytmów wykorzystywanych do 
estymacji zmiennych stanu napędu z połączeniem 
elastycznym jest wykorzystanie zaawansowanych 
algorytmów estymacji takich jak nieliniowy rozszerzony filtr 
Kalmana [19], również jego rozmytą modyfikację [21], czy 
algorytmy bazujące na estymatorach z ruchomym oknem 
[22] (MHE). Metody te są zaawansowane obliczeniowo, 
jednak pozwalają na poprawę właściwości dynamicznych 
napędu. 
 W niniejszej pracy porównane zostaną właściwości 
dynamiczne trzech wybranych obserwatorów. Odpowiednio 
obserwatora Luenbergera, Filtru Kalmana, oraz 
obserwatora z ruchomym oknem. Poniższe porównanie 
pozwoli na ocenę jakie korzyści ma zastosowanie 
zaawansowanej struktury estymatora z ruchomym oknem 
na tle klasycznych rozwiązań. Aby to pokazać 
przeprowadzone zostaną badania symulacyjne, jak również 
eksperymentalne.  
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Model matematyczny układu dwumasowego oraz 
struktura sterowania 
 W literaturze znaleźć można wiele różnych modeli 
napędu z połączeniem sprężystym. W niniejszej pracy 
wykorzystano model z bezinercyjnym połączeniem 
sprężystym opisany poniższymi równaniami: 
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gdzie: me – moment elektromagnetyczny, 1 – prędkość 
silnika, 2 – prędkość maszyny obciążającej, ms – moment 
skrętny, mL – moment obciążenia, T1 – mechaniczna stała 
czasowa silnika, T2 – mechaniczna stała czasowa maszyny 
obciążającej (roboczej), Tc – stała czasowa elementu 
sprężystego. Wartości znamionowe parametrów układu, 
które zostały przyjęte do rozważań, wynosiły: 
T1=T2=203ms, Tc=1,2ms. Wartości te są zgodne z 
parametrami rzeczywistego napędu wykorzystywanego do 
badań eksperymentalnych. 
 Na rys. 1. przedstawiono analizowaną strukturę 
sterowania w postaci regulatora stanu. Wymaga on 
informacji o niemierzalnych zmiennych stanu układu 
napędowego. Nastawy regulatora dobrano zgodnie z 
zależnościami przedstawionymi w [2]: 
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gdzie: k1 – wsp. sprzężenia od momentu skrętnego, k8 – 
wsp. sprzężenia od różnicy prędkości silnika napędowego i 
obciążenia, KP – wzmocnienie regulatora, KI – wzmocnienie 
w torze całkowania, ξo – żądany współczynnik tłumienia ω0 
– żądana pulsacja rezonansowa. W zależności od 
wybranego wariantu sterowana sprzężenie zwrotne może 
się odbywać albo przez wybrany estymator (badania w 
strukturze zamkniętej), albo bezpośrednio z wektora stanu 
napędu (badania w strukturze otwartej). 
 
Obserwator Luenbergera 
 Dla liniowego systemu opisanego równaniami stanu 
obserwator Luenbergera pełnego rzędu ma postać: 

(3)   
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gdzie: u=me y=ω1, x
Le=[ ω1, ω2, ms,mL]. 

Macierze obserwatora można przedstawić w następującej 
formie: 
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Rys. 1. Struktura sterowania. 

 
Macierz wzmocnień obserwatora ma postać: 
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Wykorzystując formułę: 
(6)        KCAI  ssp det  
równanie charakterystyczne obserwatora można zapisać w 
postaci równania: 
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Równanie (7) porównywane jest następnie z wielomianem 
odniesienia w postaci iloczynu dwóch członów 
oscylacyjnych: 
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Finalnie porównując równania (7) i (8) otrzymujemy 
szukane współczynniki obserwatora: 
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Gdzie: a – wsp. tłumienia obserwatora, p – miara szybkości. 
 
Liniowy filtr Kalmana 
 Algorytm estymacji jest iteracyjny i odbywa się w 
następujących krokach: 

1)  Obliczenie predykatora: 

(10a)          kkkkkkk FKFK uBxAx  //1  

2) Estymacja macierzy kowariancji błędu: 
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3) Obliczenie wzmocnienia filtru Kalmana: 
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4) Wyznaczenie estymaty wektora stanu: 
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5) Obliczenie macierzy kowariancji błędu estymaty 
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(10e)         kkkkkk FK /1111/1  PCKIP  

6) Powrót do pierwszego kroku. 
 
Model wykorzystywany w estymatorze przyjmuje postać 

(4). 
Model ten poddany został dyskretyzacji z krokiem 

Ts
F=0.5ms. Wartości macierzy kowariancji QF i RF zostały 

wyznaczone za pomocą algorytmu hybrydowego. 
Proponowana procedura optymalizacji w pierwszej 

kolejności, aby znaleźć punkt startowy w pobliżu globalnego 
minimum funkcji, wykorzystywała algorytm genetyczny. W 
drugim kroku, wartość znaleziona uprzednio, traktowana 
była jako wartość startowa algorytmu przeszukiwania 
zbiorów . Procedura optymalizacji w obu krokach 
wykorzystywała następującą funkcję: 
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Użycie wskaźnika iloczynowego zapewniło brak 
konieczności doboru wag poszczególnych składników. 
Algorytm genetyczny startował z przypadkowymi wagami i 
wykonał 20 iteracji po których uzyskano wartość wskaźnika 
(11) na poziomie 4,44∙10-8 znajdując punkt startowy o 
wartości  
[2; 1,2; 1,128; 3,25; 14,78]. W drugim kroku algorytm 
przeszukiwania zbiorów po wykonaniu 47 iteracji uzyskał 
wartość funkcji celu na poziomie 2,74∙10-8 znajdując 
końcowe wartości poszukiwanych parametrów filtru. 
 
Estymator z ruchomym oknem 
 Rozważmy dyskretny system dynamiczny opisany 
równaniami stanu: 
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gdzie: xt∈Rnx, ut∈Rnu, yt∈Rny, są wektorami stanu, wejść i 
wyjść mierzalnych. ςt ∈ Rnx są niemodelowalnymi 
zakłóceniami systemowymi, η ∈ Rny są zakłóceniami 
sygnałów wyjściowych, t jest dyskretnym indeksem czasu. 
 MHE jest rekurencyjnym algorytmem estymacji 
zmiennych stanu rozpatrywanym na skończonym oknie 
danych. Problem wyznaczenia stanu rozpatrywany jest w 
każdej chwili czasu , z uwzględnieniem 
historycznych wartości estymaty wektora stanu 

 na podstawie wstępnej estymaty  i 
na podstawie wektora informacji wejściowych 

, gdzie  jest 
szerokością okna. Dla każdej chwili czasowej liniowy 
problem estymatora z ruchomym oknem [23] jest 
formułowany jako: 
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 Z uwzględnieniem: 
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gdzie: 
,  , .  

W równaniu (13c)  jest predykcją wektora stanu. Aby 
ograniczyć wpływ niestabilnej dynamiki obiektu, lub 
niedokładności wyznaczenia modelu proponuje się 
wprowadzenie korekcji przewidywanej wartości wektora 
stanu z wykorzystaniem obserwatora Luenbergera, bądź 
filtru Kalmana [23],[24] w równaniu (13b). Po uwzględnieniu 
powyższego założenia problem wyznaczenie estymaty 
stanu z wykorzystaniem obserwatora z ruchomym oknem 
można przedstawić w postaci: 
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(14c) t,,Nti,x̂Cŷ t,it,i   

gdzie:  jest macierzą wag różnicujących 
wpływ poszczególnych próbek historycznych na wartość 
funkcji celu,  jest macierzą wzmocnień 
obserwatora. 
 Wartość optymalnej sekwencji estymowanego wektora 
stanu, która minimalizuje funkcję (14), można oznaczyć 
przez . Na tej podstawie predyktowany stan z 
równania (3b) można zapisać jako: 
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Dla celów estymacji zmiennych stanu model napędu (1) 
należy przekształcić do postaci (3) oraz wektor stanu 
rozszerzyć o moment obciążenia do postaci [2]. 
 Powyższy model został poddany dyskretyzacji z czasem 
Ts=1ms i ekstrapolacją zerowego rzędu. 
Postać funkcji celu, która minimalizowana jest w każdym 
kroku estymacji można przedstawić jako: 
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gdzie:  – wektor sygnałów wyjściowych zdefiniowanych 
na horyzoncie N, XN – wektor zmiennych stanu 
zdefiniowany na horyzoncie okna N, XN – wektor 
predyktowanych z poprzedniego kroku obliczeniowego 
zmiennych stanu zdefiniowany na horyzoncie okna N, W – 
macierz wagowa różnicująca wpływ poszczególnych próbek 
historycznych na wartość funkcji celu. Do badań przyjęto 
N=3; α=800; W= diag([1,447;1,549;1,483;0,0001]), 
K=[1,054   17,063  -76,893 -318,279]. 
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Rys. 2.Przebiegi mierzonych i estymowanych zmiennych stanu w strukturze otwartej: a) prędkość silnika napędowego, b),c) prędkość 
obciążenia, d) moment skrętny, e),f) moment obciążenia. 
 
Badania symulacyjne 
 Badania przeprowadzono w programie Matlab-Simulink. 
Obserwatory zostały zamodelowane jako jako S-funkcja 
typu drugiego bądź zbudowane z bloków simulinka. 
Algorytm badań zakładał rozruch napędu do prędkości 
równej 0.25 prędkości znamionowej a następnie załączenie 
momentu obciążenia. Do oceny działania estymatorów 
wykorzystano wskaźniki postaci: 
 

(17)     
    
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gdzie: K – ilość próbek, x(i) oznacza daną zmienna stanu, 
xe – estymowana zmienna stanu. 
Regulator nastrojony został dla pulsacji rezonansowej 
ω0=90rad/s, przy jednostkowym współczynniku tłumienia. 
Obserwator Luenbergera nastrojony został przy 
uwzględnieniu trzykrotnie większej prędkości od układu 
sterowania (p=3).  
 W pierwszej kolejności przebadano działanie układu dla 
znamionowych parametrów napędu przy braku zakłóceń 
pomiarowych. Uzyskane wyniki przedstawiono na rys. 2. 
Jak widać wszystkie rozpatrywane algorytmy estymują 
zmienne stanu poprawnie. Estymator z ruchomym oknem 
charakteryzuje się największym przelotem przy estymacji 
momentu obciążenia, jednak cechuje się również 
największą dynamiką estymacji momentu obciążenia. 
 Kolejno przebadano działanie rozpatrywanych struktur w 
różnych warunkach pracy. Do rozważań przyjęto: 
znamionowe parametry układu bez dodatkowych szumów 
na wejściu estymatora, wprowadzenie szumu o amplitudzie 
wynikającej z rozdzielczości przetworników A/C (przyjęto 
rozdzielczość 12bitów), wariant trzeci w którym występował 
szum pomiarowy oraz o 50% zwiększona stała 
mechaniczna maszyny roboczej i o 25% zwiększona stała 
sprężystości. Wartości wskaźników jakości estymacji 
zebrano w Tab. 1. Natomiast na rys. 3. przedstawiono 
przebiegi estymowanej prędkości obciążenia oraz momentu 
obciążenia dla trzeciego przypadku. 
Aby ułatwić analizę uzyskanych wyników w tabeli 
zastosowano skalę kolorystyczną w której kolor zielony 
oznacza najmniejszy błąd, a kolor czerwony największy. W 
przypadku znamionowych parametrów Obserwator 
Luenbergera z racji analitycznego nastrojenia pozwala na 
uzyskanie najmniejszych uchybów estymacji. Jednak w 
przypadku pojawienia się szumów pomiarowych estymator 
ten traci swoje właściwości. W przypadku pojawienia się 
szumu najlepsze właściwości posiada Filtr Kalmana. 
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Rys. 3. Przebiegi prędkości (a,b) i momentu (c,d) obciążenia dla 
wariantu trzeciego. 
 
W ostatnim przypadku kolejne zmienne stanu są 
estymowane z różną jakością. Jak widać na rys. 3. w 
przebiegu momentu obciążenia pojawia się błąd w stanach 
dynamicznych (rys. 3. c). Jego wartość w zasadzie jest 
identyczna dla wszystkich estymatorów. Natomiast na rys. 
3.b widać wyraźnie najmilejszy błąd estymacji w przypadku 
załączenia momentu obciążenia. 
 
Tab. 1. Wartości wskaźników jakości estymacji. 

Uchyb [--] 
Esty 

mator 
Uwagi ω1 

10-5 
ω2 

10-3 
ms 

10-3 
ml 

10-3 
Σe 

10-3 

1,26 1,29 4,71 42,84 48,86 Luen 
Znamiono
we, bez 
szumu 

67,7 1,99 5,78 43,59 52,04 Kal 

1,10 1,60 5,06 43,27 49,95 MHE 

11,7 3,00 11,8 65,99 80,96 Luen 
Znamiono

we z 
szumem 

72,0 2,70 10,27 55,40 69,10 Kal 

13,0 3,32 12,56 76,21 92,24 MHE 

12,6 6,96 16,05 157,7 180,9 Luen 
T2=1.5T2N, 
Tc=1.25TcN 

szum 
95,2 7,58 14,93 148,1 171,6 Kal 

13,4 6,32 14,95 159,2 180,7 MHE 

 
 Kolejno sprawdzono jak rozpatrywane estymatory 
wpływają na jakość regulacji układu sterowania (estymator 
wpięty w pętlę sprzężenia zwrotnego). Jako wskaźnik 
jakości regulacji wykorzystano kryterium ITAE. Uzyskane 
wyniki zestawiono w tab. 2.  
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Rys. 4. Przebiegi mierzonych i estymowanych zmiennych stanu w strukturze otwartej uzyskane na stanowisku badawczym: a) prędkość 
silnika napędowego, b),c) prędkość obciążenia, d) moment skrętny, e),f) moment obciążenia. 
 
 
Tab. 2. Wpływ estymatorów na jakość układu regulacji. 

Sprzężenie Bezpoś. Luen Kal MHE 

ITAE 1,263 1,321 1,365 1,305 

 
Jak widać w przypadku układów w których estymowana 

wartość jest wykorzystana jako sprzężenie zwrotne 
najmniejszy wpływ na jakość sterowania ma estymator z 
ruchomym oknem pogorszenie o około 3.3%. Największe 
opóźnienie wnosi natomiast filtr Kalmana (pogorszenie o 
8%).  
 
Badania eksperymentalne 
 Badania eksperymentalne przeprowadzone zostały na 
stanowisku zbudowanym z silnikami prądu stałego o mocy 
0.5kW, które połączone były ze sobą długim wałem. Silnik 
napędowy zasilany był z przekształtnika pracującego w 
konfiguracji mostka H. Mostek sterowany był przez 
sprzętowy modulator szerokości impulsów o częstotliwości 
nośnej 13kHz. Prędkość silnika napędowego mierzona była 
przez enkoder inkrementalny KUBLERA o rozdzielczości 
30000 impulsów na obrót. Prąd mierzony był przez 
przetworniki hallotronowe firmy LEM. 
Algorytm sterowania oraz rozpatrywane estymatory 
zaimplementowany został na karcie szybkiego 
prototypowania DS1103. Struktura obliczana była z krokiem 
1 ms. Z tym samym krokiem obliczane były: obserwator 
Luenbergera i filtr Kalmana. Estymator MHE obliczany był z 
krokiem 2 ms.   

Badanie polegało na rozruchu napędu do prędkości 
0.25 a następnie w chwili t=0.5 s następowało załączenie 
znamionowego momentu obciążenia. Uzyskane przebiegi 
przedstawiono na rys. 4. Jak widać wszystkie układy 
prawidłowo estymują wartości zmiennych stanu. 

W Tab. 3. Zestawiono średnie błędy estymacji prędkości 
silnika napędowego i maszyny roboczej. 
 
Tab. 3. Wartości wskaźników jakości estymacji w badaniach 
eksperymentalnych. 

Uchyb [--] 
Estymator 

ω1 10-4
 ω2 10-3 

5,078 4,1 Luenberger 
5,703 3,4 Kalman 
11,0 3,3 MHE 

 
Porównując uzyskane wyniki z wynikami w Tab. 1. dla 

przypadku z szumami można zauważyć, że jakość 
estymacji prędkości obciążenia uzyskana przez estymator z 
ruchomym oknem jest praktycznie taka sama, natomiast 

pozostałe dwa układy pogorszyły swoją jakość estymacji. W 
przypadku estymacji prędkości silnika napędowego 
wszystkie estymatory pogorszyły jakość estymacji. 
Ponieważ estymator z ruchomym oknem jest 
zaawansowany obliczeniowo na rys. 5. przedstawiono 
czasy obliczeń algorytmów estymacji. 
Średnie czasy obliczeń rozpatrywanych zestawiono w Tab. 
4. Jak widać złożoność obserwatora z ruchomym oknem 
jest o trzy rzędy większa od pozostałych rozpatrywanych 
estymatorów.  
 
Tab. 4. Średnie czasy obliczeń rozpatrywanych estymatorów 

Estymator Luen Kal MHE 

tobl
śr 4,44∙10-6 5,58∙10-6 1,41∙10-3 
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Rys. 5. Czasy obliczeń badanych estymatorów na karcie DS1103 
 
Podsumowanie 
 W pracy przedstawiono analizę porównawczą 
wybranych metod estymacji zmiennych stanu napędu z 
połączeniem elastycznym. Z przeprowadzonych rozważań 
można sformułować następujące wnioski: 
 Każdy z estymatorów omawianych w niniejszej pracy 

umożliwia estymacje wektora stanu układu 
dwumasowego. 

 Na podstawie badań symulacyjnych można stwierdzić, że 
najmniejsze błędy estymacji uzyskać można 
wykorzystując filtr Kalmana oraz estymator z ruchomym 
oknem. W przypadku obserwatora Luenbergera 
zwiększanie jego miary szybkości powoduje znaczne 
wzmacnianie szumów pomiarowych w stanach 
statycznych, natomiast w przypadku niskiej wartości miary 
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szybkości jego dokładność w stanach dynamicznych jest 
niewystarczająca. 

 Na podstawie przeprowadzonych badań poszczególnych 
estymatorów w strukturze zamkniętej należy stwierdzić że 
każdy z nich działał prawidłowo. Najmniejsze błędy 
estymacji zmiennych stanu zapewnia estymator MHE.  

 Do działania najnowszych struktur regulacji, 
współpracujących z estymatorami bazującymi na 
skomplikowanych operacjach matematycznych jakim jest 
estymator z ruchomym oknem, potrzebne są 
zaawansowane jednostki mikroprocesorowe, które 
umożliwiają wykonywanie wielu obliczeń w obrębie 
jednego kroku próbkowania. Ich zastosowanie natomiast 
umożliwia uzyskanie wysokich wyników estymacji a co za 
tym idzie regulacji wybranych struktur. 
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