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Sterowanie z wymuszoną dynamiką napędem elektrycznym 
o ruchu liniowym i skończonej sztywności konstrukcji  

 
 

Streszczenie. Referat przedstawia zagadnienia dotyczące wykorzystania sterowania z wymuszoną dynamiką (FDC) do regulacji prędkości napędu 
elektrycznego współpracującego z napędem liniowym paskowym przy uwzględnieniu sztywności konstrukcji maszyny roboczej. Kolejne rozdziały 
pracy przedstawiają model fizyczny układu wraz z równaniami opisującymi jego dynamikę, syntezę układu regulacji oraz budowę stanowiska 
eksperymentalnego. Przeanalizowano także wpływ pominięcia wybranych parametrów napędu na jego właściwości statyczne i dynamiczne. 
  
Abstract. The paper discusses issues concerning the use of Forced Dynamic Control (FDC) for speed control of an electric drive coupled with 
a linear belt drive, while considering the stiffness of the load machine. Subsequent chapters present the physical model of the system along with the 
equations describing its dynamics, the synthesis of the control system and the construction of the experimental setup. The study analysed the 
effects of neglecting selected parameters of the drive on the dynamic and static properties of the object. 
(Forced Dynamic Control of an electric drive with linear motion and finite stiffness of the structure).  
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Wstęp 

Podczas projektowania układów sterowania napędów 
elektrycznych dąży się do uzyskania jak największej 
precyzji ruchu oraz maksymalnego wykorzystania 
dostępnego momentu elektromagnetycznego w zakresie 
jego poziomu i szybkości narostu. Jednakże przy szybkich 
wymuszeniach momentu w obszarze maszyn roboczych 
często zaczynają pojawiać się niekorzystne zjawiska, które 
dotychczas mogły być zaniedbywane. Problem ten dotyczy 
szerokiego zakresu napędów, od prostych lecz ciężkich 
maszyn walcowniczych [1], poprzez maszyny papiernicze 
[2], turbiny wiatrowe [3], a kończąc na napędach robotów 
[4, 5]. Głównie rozpatruje się zjawisko skończonej 
sztywności połączenia maszyny roboczej z napędem 
elektrycznym [1 – 5]. Innym podejściem jest uwzględnienie 
w procesie projektowania układu wielorezonansowych 
charakterystyk mechanicznych obiektu [6, 7] w takim 
przypadku możemy zaniedbać strukturę fizyczną obiektu.  

Do tłumienia drgań zmiennych stanu powstających w 
wyniku skończonej sztywności napędu rozpatrywane są 
różne struktury sterowania. W zależności od przyjętych 
kryteriów można zastosować różne rozwiązania: od liniowej 
teorii sterowania [1, 8], przez sterowanie adaptacyjne [9], 
neuronowe [10], rozmyte [11], ślizgowe [4] czy predykcyjne 
[12].  

Prezentowane przez różnych autorów rozwiązania nie 
uwzględniają struktury maszyny roboczej i nie poruszają 
zagadnienia transformacji ruchu obrotowego na liniowy. W 
niniejszej pracy przedstawiono nowy sposób opisu obiektu 
dwumasowego do syntezy układu regulacji prędkości 
napędu liniowego paskowego z uwzględnieniem 
skończonej sztywności części mechanicznej maszyny 
roboczej. Jako strukturę sterowania zaproponowano 
metodę Forced Dynamic Control (FDC), która pozwala na 
dowolne rozłożenie biegunów układu zamkniętego [13, 14].  

W kolejnych rozdziałach przedstawiono model napędu, 
syntezę układu regulacji oraz wpływ pominięcia wybranych 
parametrów obiektu. Na przykładzie badań symulacyjnych 
zaprezentowano zakres możliwości wpływania na dynamikę 
obiektu oraz wpływ zmiany ładunku obciążenia na 
dynamikę obiektu. Końcowa część referatu poświęcona jest 
prezentacji konstrukcji stanowiska laboratoryjnego, na 
którym będą prowadzone badania eksperymentalne. 

 

Model matematyczny rozpatrywanego napędu 
Na rys. 1. przedstawiono poglądowy schemat 

rozpatrywanego napędu. Całość układu można podzielić na 
trzy główne części: pierwszą jest silnik PMSM (-1-), który za 
pomocą prowadnicy liniowej z paskiem zębatym (-2-) 
wprawia w ruch część mechaniczną (-3-).  
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Rys. 1. Poglądowy rysunek rozpatrywanego układu napędowego 
 

Tak zbudowany układ można opisać równaniami [15],[16]: 
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gdzie: M1 – masa pierwszej części obiektu [kg], M2 – masa 
drugiej części obiektu [kg], k – współczynnik sztywności 
konstrukcji [N/m], b1,2 – współczynniki tarcia obu mas, X1,2 – 
położenie obu mas [m], F – zewnętrzna siła wymuszająca 
ruch. 

Przy pominięciu tarcia transmitancje przewodnie można 
zapisać jako: 
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Zgodnie z rozpatrywaną strukturą siłę F działającą na 
obiekt można przedstawić jako: 

(4) eMF
r

   

gdzie: Me – moment elektromagnetyczny rozwijany przez 
silnik, r – promień koła pasowego. 
Przyjęte w pracy parametry napędu: M1 – 5 kg, M2 – 5 [kg], 
k – 500 [N/m], b1 – 0.03, b2 – 0.1, c - 0.05 [N/m/s] 

 

Na rys. 2. przedstawiono charakterystyki częstotli-
wościowe układu przy różnej wartości współczynnika μ: 
 

f [Hz]

A
m
p
li
tu
d
a
 [
d
b
]

F
a
za
 [
o
]

Rys. 2. Charakterystyki amplitudowe i fazowe układu napędowego 
z uwzględnieniem wpływu stosunku mas μ  
 
Proponowana struktura sterowania 
 W niniejszej pracy do rozważań przyjęto strukturę 
sterowania bazującą na prawie FDC [13]. Aby wyprowadzić 
prawo sterowania rozpoczyna się od zmiennej sterowanej i 
poddaje ją kolejnym operacjom różniczkowania aż do 
osiągnięcia wielkości wejściowej. Uwzględniono dwa 
odmienne podejścia - pierwsze bazuje na modelu 
zredukowanym, w którym pominięto wewnętrzny 
współczynnik tłumienia elementu sprężystego i tarcie. 
Drugie podejście zakłada uwzględnienie pełnego modelu 
matematycznego. Dla pierwszego przypadku uzyskuje się: 

(5) 

     

     

2
2 2 1 2 2 1 2

2 2

3
2 2 1 1 2

2 1 2

1 1

1 1 1

V sV k X X s V k V V
M M

s V k k X X F k X X
M M M

     

  
         

W dolnym równaniu występuje wielkość wejściowej siły, w 
związku z tym jest to docelowe równanie wyjściowe. 
Ponieważ w równaniu wyjściowym występuje trzecia potęga 
operatora różniczkowania, to model odniesienia będzie miał 
postać: 
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Równanie (6) należy przekształcić do takiej postaci, aby po 
jednej stronie równania znalazła się trzecia pochodna 
prędkości drugiej masy, a po drugiej stronie pozostała 
część równania: 
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Następnie należy dokonać podstawienia równania (7) 
do drugiego równania (5), w rezultacie czego otrzymuje się 
zależność: 
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Równanie (8) reprezentuje prawo sterowania FDC dla 
rozpatrywanego obiektu i modelu. Pozostaje jeszcze 
uzupełnić je o reprezentacje pierwszej i drugiej 
pochodnej prędkości drugiej masy: 
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i po uporządkowaniu otrzymuje się finalne równanie 
opisujące strukturę sterowania: 
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gdzie: 
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Na rysunku 3 przedstawiono uzyskaną strukturę 
sterowania. W bloku „Pętla regulacji siły” uwzględniono 
czas uzyskania zadanej wartości momentu 
elektromagnetycznego, przekształcenie zgodne 
z równaniem (4), a także opóźnienie cyfrowe generowane 
przez układy mikroprocesorowe podczas wykonywania 
operacji. 
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Rys. 3. Rozpatrywana struktura sterowania 
 

Z przedstawionych na rysunku 4. przebiegów wynika, 
że pominięcie przy wyprowadzeniu prawa sterowania 
współczynnika tłumienia wewnętrznego jest dozwolone, 
jako że nie jest zauważalne pogorszenie dynamiki czy 
powstanie błędu ustalonego. W przypadku współczynników 
tarcia pominięcie ich prowadzi jednak do powstania błędów 
ustalonych.  
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Rys. 4. Porównanie wpływu pominięcia wybranych parametrów 
obiektu na jakość regulacji prędkości: a) wpływ wsp. tarcia 
w wózku, b) wpływ. wsp. tarcia w drugiej masie, c) wpływ obu wsp. 
tarcia i wsp. tłumienia, d) wpływ wsp. tłumienia  
 

Z tego powodu w kolejnym kroku wyprowadzono prawo 
sterowania przy uwzględnieniu współczynników tarcia. 
Postepowanie jest analogiczne, jak w poprzednim 
przypadku, a finalne prawo sterowania przyjmuje postać: 
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Gdzie współczynniki wzmocnień można zapisać jako: 
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Na rysunku 5. przedstawiono rozpatrywaną strukturę 
sterowania. Jak można zauważyć, uwzględnienie 
dodatkowego parametru znacząco rozszerzyło równanie 
opisujące prawo sterowania, jednak nie zwiększyła się 
liczba wykorzystywanych sygnałów z obiektu.  Nie 
występują też dodatkowe operacje całkowania czy 
różniczkowania, które mogłyby wpływać na komplikację 
obliczeniową regulatora. 

Przebiegi obu prędkości oraz sił dla pełnej struktury 
przedstawiono na rysunku 6. Na podstawie uzyskanych 
przebiegów można stwierdzić, że układ sterowania 
skutecznie tłumi drgania i nie występują uchyby ustalone. 
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Rys. 5. Struktura sterowania po uwzględnieniu tarcia.  
 

 
Rys. 6. Przebiegi sił (a) i prędkości (b) dla układu regulacji 
z uwzględnieniem tarcia. 
 
Badania symulacyjne 
 Badania symulacyjne wykonano przy pomocy 
środowiska Matlab/Simulink. W zaprojektowanym układzie 
uwzględniono stałą czasową związaną z generacją 
momentu elektromagnetycznego (aproksymacja członem 
inercyjnym pierwszego rzędu o stałej czasowej 1 ms) oraz 
skończony czas obliczeń algorytmu sterowania na 
procesorze. Model obiektu obliczany był z czasem Ts=0.1 
ms, natomiast układ regulacji z czasem Tss=4 ms. 
Dodatkowo przyjęto opóźnienie cyfrowe o wartości 4 ms. 
W pierwszej kolejności przebadano wpływ parametrów 
projektowych na działanie układu. Do rozważań przyjęto 
trzy wartości pulsacji odniesienia: ωr=15 rad/s, ωr=30 rad/s, 
ωr=45r rad/s. Przyjęto też współczynnik tłumienia równy 
jedności. Uzyskane wyniki przedstawiono na rysunku 7: 
Jak widać, przy największej z rozpatrywanej pulsacji w 
układzie powstają oscylacje wynikające z opóźnień 
przyjętych w układzie. Dodatkowo, przy dużych pulsacjach 
wymuszana siła będzie mogła w układzie rzeczywistym 
prowadzić do ślizgania się paska zębatego po rolkach. W 
związku z powyższym, dla tak próbkowanego układu 
sterowania można przyjąć, że bezpieczna wartość nastaw 
regulatora wynosi ωr= 30 rad/s. 
 Kolejno sprawdzono, jak proponowana struktura 
sterowania reaguje na zmiany parametrów mechanicznych. 
Do rozważań przyjęto zmianę mas pierwszej i drugiej, które 
w rzeczywistych układach będą zależne od ładunku. Aby 
sprawdzić działanie układu zastosowano bardzo szeroki 
zakres ich zmian to jest od połowy do dwukrotności 
wartości znamionowej. Uzyskane wyniki przedstawiono na 
rysunku 8. 
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Rys. 7. Porównanie wpływu pulsacji rezonansowej na działanie 
układu sterowania: a) przebiegi siły, b) przebiegi siły sprężystości, 
c) przebiegi prędkości wózka, d) przebiegi prędkości obciążenia 

 
Rys. 8. Wpływ zmian masy ładunku na przebiegi zmiennych stanu: 
a) przebiegi siły, b) przebiegi siły sprężystości, c) przebiegi 
prędkości wózka, d) przebiegi prędkości obciążenia 
 

Przy większych zmianach masy widoczne są znaczne 
zmiany dynamiki, jednak w każdym ze skrajnych 
przypadków w układzie nie występują oscylacje zmiennych 
stanu czy symptomy świadczące o możliwości utraty 
stabilności. Należy zauważyć, że w przypadku, gdzie układ 
regulacji prędkości będzie podrzędną częścią struktury 
sterowania pozycją, tak duże zmiany w dynamice nie 

powinny mieć miejsca. W związku wymagane będzie dalsze 
zmodyfikowanie struktury, które pozwoli na eliminację tego 
problemu, lub zastąpienie jej innym układem regulacji. 

Stanowisko eksperymentalne 
Na rysunku 9 przedstawiono konstrukcję stanowiska 

eksperymentalnego. Jest ono zbudowane na bazie osi 
liniowej ZLW 1040 firmy IGUS, która napędzana jest przez 
silnik PMSM serii 8LVA13 zasilany z serwoinwertera 
ACOPOSmicro. Podstawowe parametry napędu 
zestawiono w tab. 1. Symulację części dwumasowej 
zrealizowano za pomocą połączenia dwóch ruchomych 
części za pomocą sprężyny. Sztywność połączenia można 
zmieniać poprzez montaż dodatkowego elementu 
sprężystego. Dodatkowo, na wózku prowadnicy oraz przy 
drugiej ruchomej masie zamontowane są enkodery liniowe 
SMK-YC-2-10-I-L2 firmy Lika, które służą do pomiaru 
pozycji obu mas. Na ich podstawie wyznaczane będą także 
prędkości i oscylacje. Enkodery posiadają  maksymalną 
rozdzielczość do 10 μm i współpracują z taśmą 
magnetyczną MT5-2-50-1 o kroku przemagnesowania 5mm 
i dokładności 35 μm. Są one obsługiwane przez moduł 
dwukanałowego szybkiego licznika X20DC239, który może 
obsługiwać sygnały do częstotliwości 100 kHz. Na końcach 
modułu liniowego zainstalowano wyłączniki krańcowe, które 
zabezpieczają napęd przed uszkodzeniem. Algorytm 
sterowania został zaimplementowany na sterowniku PLC 
X20 firmy B&R z wykorzystaniem biblioteki kompilującej kod 
ze środowiska Matlab. Do sterowania momentem 
rozwijanym przez silnik wykorzystana jest standardowa 
biblioteka MotionControl. Przykładowe implementacje z 
wykorzystaniem obu bibliotek dla napędu elektrycznego z 
połączeniem sprężystym opisano w pracy [17]. 
 
Tab. 1. Parametry napędu elektrycznego 

Silnik 8LVA13 
Moc 101 [W] 

Moment znam./max. 0.32/1 [Nm] 
Prąd znam./max 1.4/5.2 [A] 

Prędkość znamionowa 3000 [obr/min] 
Serwofalownik ACOPOSmicro 

Prąd maksymalny 10 [A] 
Napięcie zasil. nom/ max. 56/80 [V] 

Częstotliwość przełączania Max 40 [kHz] 
Interfejs enkodera EnDat 2.2 

 

 
Rys. 9. Poglądowy widok stanowiska eksperymentalnego 
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Podsumowanie 
W pracy przedstawiono układ sterowania prędkością 
modelu napędu z transformacją ruchu obrotowego na 
liniowy i uwzględnieniem sztywności konstrukcji po stronie 
maszyny roboczej. Przedstawiono proces syntezy układu 
regulacji z uwzględnieniem prawa sterowania FDC przy 
pominięciu różnych parametrów obiektu. W ramach badań 
symulacyjnych przedstawiono wpływ modeli odniesienia na 
dynamikę obiektu oraz sprawdzono wpływ zmian masy 
obciążenia na właściwości dynamiczne napędu. Na 
podstawie zaprezentowanych wyników można stwierdzić, 
że rozpatrywana struktura efektywnie tłumi oscylacje 
zmiennych stanu po stronie maszyny. Zaobserwowano 
również, że na etapie identyfikacji parametrów obiektu 
można pominąć współczynnik tłumienia wewnętrznego, 
który następnie nie będzie wykorzystywany przy 
formułowaniu prawa sterowania. W ramach dalszych prac 
przewidywana jest eksperymentalna weryfikacja modelu i 
opracowanej struktury sterowania na opisanym stanowisku 
laboratoryjnym. 
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