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Roéwnanie Laplace’a w ujeciu pochodnych niecatkowitego rzedu

Streszczenie. W pracy przedstawiono réwnanie Laplace’a w ujeciu pochodnych niecatkowitego rzadu oraz podjeto prébe znalezienia analitycznego
rozwigzania takiego réwnania. Do rozwigzania zastosowano metode separacji zmiennej (metode Fouriera).

Abstract. The paper attempts of Laplace type of a linear fractional order differential equation and find an analytical solution. To solve this equation
the method of variable separation (Fourier method) was used. (Laplace equation in terms of incomplete order derivatives
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Keywords: fractional derivatives, Laplac’e equation, method of separation of variables.

Wstep
Réwnanie Laplace'a jest przyktadem liniowego
jednorodnego réwnania rézniczkowego czgstkowego

drugiego rzedu o staltych wspétczynnikach. Réwnanie to
jest szeroko wykorzystywane zaréwno w matematyce
teoretycznej, jak i stosowanej. Prowadzi do niego opis wielu
zagadnien fizyki i techniki. W elektrodynamice opisuje
przeptyw prgdu w osrodkach ciagtych, w termodynamice
przeptyw statyczny ciepta, w mechanice ptynéw przeptyw
bezwirowy cieczy a w mechanice opisuje np. odksztatcenia
membran  sprezystych itp. | tak np. potencjat
elektrostatyczny w obszarze, gdzie nie ma fadunku spetnia
rbwnanie Laplace'a. Do opisu rzeczywistych zjawisk
fizycznych coraz czesciej korzysta sie z rachunku
niecatkowitego rzedu okazato sie bowiem, ze rzeczywiste
procesy fizyczne Ilepiej mozna opisa¢ za pomoca
pochodnych lub catek dowolnego, niecatkowitego rzedu [1,
2]. W niniejszej pracy autorzy podjeli prébe analitycznego
rozwigzania, liniowego rownania rézniczkowego
niecatkowitego rzedu typu Laplace'a. Do rozwigzania tego
rébwnania zostala zastosowana metoda rozdzielenia
zmiennych (metoda Fouriera).

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego czastkowego
rzedu niecatkowitego metodg rozdzielenia zmiennych
Metoda rozdzielania albo separacji zmiennych, zwana
tez metodg Fouriera, jest jedng z metod rozwigzywania
rbwnan rézniczkowych czgstkowych. Metode mozna
zastosowa¢ aby wyrazi¢ jawnymi wzorami rozwigzania
pewnych réwnan rézniczkowych czastkowych. Polega ona
na wyznaczeniu rozwigzania danego réwnania w postaci
iloczynu kombinacji liniowych funkgji, ktoérych kazda zalezy
tylko od jednej zmiennej. Metoda ta jest szczegodinie
przydatna, jesli szukamy rozwigzania w zbiorze
ograniczonym o zadanych wartosciach na brzegu obszaru.
Poszukiwane bedzie zatem rozwigzanie w postaci:

(1) p(x,y) = iUk () Ve (»)
k=1

Rozpatrzone zostanie liniowe réwnanie roézniczkowe
czastkowe niecatkowitego rzedu nastepujgcej postaci:

620( , 620! ,
@ apley)- T Fdn)
Y

Roéwnanie (2) dla a=1 réwnaniem

Laplace'a.

jest klasycznym
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0’p(x,y) . *plx,y)
3 Ap(x,y)= ~0
(3) olx.y) P

Rozwigzaniami tego réwnania w Swietle zastosowania
metody rozdzielenia zmiennych sg nastepujgce funkcje:

@ {X(x) = Bsin Ax + C cos Ax

Y(y)=De ™ + Ee™
gdzie: B, C, D i E sg dowolnymi statymi.

Natomiast dla réwnania z pochodnymi niecatkowitego rzedu
(2), zaktadajgc rozwigzanie w postaci (1) otrzymujemy, ze:

2a 2a
(5) A p(x,y)= Yd—2X+Xd—2Y= 0
ox¢ oy

gdzie: p(x,y)= X(x)- ¥(y)

Porzadkujgc (5), mozemy zapisac:

idzaX__ldzaY
X ax2a Y ayZa

(6)

Poniewaz zmienne x i y moga zmienia¢ sie niezaleznie
w sposob zupetnie dowolny, réwnanie (6) bedzie spetnione,
jezeli kazdg strone tego réwnania w mysl metody
rozdzielenia zmiennych przyréwnamy do pewnej stafe;.
Przyjmujgc zatem stata, jako -A* dostajemy nastepujace
réwnania:

14X o

X axZa
1d*y _ r
Y 6y2a
ktéore prowadzg do dwdch
rézniczkowych zwyczajnych

niezaleznych  réwnan

2a
d—zf +A°X =0
(®) o
d**y

———A’Y =0
oy

107



Metoda przeksztatcania Laplace'a jest bardzo czesto
uzywanym narzedziem do rozwigzywania réwnan
rézniczkowych. Zaleznosci, na podstawie ktdrych wyznacza
sie transformate Laplace’a pochodnych rzedu
niecatkowitego mozna obliczy¢ korzystajagc z wzoréw na
transformate pochodnej klasycznej n-tego rzedu - dla
pochodnej utamkowej w sensie Caputo mozna otrzymac
formute [3, 4]:

L{§DZ f(t); s} =s"F(s) - nfs“’“f" (0)
9) k=0

dla n-1<a<n.

Czylidlaa<0.5,n=1:

(10)L{§ D2 f(1); s} = s> F(s) - s**7 £2(0), 0<2ar <1

Zatem
X(s): sz‘HX(O)
2a 2
(1) i
Y(S): N Y(O)
S20{ _A2

W tym przypadku dla warunkéw brzegowych zerowych
otrzymuje sie, ze obie funkcje rownajg sie zeru.

Oczywiscie rozwigzywane rownanie nie jest réwnaniem
Laplace’a poniewaz rzgd pochodnych jest mniejszy od 1.
Natomiast dla « > 0.5, n = 2 otrzymujemy:

(12) L{GD f(1); 53 = s> F(s) =57 f2(0) =s** 2 f1(0)

Zatem:

2(1 1X(0)+S2a ZX()

X(s)==

2a 2
(13) Syl
o Y(O) “y'(0)
Y
(s)=2 e

Poniewaz iloczyn rozwigzania réwnania rézniczkowego
i statej oraz dowolna kombinacja liniowa rozwigzan jest
réwniez rozwigzaniem réwnania (2), to jedno z rozwigzan
mozna zapisa¢ w postaci:

(14)  o(x,y) = (De™™ + Ee™)(Bsin Ax + C cos Ax)

W celu poréwnania, mozna w tym miejscu przytoczy¢
przykiad dwuwymiarowego réwnanie Laplace'a zamie-
szczonego w pracy [5], obowigzujgcego w pétptaszczyznie
ograniczonej prostymi x = 0, x = a, y = 0, z nastepujgcymi
warunkami brzegowymi:

— dlay =0, ¢ =Usin (nx)/a,

— dlay=ow, =0,
— dlax=0,9=0,
— dlax=a, ¢=0.

Stosujgc przeksztatcenie Laplace’a i uwzgledniajgc obszar
oraz warunki brzegowe takie jak we wspomnianym wyzej
przyktadzie, réwnanie (11) przedstawia sie nastepujgco:

AB 2a-1
e
siss + A4
19) $(Ds— 4
Y(s =
slss? — 42

A podstawiajgc: = 2a-1 otrzymujemy:

X(S)_ ABSﬂ
= 5 >
(16) siss + A ’
s”(Ds - 4
Y(S): B )
slss” — A4
Sformutowanie transformat Laplace’a w postaci
wielomianéw rzeddw catkowitych, uzyskano w oparciu
metode CFE (Continued fraction expansion) [6,7,8]
pozwalajacg na rozwiniecie w utamek nieskonczony
wyrazenia (1+x)%,0<a <1.
Zatem:
a7 sP = L(ﬂ’s), B=2a-1 da a>0.5
M(B.5)

Do rozwigzania zastosowano 5-ty rzgd aproksymac;ji [6]
i w rezultacie otrzymano:

B ABL(B, s)
(18) X(S)_ s(sL(ﬁ,s)+ AZM(ﬂ,s))
¥(s)= L(B,s)Ds - 4)
s(sL(,B,s)— AZM(ﬂ,S))

gdzie:

L(B,s)=-8’(B° +154" +858° + 22547 + 2748 +120) +

-s*(-58% -458* - 58° +1005 8% +3250 8 +3000) +
-s2(104° +308* - 4108° 123087 + 40008 +12000) +

+s52(104° -304* -4108° +12308% + 40004 - 12000 +
-s(58° -458% +54° +1005 47 - 32508+ 3000) +

+(B°-158% +854° - 225 8% + 2743 -120)

M(B,s)=s>(B> -154* +85p° - 2258 + 2743 -120) +
-s*(58° -458% +58° +10058% -32508 +3000) +
+82(1048° -30ap* - 4108 +12308% + 40004 -12000) +
-s2(108° -308% -4108° -12308% + 400028 +12000) +
-s(-54° -458% -58° +10058° +32508 +3000) +

-p7 1581 -85 - 225 8% - 2748 -120
Eksperymenty numeryczne

Rozwigzanie problemu klasycznego przedstawionego

w pracy [5] zilustrowano na rysunku 1.
Znajdujac transformaty odwrotne funkcji (18), uzyskano

rozwigzanie  rownanie  rézniczkowego  czgstkowego
niecatkowitego  rzedu dla  zatozonych  warunkow
brzegowych.

Wyniki symulacji numerycznych dla rzedu «=0.9

przedstawiono na rysunku 2, natomiast dla «=0.8

pokazano na rysunku 3.
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Rys. 1. Rozwigzanie numeryczne klasycznego réwnania Laplace’a

%108
o(x,)

Rys. 2. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego czastkowego
niecatkowitego rzedu dla « =0.9
%10°
¢(x,»)

10 4

y X

Rys. 3. Rozwigzanie réwnania
niecatkowitego rzedu dla « =0.8

rézniczkowego czastkowego

Rozszerzajgc, podobnie jak w przyktadzie prezentowanym
w pracy [5], obszar w kierunku osi x od 0 do 2a dla
klasycznego réwnania Laplace’a otrzymano rozwigzanie
przedstawione na rysunku 4.

Rozwigzujgc réwnanie:

2 2a
Dplr.y) O plxy)

(19) A‘Z(o(x,y)z o 6)}20 =
Otrzymano:

X(s): Bsin Ax + C cos Ax
(20) L(B.5)D(s - 4)

Y(S) - S(SL(ﬂ,S)— AZM(ﬁ, s))

o(x,y)

¥ 0 0 X
Rys. 4. Rozwigzanie klasycznego
z rozszerzonym obszarem w Kierunku osi x.

réwnania Laplace’a

100
¢ (x,»)

Rys. 5 Rozwigzanie réwnania (19) z rozszerzonym obszarem
w kierunku osi x dla = 0.9

Natomiast rozwigzaniem réwnania postaci:

6211 , 62 ,
@) A%(x.y)= ;’E’;yh Zi’;y)ﬂ
sg nastepujgce funkcje:
ABL(B,s)

= s(sL(,B,s)—i— AZM(ﬂ,s))
Y(y)=De ™ + Ee®

(22)

Rozwigzanie réwnania (21) z rozszerzonym obszarem
w kierunku osi x, dla « = 0.9 przedstawiono na rysunku 6.

o(x,y)

40

Rys.6. Rozwigzanie réwnania (21) z rozszerzonym obszarem
w kierunku osi x dla = 0.9
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Podsumowanie

Rozwigzanie réwnania Laplace’'a z pochodnymi
niecatkowitego rzedu, z zastosowaniem metod w kolejnosci:
- rozdzielenia zmiennych,
- transformacji Laplace’a,
- CFE,
okazato sie mozliwe. W wyniku tych dziatan uzyskano
transformaty poszukiwanych funkcji w postaci ilorazéw
wielomianéw zmiennej s, w ktérych wystepujg catkowite
potegi. Ulatwito to znalezienie transformaty odwrotnej i
jednoczednie umozliwito ocene stabilnosci rozwigzan na
podstawie analizy biegundéw transformat.
Zmniejszanie rzedu pochodnej niecatkowitego rzedu
w zakresie od 1 do a > 0.5 powoduje coraz to wieksze
ttumienie w kierunku osi tej zmiennej, wzgledem ktérej
pochodng catkowitego rzedu zastgpiono rzedem
niecatkowitym. W przypadku, gdy pochodna niecatkowitego
rzedu wystepuje wzgledem dwéch zmiennych — ttumienie
obserwuje sie w dwoch kierunkach.
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