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80 lat Metody Elementéw Skonczonych

Streszczenie. W artykule przedstawiono rozwéj metody elementéw skoriczonych od pierwszych sformutowari metody po jej wspéfczesne
zastosowanie. W zwigzku z 80 rocznicg pierwszego matematycznego opisu metody, przyblizono sylwetki badaczy majgcych najwiekszy wplyw
na jej rozwéj. Szczegdlng uwage zwrdécono na jej wykorzystanie w elektromagnetyzmie obliczeniowym. Zaakcentowano osiggnigcia polskich

naukowcow w tej dziedzinie.

Abstract. The article presents the development of the finite element method from the first formulations of the method to its modern application.
In connection with the 80th anniversary of the first mathematical description of the method, the profiles of the researchers who had the greatest
influence on its development are introduced. Particular attention was paid to its use in computational electromagnetism. Polish achievements in

this field were emphasized. (80 Years of the Finite Element Method)).
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Wstep

Rozwigzywanie podstawowych réwnan fizyki,
wyrazonych w formie rozniczkowej, byto podstawowym
narzedziem zdobywania wiedzy na temat zjawisk
fizycznych. Metody rozwigzywania tych réwnan ewoluowaty
od metod matematycznych poprzez metody modelowania
analogowego do metod modelowania numerycznego,
Jedng z najwazniejszych metod w obszarze modelowania
numerycznego stata sie metoda elementéw skonczonych
(MES). Poprzedzajgca jg metoda réznic skonczonych
(MRS) nie byta skuteczng odpowiedzig na wyzwania, jakie
przyniost  rozwdj  technologii. = Metoda elementow
skonczonych  wprowadzata do metodyki modelowania
numerycznego nowa koncepcje. Mianowicie, zamiast
aproksymacji operatora rézniczkowego wprowadzono
aproksymacje funkcji. Trzeba jednak zauwazyé, ze MES i
MRS prowadzg do takiego samego zadania algebraicznego
w przypadku prostych probleméw [1]. Takie podejscie
zrewolucjonizowato sposdb modelowania matematycznego
w analizie probleméw naukowych i inzynierskich.
Wieksze mozliwosci, zarébwno w aspekcie opisu obiektu
analizy, jak i sposobu aproksymacji spowodowaty, ze MES
umozliwia analize problemoéw fizycznych i inzynierskich, do
tej pory rozwigzywanych przy uzyciu kosztownych
eksperymentéow lub mato doktadnych metod modelowania
analogowego. Podstawg matematyczng MES sg metody
wariacyjne, wystepujace w analizie matematycznej pod
nazwami metody Galerkina, i metody Rayleigha-Ritza [2].
MES usuneta wiekszo$¢ ograniczen metody roéznic
skonczonych, takich jak brak elastycznosci w opisie
nieregularnych granic, nieefektywne siatkowanie oparte na
regularnych siatkach oraz potrzebe specjalnych technik
radzenia sobie z warunkami materiatowymi. Jednak lezgca
u jej podstaw matematyka byta znacznie bardziej
wymagajgca, a koncepcje fizyczne trudniejsze (metody
wariacyjne, analiza funkcjonalna, techniki interpolacji). W
ten sposdb nacisk zostat przesuniety z prostej koncepciji,
ale nieefektywnej implementacji w kierunku tatwego w
uzyciu systemu opartego na bardziej wyrafinowanym
sformutowaniu. W zadaniu dwuwymiarowym MES opiera
sie na dyskretyzacji obszaru zbiorem tréjkatéw (elementéw
skohAczonych) i przyjmowaniu dwuliniowej aproksymaciji
szukanej funkcji w kazdym trojkacie. W zadaniu
trojwymiarowym obiekt przestrzenny dzielimy na elementy
czworoscienne  (tetrahedrony). Parametrow  funkcji
aproksymujgcych poszukuje sie poprzez minimalizacje
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funkcjonatu, ktérego zmienng jest kwadrat funkcji szukanej

[3].

W roku 2023 przypadfa osiemdziesigta rocznica
pierwszego opisu koncepcji rozwigzywania réwnan
rézniczkowych czgstkowych, ktéra stata sie podstawg do
sformutowania metody elementéw skonczonych. W roku
1943 w Bulletin of the American Mathematical Society
zostat opublikowany przez Richarda Couranta artykut
prezentujgcy wspomniang koncepcje [4]. Autor tego
artykutu urodzit sie w Lublincu, w tamtym czasie w
niemieckim miescie Lublinitz, w zydowskiej rodzinie
Courantéw. Prace naukowe w dziedzinie matematyki i jej
zastosowan w fizyce prowadzit poczatkowo w Getyndze, u
boku Dawida Hilberta, Swiatowej stawy matematyka, a
potem, zmuszony atmosferg nazistowskich Niemiec do
emigracji, pracowat w USA w utworzonym przez siebie
centrum naukowo-edukacyjnym, obecnie znanym pod
nazwg Courant Institute of Mathematical Sciences [5].

Rozwo6j metody

Cho¢ juz w jednej z prac Kircha w 1868 pojawita
sie sugestia, zaktadajgca podziat analizowanego obiektu na
okreslong liczbe prymitywdw geometrycznych, to wiasnie
wspomniana wyzej praca Couranta, oparta na rachunku
wariacyjnym, w ktérej uzyt elementdw trojkatnych i
minimalizacji funkcjonatu, uznana zostata za pierwszy opis
metody [6]. Podobne prace dotyczgce dyskretyzacji i
sformutowan wariacyjnych byly réwniez w tym czasie
zgtaszane miedzy innymi przez McHenry'ego, Pragera i
Synge'a oraz Synge'a i Rheinboldta [6]. Na poczatku
badania dotyczyty tylko prostych przypadkéw
jednowymiarowych, dajgcych sie opisa¢ za pomoca réwnan
liniowych. Sama nazwa metody ma swoj poczatek w pracy
z 1960 roku, gdzie autorzy Turner, Clough, Martin i Topp,
skonczony  fragment  ustroju  nazwali  elementem
skonczonym [7]. Nazwa ta idealnie oddawata istote metody
i zostata bardzo szybko uznana przez Srodowisko naukowe.
MES stata sie obiektem zainteresowania badawczego na
Swiecie, w latach 60-tych XX wieku wiele osrodkéw
naukowych koncentrowato sie na jej rozwoju. Kang Feng z
Chinskiej Akademii Nauk, J.H. Argyris na Uniwersytecie w
Stuttgarcie; R. Clough i wspotpracownicy tacy jak E. L.
Wilson i R.L. Taylor na Uniwersytecie Kalifornijskim w
Berkeley; P. G. Ciarlet na Uniwersytecie Paris XlI; R.
Gallager na Cornell University, R. Melosh w Philco
Corporation, B. Fraeijs de Veubeke na Université de Liege
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to tylko czes¢ nazwisk, ktére nalezy wymienié, chcac
wskazac¢ osoby majgce znaczgcy wkitad w rozwéj MES [6].
Metody wariacyjne i pomysty na zastosowanie w
rozwigzywaniu rownan rozniczkowych i catkowych prostych
tworéw geometrycznych (simplex) pojawiaty sie w
literaturze matematycznej, ale sama metoda elementéow

skohczonych  zyskata popularnos¢ od czasu jej
zastosowania w rozwigzywaniu zadan inzynierskich.
Prekursorami zastosowania metody byli badacze w

dziedzinie mechaniki. W historii MES zapisat sie Olgierd
Zienkiewicz, profesor Uniwersytetu Walijskiego w Swensea,
pochodzgcy z rodziny polsko-brytyjskiej.  Olgierd
Zienkiewicz byt czionkiem zagranicznym Polskiej Akademii
Nauk, oraz doktorem honoris causa Politechniki Slgskiej,
Politechniki Warszawskiej, Politechniki Czestochowskiej i
Politechniki Krakowskiej. Byt autorem pierwszych prac na
temat zastosowania MES w analizie naprezen
mechanicznych [8]. (0] stopniu zainteresowania
wspotczesnych badaczy MES moze $wiadczy¢ liczba prac
opublikowanych na jej temat- do 1965 byto ich ponad 1000
[6]. Jednym z wiekszych trudno$ci, na jakie napotykata
MES w latach 60-tych byly moce obliczeniowe 6wczesnych
komputeréw. Pomimo ograniczen sprzetowych tworzone
byly pakiety ogdélnego przeznaczenia, co popularyzowato
MES w os$rodkach badawczych i akademickich w catym
Swiecie. Jednym z pierwszych pakietdw oprogramowania
byt utworzony 15 lat po publikacji Couranta pakiet typu finite
element open-source. Natomiast Oden i Best napisali jeden
z pierwszych kodéw komputerowych MES ogdlnego
przeznaczenia, ktory byt uzywany przez wiele lat w
projektowaniu, m.in. samolotéw. Do lat osiemdziesigtych
najbardziej zaawansowane modele zajmowaly sie w

dalszym ciggu prostymi  geometriami  jedno- i
dwuwymiarowymi i; dopiero wzrost mocy obliczeniowej
komputerobw  pozwolit na  modelowanie  obiektéw

tréjwymiarowych. Rozwédj MES przebiegat rownolegle z
rozwojem komputerow i wynikat gtdéwnie z potrzeby analizy
coraz bardziej zlozonych konstrukcji. Lata 80-te to czas,
gdy na rynku pojawito sie wiele komercyjnych systeméw
MES, np. NASTRAN. Prace z dziedziny zastosowania MES
w mechanice obliczeniowej zdominowaty na pewien okres
obszar badawczy. W tym obszarze badawczym znalazta sie
tez grupa polskich badaczy, skupiona wokét prof. Jana
Szmeltera z Politechniki Lédzkiej, a p6zniej z Wojskowe;j
Akademii Technicznej [9]. Stworzyli jeden z pierwszych
systemédw obliczeniowych MES, ktory funkcjonowat pod
nazwg WAT-KM. Lata 90. to «czas tworzenia
zintegrowanych systemow CAD oraz CAE, umozliwiajgca
dwustronng wymiane danych [7].

MES w analizie pola elektromagnetycznego

Roéwnania rézniczkowe czagstkowe stanowig fundament
opisu matematycznego pola elektromagnetycznego, nie jest
wiec niczym dziwnym, ze badacze, zajmujacy sie tzw.
elektromagnetyzmem obliczeniowym, zainteresowali sig
dynamicznie rozwijajgcg sie metodg i dokonali jej szybkiej
implementacji w swoim obszarze badawczym. W latach
osiemdziesigtych XX wieku powstata grupa badaczy,
implantujgca MES do obliczen pola elektromagnetycznego
(PEM) w urzadzeniach elektrycznych. Grupe te tworzyli
badacze 2z wielu krajow $wiata, ale niewatpliwie
prekursorem zastosowania MES w analizie zagadnien
elektromagnetycznych byt Peter P. Silvester (McGill
University, Kanada) [10]. Wprowadzit metode elementow
skonczonych do obliczania rozktadu pola
elektromagnetycznego. Jego  artykut  Finite-Element
Solution of Homogeneous - Waveguide Problems,
zaprezentowany na sympozjum URSI (Union Radio-
Scientifique Internationale) na temat fal
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elektromagnetycznych w 1968 r., a pdzniej opublikowany
we wioskim czasopi$mie technicznym Alta Frequenza, byt
zdecydowanie  pierwszym zastosowaniem MES w
obliczeniach dotyczgcych pola elektromagnetycznego [11].
Jego ksigzka pt. Finite Elements for Electrical Engineering,
napisana z Ronem Ferrarim, byta przez wiele lat jedynym
podrecznikiem na ten temat i zostata przettumaczona na
wiele jezykow [12].

Peter P. Silvester w 1978 roku zatozyt Laboratorium Analizy
Obliczeniowej i Projektowania (CAD-Lab) na Wydziale
Elektrotechniki Uniwersytetu McGill, ktére obecnie stato sie
prawdopodobnie najwigkszg tego typu organizacjg
badawczg w Kanadzie i jedng z najwiekszych na
Swiecie. Profesor Silvester byt réwniez organizatorem
cyklicznej  konferencji ELECTROSOFT, dotyczacej
zastosowania technik informatycznych w elektrotechnice,
Miat dobre i twdrcze kontakty z polskim badaczami —
wspomnienie posmiertne zostalo napisane i opublikowane
w Przegladzie Elektrotechnicznym przez wspoétautora tego
artykutu [10] (rys.1). .

Oprocz Profesora Silvestra, przedstawiciele wielu
osrodkéw badawczych w catym sSwiecie przystgpili do
intensywnych badan w obszarze zastosowan MES w
analizie PEM, i tutaj mozna wymienic¢ takich badaczy, jak T.
Nakata (Japonia) [13-14], J.C. Sabbonadiere (Francja) [15],
C.W. Trowbridge (Wielka Brytania) [16], A. Konrad
(Kanada) [17], G. Molinari (Witochy) [18].

Powstawaty bardzo zaawansowane prace z teorii MES, ale
tez szybko rodzity sie firmy komercyjne, ktére produkowaty
oprogramowanie inzynierskie. Jednymi z bardziej znanych
na rynku softwarowym byty Vector Fields Ltd., Magsoft czy

Infolitica. Najpopularniejsze oprogramowania to PC-
OPERA, OPERA-3D, TOSCA, CARMEN (Vector Fields),
MAGNET (Infolitica), MAXWELL, FLUX2D, FLUX3D
(Magsoft).

= -r.‘?'/ .'.'-'Hz \'
Rys.1. Peter P.Silvester i Andrzej Krawczyk podczas jednej z
konferencji w poczatkach lat 90 [10]

Wykorzystanie nowej metody w analizie pola
elektromagnetycznego znalazto sie w centrum uwagi
naukowcow, wigc rowniez polscy badacze nie mogli
pozostaé¢ obojetni na postepy w tej dziedzinie. Podwaliny
pod nowoczesny elektromagnetyzm obliczeniowy w Polsce
zostaty potozone na przetomie lat 60. i 70. XX wieku przez
profesoréw: Janusza Turowskiego, Krystyna Pawluka i
Ryszarda Sikore i ich wspotpracownikow [19-20]. Pierwsze
polskie prace w zakresie teorii i zastosowania MES w
analizie pola elektromagnetycznego rozpoczety sie w koncu
lat siedemdziesigtych XX wieku. Najwiecej zaangazowania
wykazywaty uczelnie: Politechnika Warszawska,
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Politechnika Szczecinska, oraz Instytut Elektrotechniki w
Warszawie. Polscy badacze zaczeli uczestniczyc,
szczego6lnie po zmianach politycznych w 1989 roku, w
konferencjach miedzynarodowych, takich jak COMPUMAG,
INTERMAG, CEFC, ISEF i innych, gdzie zaréwno
poznawali najnowsze doniesienia o] badaniach
prowadzonych w osrodkach zagranicznych, jak tez
prezentowali swoje osiggniecia. Polscy uczeni publikowali
wyniki swoich badan w renomowanych czasopismach
Swiatowych, przez co zaczeli by¢ postrzegani jako istotni
uczestnicy Swiatowego rynku badawczego, a w niektérych
podobszarach tego rynku stawali sie graczami wiodgcymi,
Przyktadami dziedzin z wiodgca rolg badaczy polskich staty
sie: analiza pola elektromagnetycznego w obiektach
mobilnych, analiza struktur bioelektromagnetycznych,
analiza strumienia rozproszenia w transformatorze, itp. W
mniejszym stopniu, gtéwnie z powodu brakéw sprzetowych
oraz stabego dofinasowania w Polsce sektora R&D,
zajmowano sie tworzeniem oprogramowania o charakterze
uzytkowym/komercyjnym. W omawianym okresie powstaty
dwa, stosunkowo duze, pakiety: SONMAP (System
Oprogramowania Numerycznych Metod Analizy Poal),
opracowany przez pracownikéw Politechniki Szczecinskiej i
FAT (Field Analysis Translator), opracowany przez
pracownikow Politechniki Warszawskiej. SONMAP byt
kompletnym systemem obliczeniowym do analizy pola
elektromagnetycznego niskiej czestotliwosci w geometrii
2D. Kompletno$¢ systemu polegata na jego blokowym
charakterze, na ktéry sktadaty sie blok generatoréw siatek
elementéw, blok rozwigzujgcy, wykorzystujgcy MES i
metode elementdw brzegowych oraz blok wizualizacji i
post-processingu. Byt dostosowany do funkcjonowania w
srodowiskach operacyjnych DOS, Windows i Unix.
Natomiast pierwsza stabilna wersja FAT powstata w 1989

roku. Program pozwalat na analize i optymalizacje
dwuwymiarowych i osiowosymetrycznych probleméw
elektrostatycznych, magnetostatycznych i zagadnien

elektromagnetycznych.

W rozwoju elektromagnetyzmu obliczeniowego w
Polsce istotne byty wizyty studyjne polskich badaczy w
zajmujgcych sie tematykg MES osrodkach swiatowych na
przetomie lat 70. i 80., np. Andrzeja Krawczyka w Japonii
(Uniwersytety Okayama i Kanazawa) i Wielkiej Brytanii
(Uniwersytet w Southampton), czy Stawomira Wiaka w
Wielkiej Brytanii (Uniwersytet w Southampton) i we
Wioszech (Uniwersytet w Pavia). Pobyty polskich
naukowcow w renomowanych osrodkach badawczych
pozwolity przenie$¢ na grunt polski najnowsze rozwigzania
teoretyczne i praktyczne. Pozwolity one tez zaznaczyé
obecnos¢ polskich badan na arenie miedzynarodowe;j.
Wsréd oséb zaangazowanych w rozwéj MES w analizach
pola elektromagnetycznego nie mozna nie wymieni¢
réwniez takich nazwisk jak Stanistaw Bolkowski, Krystyn
Pawluk, Stanistaw Wincenciak, Jan Sikora, Modest
Gramz, Konstanty Gawrylczyk i wielu innych.

MES obecnie

Modelowanie z wykorzystaniem MES pozwala obecnie
rozwigzac problemy, ktére sg w zasadzie nierozwigzywalne
na drodze analitycznej. Oczywiscie uzyskane rozwigzanie
numeryczne jest obarczone btedami wyniktymi z rdznicy
miedzy modelem matematycznym a rzeczywisto$ciag, ale
tez réznicy pomiedzy modelem o strukturze ciggltej a
modelem dyskretnym (np. siatka trojkgtow w MES) (rys.2).
Jednak suma tych rozbieznosci przy aktualnych
mozliwosciach  obliczeniowych komputerow i dzigki
dostepnemu oprogramowaniu jest minimalizowana.

)
rzeczywistosé
-

i )
matematyczny model
obiektu

-

- )
rozwigzanie analityczne
uktadu rownan

-

. 3
sciste rozwigzanie zadania
dyskretnego

\
! )
rozwigzanie numeryczne
-

Rys.2. Rozwigzanie numeryczne a odwzorowanie rzeczywistosci
[21]

Stosowanie pakietéw obliczeniowych, bazujgcych na
MES niesie szereg korzysci. Przede wszystkim,
minimalizuje mozliwos¢ pomytki. Wszystkie obliczenia
wykonuje program, co niweluje czasochtonne obliczenia. W
typowym systemie MES praca przebiega w trzech gtéwnych
etapach [21]. Pierwszy to etap budowy modelu i
przygotowania do obliczen (preprocesing), drugi to etap
rozwigzywania (solution), a trzeci to przeglad i analiza
wynikow (postprocessing).

Wiekszo$¢ aktualnego oprogramowania wyposazona
jest w narzedzia do przygotowania modelu, jak réwniez
szeroki pakiet analizy wynikéw, z mozliwoscig generowania
raportdow [22]. Na rynku dostepna jest szeroka gama
programoéw wykorzystujgcych MES, m.in.. ABAQUS,
ANSYS, NISA, MARC, COSMOS, ALGOR, ROBOT.
Wiekszos¢ tych programdéw pozwala na importowanie
zbioréw danych dotyczgcych geometrii modeli, tworzonych
w systemach CAD .

Wspotczesnie MES jest juz dobrze opracowana w
aspekcie teoretycznym i stanowi podstawe wielu pakietéw
komercyjnych, dlatego aktywnos¢ badaczy koncentruje sie
na jej zastosowaniu w analizie pola elektromagnetycznego
w  urzadzeniach  elektrycznych, analizie  zjawisk
bioelektromagnetycznych, kompatybilnosci
elektromagnetycznej czy telekomunikacji.

Podsumowanie

Metoda elementéw skoriczonych w swojej 80-letniej
historii stata sie narzedziem obliczeniowym do analizy i
modelowania naukowego szerokiego zakresu procesow
fizycznych i zagadnien technicznych. MES znalazta
zastosowanie w rozmaitych dziedzinach nauki i inzynierii do
aproksymacji podstawowych réwnan rézniczkowych fizyki
matematycznej: w mechanice ciata odksztatcalnego, w
mechanice ptynéw, akustyce, elektromagnetyzmie, fizyce
atomowej i medycynie.

Zaletg MES jest jej uniwersalnos$¢, Moze by¢ stosowana
zarowno w zagadnieniach liniowych, jak i nieliniowych, w
zagadnieniach  stacjonarnych i niestacjonarnych, w
obiektach o geometrii regularnej i skomplikowane;j.
Jakkolwiek na rynku informatycznym spotyka sie pakiety
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oprogramowania oparte na poprzedniczce, czyli metodzie
réznic skonczonych, czy na nastepczyni, czyli metodzie
elementéw brzegowych, to dominacja metody elementow
skohAczonych wydaje sie niezagrozona.
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