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Zastosowanie algorytmu dopasowania do elipsy w pomiarach
matych wartosci sktadowej katowej zespolonego stosunku

napiec¢

Streszczenie. W artykule przeanalizowano zmodyfikowany algorytm dopasowania do elipsy (EFA), ktéry umoZliwia wyznaczenie skrajnie matych
wartos$ci sktadowej katowej zespolonego stosunku napigeé. Zastosowana modyfikacja polega na dwukrotnym zastosowaniu EFA dla sekwencji
probek przesunietych o te samg warto$c¢ kata, ale o przeciwnych znakach. Wyniki symulacji numerycznych zostaty zweryfikowane pomiarami
przeprowadzonymi w systemie pomiarowym, zawierajgcym modut akwizycji danych NI PX1-4461.

Abstract. The article analyzes a modified ellipse fitting algorithm (EFA), which enables determination of extremely small values of the angular
component of the complex voltage ratio. The applied modification consists in applying the EFA twice for the sequence of samples shifted by the
same angle value, but with opposite signs. The results of numerical simulations were verified by measurements carried out in a measuring system
containing the NI PXI-4461 data acquisition module. (The application of the ellipse fitting algorithm in the measurements of small values of

the angular component of the complex voltage ratio).

Stowa kluczowe: dopasowanie do elipsy, przesuniecie fazowe, zespolony stosunek napie¢, algorytmy numeryczne.
Keywords: ellipse fitting, phase shift, complex voltage ratio, numerical algorithms.

Wstep

Do wyznaczania sktadowych zespolonego stosunku
napie¢ metodg probkowania stosowane sg rézne algorytmy
rekonstrukcji parametrow prébkowanych napie¢
sinusoidalnych. W zaleznoéci od zastosowanej techniki
prébkowania, wykorzystuje sie algorytmy oparte na
dyskretnej transformacie Fouriera (DFT), dopasowaniu do
sygnatu sinusoidalnego (SFA) lub dopasowaniu do elipsy
(EFA). W algorytmach DFT oraz SFA istotna jest informacja
dotyczgca chwili prébkowania  kolejnych  wartosci
przetwarzanych sygnatébw - wystarczajgcg doktadnosé
przetwarzania zapewnia synchronizacja prébkowania.
Algorytm dopasowania do elipsy wykorzystuje réwnanie
krzywej stozkowej. W tym przypadku istotne jest
jednoczesne probkowanie obu przetwarzanych napiec,
natomiast znajomos¢ czasu pobierania probek nie jest
wymagana. Waznym =z punktu widzenia pomiaréw
zespolonego stosunku napie¢ ograniczeniem tego
algorytmu jest jego niestabilno$¢ dla wartosci przesuniecia
fazowego ¢ =+in, i=0,1,2,... pomiedzy probkowanymi
sygnatami. Warunek ten mozna sprowadzi¢ do ¢ =0,
poprzez zmiane znaku jednego z przetwarzanych napiec.
Obraz elipsy degeneruje sie wtedy do odcinka. W
analizowanych zastosowaniach, ze wzgledu na mozliwosé
bezposredniego wyznaczenia parametrow estymowane;j
elipsy, stosowany jest najczesciej algorytm minimalizujgcy
sume algebraiczng kwadratéw odlegtosci punktéw, ktérych
wspotrzedne kartezjanskie otrzymano metodg
jednoczesnego probkowania napieé¢, od poszukiwanej
elipsy [1],[2],[3].[4]. W [4],[5] zaproponowano algorytmy
poprawiajgce stabilnos¢ EFA dla ¢ =0, jednak wymagajg
one informacji o wartosci stosunku czestotliwosci
prébkowania do czestotliwosci analizowanych sygnatéw. W
artykule przedstawiono algorytm, ktéry pozwala na
wyeliminowanie tego ograniczenia, w tym réwniez dla
skrajnie matych  wartosci  przesuniecia fazowego.
Zaproponowano  zastosowanie metody  dwukrotnego
przesuniecia sekwencji probek o te samg wartos¢ kata, ale
o przeciwnych znakach. Omawiana zasada pomiaru jest
réwniez przedstawiona w [6]. Przedstawione tam wyniki
badan zostaty uzupetnione o symulacje obejmujgce serie
10 symulacji, co pozwolito na oszacowanie odchylenia
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standardowego bftedu skiadowej katowej. Przykfad
ilustrujgcy wptyw przesuniecia sekwencji probek na ksztatt
elipsy i potozenie wybranego punktu P(x,,y,) przedstawiono
na rysunku 1.

p=pytal;

=0T

Rys.1. Wptyw przesunigcia sekwencji probek na ksztalt, potozenie
punktu i kierunek rotacji elipsy: a) przesuniecie elipsy o dodatni kat
fazowy: +wT, b) przesunigcie elipsy o ujemny kat fazowy: - wT,.
Linig ciggta oznaczono elipsy dla wolnych od szuméw
przesunigetych sekwencji danych; koétkami zaznaczono punkty
utworzone na podstawie przesunigtych sekwencji danych
pomiarowych. Linia przerywana oznacza pierwotng elipse dla
9,=0; kwadratami zaznaczono punkty uzyskane na podstawie
wynikdw pomiaréw; ciggta strzatka wskazuje kierunki rotacji elips
uzyskanych w wyniku przesuniecia sekwencji probek

Standardowy algorytm dopasowania do elipsy
Dla N-elementowych sekwencji probkowanych napiec:

u(n)=U,, (sin onT )+ Uoi
u,(n)=U,,sin(onT, + @)+ Uy,

(1)
réwnanie krzywej stozkowej:

)

aul2 (n)+buy(n)u,(n)+ cu22 (n)+du;(n)+eu,(n)+g =¢&(n)
mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako:

@)

gdzie: n=0,1,2,....N-1, U,,, U,, sa amplitudami, Uy, Uy, -
sktadowymi statymi, w=2nf jest pulsacjg, 7, - okresem
probkowania, ¢ - przesunigciem fazowym pomiedzy

Da=¢,
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prébkowanymi sygnatami sinusoidalnymi o czestotliwosci £,
D=[D,,D,] jest macierzg modelu (ang. design matrix)
zlozong z elementéw kwadratowych D, (n)=[u,*(n), u;(n)ux(n),
,’(n)] oraz liniowych Dy(n)=[u(n), u2(n), 1], a=[a, b, ¢, d, e, g]"
jest wektorem parametrow, a & wektorem bledéw
dopasowania.

Wyznaczenie wektora parametréw a, zapewniajgcego
najlepsze dopasowanie do elipsy (minimalizacje sumy
kwadratéow btedéw: £'e), wymaga rozwigzania problemu
uogédlnionego wektora wiasnego [1]:

(4a) Sa=/Ca,
z ograniczeniem rozwigzania do przypadku elipsy
(4b) a’Ca=1.

W réwnaniach (4) S=D'D jest macierzg rozproszenia, C -
macierzowym zapisem warunku ograniczenia postaci
4ac-b’=1, a ) - najmniejszg dodatnig wartoécig wtasna.

Dla stabilnosci rozwigzania uktadu (4) najistotniejsze
znaczenie ma podmacierz S;=D,"'D, macierzy S,
zawierajgca elementy zwigzane ze wspotczynnikami
réwnania (2), decydujgcymi o wartosci sktadowej kagtowej ¢
zespolonego stosunku napiec¢, definiowanego wzorem:

(5) r=——=

Po wyznaczeniu wektora parametrow elipsy skladowe
zespolonego stosunku napiec oblicza sie ze wzorow:

(6) r:ﬁ:\/z’ w:krarccosm_
Uml ¢ 2\/;

W (6) znak wspoétczynnika k,=+1, zalezny od kierunku
rotacji elipsy, jest okreslany na podstawie pomocniczego
algorytmu [2],[3].

a ) T T T

b)

Rys.2. Zalezno$¢ bezwzglednego btedu wyznaczenia sktadowej
katowej Agp zespolonego stosunku napie¢ w funkcji przyjetej do
obliczen wartosci tego kata (linia ciggta) oraz jego odchylenia
standardowego std(Ag) (szare kétka) dla stosunku czestotliwosci fi/f
réwnych 10,05 oraz dla: a) SNR = 80 dB, b) SNR = 120 dB
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W wyniku przeprowadzonych badan symulacyjnych
wyznaczono zalezno$é bezwzglednego btedu wyznaczenia
sktadowej katowej Ap w funkcji przyjetej do obliczen,
zgodnie z modelem (1), wartosci kata ¢, z zakresu <-10,
+10> mrad. Wyniki tych badan, otrzymanych jako wartos¢
$rednia z 10 symulacji, pokazano na rysunkach 2 i 3. Z
wykresow tych wynika, ze dla standardowego algorytmu
dopasowania do elipsy wartos¢ btedu estymacji sktadowej
katowej Ap zespolonego stosunku napie¢ rosnie wraz ze
zmniejszaniem sie wartosci tej sktadowej, przy czym
wartosci bezwzgledne tego btedu sg takie same dla |¢,|. Dla
»,=0 widoczna jest niestabilno$¢ tego algorytmu, kidrag
potwierdza  znaczny  wzrost warto$ci  odchylenia
standardowego w obszarach wokét zerowej wartosci kata
@, Szerokos¢ tego obszaru niestabilnosci zmniejsza sie
wraz ze wzrostem wartosci SNR. Roéwniez wartosci btedu
estymacji Ap zalezg od wartosci wspotczynnika SNR.
Wzrost wartosci SNR o 40 dB powoduje dziesieciokrotne
zmniejszenie wartosci tego btedu.

a)

0
@, (mrad)

Rys.3. Zalezno$¢ bezwzglednego btedu wyznaczenia sktadowej
katowej Agp zespolonego stosunku napie¢ w funkcji przyjetej do
obliczen wartosci tego kata (linia ciggta) oraz jego odchylenia
standardowego std(Ap) (szare kétka) dla stosunku czestotliwosci
probkowania do czestotliwosci sygnatéw sinusoidalnych £//=100,50
oraz dla: a) SNR = 80 dB, b) SNR = 120 dB

Obliczenia przeprowadzono dla dwéch wybranych
wartosci f/f rownych 10,05 i 100,50, oraz liczby probek
réwnych odpowiednio 200 i 2000. Zbadano réwniez wptyw
dwodch wartosci stosunku sygnatu do szumu (SNR) 80 dB
oraz 120dB na wartos¢ tego btedu. Dodatkowo
przedstawiono zaleznosci odchylenia standardowego
std(Agp) od nastawionej warto$ci kata ¢,.

Zmodyfikowany algorytm dopasowania do elipsy

Jedng z mozliwosci zmiany przesuniecia fazowego
pomiedzy zbiorami prébek mierzonych sygnatéw jest ich
podziat na zestawy prébek o parzystych (p) i nieparzystych
(n) indeksach [6]:
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uP (m)=U,,, sin(w2nT, )+ Uy,
(7a) : ;
ug (m) = Um2 Sin(wznrv + ¢) + U02

u"(m)=U, ,sinon+ DT, +U
gy U=V sme@n 0 U
uy(m)=U,,sin(@Q2n+1D)T, +p)+U,,

gdzie m=0,1,2,...,N/2-1.

Z otrzymanych podzbioréw prébek nalezy zestawi¢ dwie
grupy par:

Pl (m) = (i (m), u? (m)

(8) . . IERY
P! (m) = (u? (m),u" (m))

a nastepnie = zastosowa¢  standardowy  algorytm
dopasowania do elipsy dla kazdej z N/2 - elementowych
grup (8). Z (7) i (8) wynika, ze powyzsze pary tworzg elipsy
charakteryzujgce sie przesunieciami fazowymi:

(9) goll = gD—(OTS
@, =+l

Poszukiwana warto$¢ kata fazowego ¢ jest obliczana

jako $rednia arytmetyczna katéw (9).

Dla N=2f przesuniecie fazowe elips mozna zwiekszyé
poprzez powtdrzenie procedury podziatu zestawow (7) na
osiem podzbioréw, zawierajgcych po N/8 prébek i
zestawienie ich w cztery grupy par:

P]H (S) (Vnan (S), vilap (S)

1

Pl(s) (VI‘HP (5), V" (s)

(10)

P (s) =" (.7 (o)

)
)
)
)

P (s) = (" (), 4”7 (s)

gdzie: s =0,1,2,..., N/4-1.

Nastepnie z podzbioréw (10) nalezy utworzy¢ dwa N/2 -
elementowe zestawy par napiec

u, |14
FL®)= (PAH (S)J

qu (s) ’
P}II (s)

(1)
Pf} (s)= [

dla ktérych beda obliczane standardowym algorytmem
dopasowania do elipsy wartosci przesunie¢ fazowych:
" =¢p-2al,
(12) ¢)l]7]4 ¢) S .
Drs = ¢+2wTs

Poszukiwana warto$¢ kata fazowego ¢ jest obliczana
jako érednia arytmetyczna katéw (12).

Wyniki badan symulacyjnych opisanych dwdéch wersji
zmodyfikowanych algorytméw dopasowania do elipsy,
przeprowadzonych dla niezmienionych wartosci
parametréw, pokazano na rysunkach 4 i 5.
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Rys.4. Zalezno$¢ bezwzglednego btedu wyznaczenia sktadowej
katowej Ay zespolonego stosunku napie¢ w funkcji przyjetej do
obliczen wartosci tego kata dla f/f=10,05 i zmodyfikowanych
algorytméw dopasowania do elipsy: szarymi kétkami oznaczono
wartosci otrzymane na podstawie wzoru (9), a gwiazdkami - na
podstawie wzoru (12). Linie otrzymano poprzez dopasowanie
wartosci obliczonych do prostej: linia ciagta - (9), linia przerywana -
(12) dla: a) SNR=80 dB, b) SNR=120 dB

Zastosowanie proponowanych metod dwukrotnego
przesuniecia sekwencji probek o te samg wartos¢ kata
znacznie zmniejsza warto$¢ btedu przesuniecia fazowego,
réwniez gdy |p| =0. Wyeliminowano widoczng na rysunkach
2 i 3 niestabilno$¢ standardowego algorytmu dopasowania
do elipsy. Jednoczesnie widoczny jest duzy wptyw warto$ci
wspotczynnika SNR na wartos¢ tego btedu. Dla f/f= 10,05,
zwiekszenie SNR o 40 dB dziesieciokrotnie zmniejszyto
wartos¢ Ag. Natomiast dla f/f= 100,50 otrzymano w takim
przypadku okoto 70-krotne zmniejszenie Ag¢. Dla
f/f=100,50 dwukrotne zwiekszenie wartosci kata
przesuwajgcego sekwencje prébek wptyneto na dalsze
istotne zmniejszenie wartosci btedu przesuniecia fazowego.
Dla fJ/f=10,05 wyniki sg poréwnywalne, niezaleznie od
wartosci zastosowanego przesunigcia sekwencji probek.

Zaproponowane warianty metody przesunie¢ sekwencji
prébek charakteryzuja sie ztozonoscig obliczeniowg
zalezng od liczby elementéw niezbednych do wyznaczenia
macierzy rozproszenia S. W zmodyfikowanych algorytmach
dopasowania do elipsy nalezy wprawdzie dwukrotnie
wyznaczy¢, zgodnie z (4), wektor parametrow a, ale
obliczenia sg realizowane dla dwukrotnie mniejszej liczby

probek. Stad ztozonos¢ obliczeniowa algorytmow
zmodyfikowanych jest zblizona do algorytmu
standardowego.
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Rys.5. Zaleznos¢ bezwzglednego btedu wyznaczenia sktadowej
katowej Ap zespolonego stosunku napie¢ w funkcji przyjetej do
obliczen wartosci tego kata dla f/f= 100,50 i zmodyfikowanych
algorytméw dopasowania do elipsy: szarymi kétkami oznaczono
wartosci otrzymane na podstawie wzoru (9), a gwiazdkami - na
podstawie wzoru (12). Linie otrzymano poprzez dopasowanie
wartosci obliczonych do prostej: linia ciggta - (9), linia przerywana -
(12) dla a) SNR = 80 dB, b) SNR =120 dB

Wyniki pomiaréw

Eksperymentalng weryfikacje zmodyfikowanych
algorytméw dopasowania do elipsy (mEFA)
przeprowadzono z wykorzystaniem modutowego systemu
PXI, opisanego szczegotowo w [4],[7]. System
wykorzystano do pomiaru réznicy przesunie¢ fazowych
wprowadzanych przez dwa 24-bitowe tory przetwarzania
analogowo-cyfrowego, zawarte w module NI PXI-4461.
Pomiar polegat na wyznaczeniu sktadowej katowej
zespolonego stosunku napie¢ wyjsciowych tych toréw, ktére
byly zasilane tym samym sygnatem sinusoidalnym o
czestotliwosci f=1kHz i amplitudzie 0,7V. Wyniki,
otrzymane jako S$rednia z serii 10 pomiaréw, poréwnano z
obliczonymi za pomocg 7-parametrowego algorytmu
dopasowania do sinusa (SFA7p) [2]. Pomiary, zrealizowane
dla czestotliwosci probkowania i liczby probek identycznych
z przyjetymi do obliczeh symulacyjnych, zestawiono w
tabeli 1.

Tabela 1. Pomiary skltadowej katowej zespolonego stosunku napie¢

Algorytm SFA7p mEFA | (oT,) |mEFA Il 2T,)
Czestotliwosé | ¢ | stdp) | ¢ |stdlp) | ¢ | std(e)
probkowania | (urad) | (urad) | (urad) | (prad) | (urad) | (prad)

10,050 kHz | 1,84 | 0,12 | 1,84 | 0,19 | 1,81 | 0,18
100,50 kHz | 1,56 | 0,08 | 1,60 | 0,09 | 1,60 | 0,10

Standardowy algorytm dopasowania do elipsy dla tak
matych warto$ci kata przesuniecia fazowego pomiedzy
porobwnywanymi  napieciami nie dziala poprawnie.
Poréwnanie wynikow pomiaréw przesuniecia fazowego
referencyjnego algorytmu SFA7p ze zmodyfikowanymi
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algorytmami dopasowywania do elipsy wykazuje duzg
zbieznos$¢ obliczonych wartosci, niezaleznie od wartosci
czestotliwosci  probkowania. Niepewnos¢ wyznaczenia
wartosci tego przesuniecia, szacowana za pomoca
wyznaczonego odchylenia standardowego, jest
porownywalna dla wszystkich algorytmoéw. Dziesieciokrotne
zwigkszenie czestotliwosci probkowania spowodowato
dwukrotne  zmniejszenie  odchylenia  standardowego
wynikébw  otrzymanych zmodyfikowanymi  algorytmami
dopasowania do elipsy, niezaleznie od wartosci
zastosowanego przesuniecia sekwencji prébek.

Podsumowanie

Poréwnanie wynikéw badan symulacyjnych i pomiarow
wykonanych w systemie pomiarowym potwierdzito
skutecznos¢  proponowanych  modyfikacji  algorytmu
dopasowania do elipsy. Nawet dla skrajnie matych wartosci
przesuniecia fazowego rzedu 10°® rad, otrzymane wartos$ci
sktadowe] katowej ¢ zespolonego stosunku napie¢ byty
poréwnywalne z obliczonym algorytmem SF7p. W takich
warunkach standardowy EFA nie moze by¢ wykorzystany
ze wzgledu na niestabilne dziatanie wynikajgce ze zlego
uwarunkowania macierzy rozproszenia S.
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