Emilian SWITALSKI, Krzysztof GORECKI

Uniwersytet Morski w Gdyni, Wydziat Elektryczny, Katedra Elektroniki Morskiej

doi:10.15199/48.2022.09.33

ORCID: 1. 0000-0002-5437-381X 2. 0000-0002-9857-8235

Wykorzystanie funkcji W-Lamberta do modelowania
charakterystyk elektrolizera alkalicznego

Streszczenie: Praca przedstawia proces formutowania modelu elektrolizera alkalicznego z uwzglednieniem stezenia masowego roztworu wodnego
KOH. W pracy zostata przeanalizowana przydatno$¢ réznych funkcji do opisu charakterystyk statycznych takiego elektrolizera. Zaproponowano opis
matematyczny rozwazanych charakterystyk zapewniajgcy uzyskanie wysokiej doktadnosci modelowania i wykorzystujgcy stezenie roztworu jako
parametr. Przedstawiono sposéb automatycznego doboru warto$ci wspétczynnikébw w zaproponowanym opisie matematycznym i zoptymalizowano
liczbe tych wspoéfczynnikéw. Poprawnos$¢ modelowania zweryfikowano do$wiadczalnie w szerokim zakresie zmian stezenia roztworu.

Abstract: This paper presents the process of formulating an alkaline electrolyser model taking into account the mass concentration of KOH aqueous
solution. The paper analyzes the usefulness of various functions for the description of the dc characteristics of such an electrolyser. A mathematical
description of the considered characteristics has been proposed, ensuring high modeling accuracy and using the solution concentration as a
parameter. The method of automatic selection of the values of the coefficients in the proposed mathematical description is presented and the
number of these coefficients is optimized. The correctness of the modeling was verified experimentally in a wide range of changes in the
concentration of the solution. (Using Lambert-W function in modelling characteristics of an alkaline electrolyser).
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Wstep

Obecnie duzg wage przyktada sie do wykorzystania
alternatywnych zrodet energii. Jednym z nich jest wodoér.
Moze by¢ on produkowany przemystowo przy
wykorzystaniu ré6znych metod opisanych m.in. w pracy [1].
Jedng z popularnych metod produkcji wodoru jest
elektroliza  realizowana m.in. przy  wykorzystaniu
elektrolizeréw alkalicznych [2].

Przy projektowaniu urzadzen elektrycznych wykorzystuje
sie modele komponentow tych urzadzen. W szczegdlnosci
modele te opisujg charakterystyki prgdowo-napieciowe tych
komponentéw. Charakterystyki elektrolizeréw alkalicznych
sg funkcjami nieliniowymi a ich przebieg zalezy od stezenia
roztworu [3]. Niestety, modele elektrolizeréw prezentowane
w literaturze [3, 4] nie zapewniajg wysokiej doktadnosci
opisu charakterystyk elektrycznych elektrolizerow
alkalicznych. Dlatego celowe jest sformutowanie nowego
modelu tego urzgdzenia.

Proces modelowania charakterystyk urzadzenia
elektrycznego wymaga dwoch krokéw. Po pierwsze nalezy
sformutowaé réwnanie opisujgce takie charakterystyki.
Wymaga to doboru odpowiednich funkcji matematycznych.
Drugim krokiem jest wyznaczenie wartosci wspotczynnikow
wystepujgcych w tych funkcjach, zapewniajgcych uzyskanie
zadowalajgcej zgodnosci wynikdw obliczen i pomiarow.

W klasycznym przypadku dobér funkcji uzytej do opisu
modelowanej charakterystyki jest rezultatem doswiadczenia
badacza oraz zmudnych préb poszukiwania najlepszego
dopasowania wynikéw obliczen i pomiaréw. Obecnie s3g
dostepne technologie informatyczne (jak  python),
wykorzystujgce obliczenia numeryczne, wspomagajgce
badacza na obu etapach modelowania.

W pracy zostat przedstawiony sposéb sformutowania
modelu elektrolizera opracowany z wykorzystaniem funkciji
W-Lamberta oraz algorytmu dopasowywania,
wykorzystujacego metode najmniejszych kwadratéw. Na
uwage zastuguje metodyka, kiéra moze by¢ wykorzystana
podczas pracy z innymi trudnymi do zamodelowania
obiektami.

Narzedziem wykorzystywanym do przygotowania modelu
byt python ze standardowymi modutami wykorzystywanymi
w analizie danych, czyli numpy [5] i pandas [6]. Do
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prezentacji wykreséw zostat opracowany dedykowany
modut wykorzystujgcy matplotlib.

Narzedzia do aproksymacji funkcji

Przedmiotem badan jest dobdr funkciji aproksymujacej
charakterystyki pragdowo-napieciowe elektrolizera
scharakteryzowanego w pracy [7]. Charakterystyki te
zostaly zmierzone dla réznych stezenn masowych KOH
réwnych kolejno: 0.1%o, 2%o, 5%o, 10%o0, 20%o0, 50%o i 100%o.
Do aproksymacji wynikdw pomiardw zostata wykorzystana
metoda curve_fit zklasy optimize modutu scipy [8].

from scipy.optimize import curve_fit

Uzywajac tej metody, nalezy przekaza¢c wektory
zawierajgce wspotrzedne x, y punktow lezacych na
zmierzonej charakterystyce modelowanego elektrolizera
oraz wskazac¢ definicje funkcji, dla ktérej nalezy dobraé
wspotczynniki  zapewniajgce  najlepsze  dopasowanie.
Mozna tez zadaé¢ wartoéci poczgtkowe wspotczynnikow.
Funkcja zwraca kolejne wspotczynniki uzywane w funkcji
popt oraz szacowang kowariancje pcov.

popt, pcov = curve_fit(fnc, y, x)
a, b, ... = popt

Dzieki wektorom pcov mozna obliczyé odchylenie
standardowe, ktdre postuzy do poréwnywania testowanych
modeli.

err = np.sqrt(np.diag(pcov))))
a, b, ... = popt

Aby uprosci¢ poréwnywanie réznych postaci modeli, w
niniejszej pracy, wartosci odchylen standardowych dla
wszystkich wspoétczynnikdéw sg usredniane i prezentowane
jako jedna warto$¢, ktéra dalej bedzie nazywana
wspotczynnikiem btedu. Im jego wartosé jest mniejsza tym
zbieznosc¢ uzyskiwana jest szybciej.

Rozwazane funkcje aproksymujace

Zmierzone rodziny charakterystyk pradowo-napieciowych
elektrolizera majg charakter wyktadniczy [3]. Do
modelowania tego typu przebiegdéw czesto wykorzystuje sie
funkcje eksponencjalng fexp [4, 9]

(1) fexp(x) = 9 — 9
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gdzie wyktadnikiem jest funkcja liniowa g(x) o postaci:

) glx) =ax+»b

def FncExp(U:np.array, a, b):
I = np.exp((U * a) + b) - np.exp(b)
return I

Stosujgc dopasowanie wspétczynnikéw funkcji fexp z
wykorzystaniem narzedzia curve_fit uzyskuje sie
wartosci wspotczynnika btedu w zakresie od 0,073 do
0,175. Wyniki aproksymacji pokazano na rys. 1, na ktérym
punkty oznaczajg wyniki pomiarow, a linie wyniki obliczeh.
Mimo, iz blad przyjmuje relatywnie mate wartosci, na rys. 1
wyraznie widaé, ze rozwazany model nie zapewnia
pozadanej doktadnosci dla matych prgdow. Widac¢ tez, ze

doktadnosc¢ jest niezadowalajgca dla pradow
przekraczajgcych 80 A.
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Rys. 1. Dopasowanie wynikéw obliczen i pomiaréw przy

wykorzystaniu funkcji eksponencjalnej danej wzorem (1)

Z prac [10-13] wiadomo, ze do modelowania podobnych
przebiegéw coraz czesciej wykorzystuje sie funkcje W-
Labmerta W(x) zwang tez omega. Jest ona odwrotnoscig
funkgji f(x)=xe*, a jej postaé przedstawia sie réownaniem (3).
(3) x=W(x)- e?WW®
Funkcja ta zostata ztozona z funkcjg eksponencjalng
oraz zostata pozbawiona offsetu, tworzgc funkcje fiw.

(4) fuw () = W(eI®) — w(e9®)

def FncLw(U:np.array, a, b):

I = lambertw(np.exp((U * a) + b)) -
lambertw(np.exp(b))

return I.real

Stosujgc dopasowanie wspotczynnikdéw funkcji fiw z
uzyciem narzedzia curve_fit uzyskuje sie bardzo duzy
zakres zmian warto$ci wspétczynnika btedu. Jego wartosci
sg wieksze niz w poprzednim przypadku i mieszczg sie w
zakresie od 0,19 do 11. Jednak dla duzych wartosci pradéw
model jest poprawny i wykazuje wtasciwg tendencje zmian.
Wyniki modelowania pokazano na rys. 2.

Ze wzgledu na niesatysfakcjonujgce dopasowanie
wynikéw obliczen do wynikéw pomiaréw, ktére zapewniajg
pojedyncze  funkcje, sprawdzono przydatnos¢ do
aproksymacji rozwazanych zaleznosci trzech funkcji
sktadanych o postaci:

(9) fa(x) = fexp, (¥) + fexp, (%)
(6) f(x) = fexp () + frw ()
(7) fe(x) = fiw, 0+ fiw, (x)
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Rys. 2. Dopasowanie wynikéw obliczen i pomiarow przy

wykorzystaniu funkcji W-Lamberta danej wzorem (3)

def FncA(U:np.array, a, b, c, d):
I = (FncExp(U, a, b) + FncExp(U, c, d))
return I

def FncB(U:np.array, a, b, c, d):
I = (FncExp(U, a, b) + FncLw(U, c, d))
return I

def FncC(U:np.array, a, b, c, d):
I = (FncLw(U, a, b) + FncLw(U, c, d))
return I

Zadna z rozwazanych funkcji nie zapewnia bezbtednej
aproksymacji. Dla kazdej z tych funkcji wybrano jednag
charakterystyke, dla ktdérej wspétczynniki postuzyty jako
warunki poczatkowe do obliczeh wspdétczynnikdw w kolejnej
iteracji. Wybor tych wspofczynnikow byt podyktowany
nastepujgcymi czynnikami:

e mozliwie matg wartoscig wspotczynnika btedu,

o warto$ciami wspotczynnikéw, ktoére zachowujg trend
wzgledem wspotczynnikdw z pozostatych przebiegow,

e wartoscig stezenia - najlepiej 5%o, 10%o lub 20%,

ewentualnie 2%o lub 50%o.

Wartosci wspétczynnika btedu zostaty podane w Tabeli 1.
Na zielono zostaly oznaczone wartosci tych btedéw dla
przebiegow, ktérych wspotczynniki poczgtkowe postuzyly
jako warunki poczgtkowe dla kolejnej iteracji.

curve_fit(FncX, U, I, p0=(a@,b0,c0,do))

Na czerwono oznaczono wartosci btedu, przy ktérej
iteracja druga, z modyfikacjg standéw poczgtkowych,
znacznie pogorszyta doktadnos¢ aproksymaciji.

Funkcja fa bedgca ziozeniem dwdch  funkgiji
eksponencjalnych cechuje sie zdecydowanie najwiekszym
wspotczynnikiem btedu. Funkcja fg ztozona z funkgji
eksponencjalnej i funkcji W-Lamberta na wykresie w skali
liniowej wykazuje dobrg zgodno$¢ z wynikami pomiaréw
(rys. 3a). Jednak wykres w skali liniowo-logarytmicznej (rys.
3b) ujawnia, ze dla matych pragdéw dopasowanie nie jest
zadowalajace. Z kolei, model oparty na funkcji fc ztozonej z
dwéch  funkcji  W-Lamberta  zapewnia  najlepsze
dopasowanie wynikéw obliczen i pomiaréw, co potwierdza
rys. 3.

Tabela. 1. Wartosci wspotczynnikéw btedu dla funkgji (5-7)

stezenie

iteracja 1

2,51x10°|  2,22| 2,51

inf 2,11 578x10°|  0,84| 299

5,0(1,75x10° inf 8,44| 24x10°| 0,85 1,44
10,0 NaN inf 11,95 6753 222| 187
20,0 inf 646,3| 241| 147
50,0 NaN| 4,49 1,68 6,47x10°| 4,48/ 1,68
100,0 infl 087 223 1o’ EXE 223
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Rys. 3. Dopasowanie wynikdw obliczen i pomiaréw przy uzyciu

funkcji fs (6): w skali liniowej (a) oraz liniowo-logarytmicznej (b)
Model ogdiny

Wykorzystujac wyniki przedstawione w poprzednim
rozdziale wybrano funkcje fc do opisu charakterystyk
elektrolizera. Jednak wspotczynniki tej funkcji zostaty
wyznaczone osobno dla kazdej krzywej odpowiadajgcej
poszczegolnym warto$ciom stezenia Ca.. W funkcji fc
wystepuje suma dwoéch funkcji fiw opisanej przy
wykorzystaniu dwoch parametréw. A zatem model opisujg
funkcje zawierajace cztery parametry a, b z funkcji fuws oraz
c, d z fuw2. Wartosci parametrow modeli zostaty
umieszczone w tab. 2. Aby zaobserwowac korelacje miedzy
tymi  parametrami  ich  warto$ci  uzyskane dla
poszczegdlnych wartosci stezenia zostaty znormalizowane
poprzez standaryzacje za pomocg wzoru:

(8) Xnorm = %’E

w ktéorym x,.-n Oznacza warto$¢ znormalizowang; ix -
wartos¢ Srednig; x -warto$¢ oryginalng; o -odchylenie
standardowe. Wyniki pokazano na wspolnym wykresie (rys.
4).
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Rys. 4. Dopasowanie wynikdw obliczen i pomiaréw przy uzyciu
funkgji fc (7): w skali liniowej (a) oraz liniowo-logarytmicznej (b)

Tabela 2. Wartosci parametrow a, b, c, d dla poszczegdinych

modeli

C. [%o] | Parametra | Parametrb | Parametrc | Parametr d

0,1 1,777 -20,562 1,933 -7,874

2,0 4,336 -10,708 13,974 -55,187

5,0 4,560 10,858 42,975 -163,36

10,0 5,064 -9,866 56,233 -212,73

20,0 6,011 10,779 63,907 -240,81

50,0 11,128 -20,021 60,645 -229,33
100,0 18,454 -34,943 53,290 -207,50

Do powigzania parametréw zostato wykorzystane
ztozenie wielomianu z funkcjg wykfadnicza (9).

9)

favca(Ca) = MNCa . p(N=-1)Ca ... 4 pxCa 4 q

Dla parametréw a, b, ¢, d zostaty dobrane empirycznie
wartosci M i N, ktére zostaty umieszczone w Tabeli 3.

Tabela 3. Wartosci M oraz N dla parametrow a, b, c, d

Parametr a EETET T o) Parametr ¢ Parametr d
M 0,97 0,97 0,94 0,94
N 5 6 6 6

Dopasowanie zostato zrealizowane przy pomocy
metody polyfit oraz polyid.

I f = np.polyld(np.polyfit(np.power(M, X), Y, N))

Znormalizowane wartosci parametréw wraz z obliczong
funkcjg dopasowujaca pokazuje rys. 5. Wida¢, ze parametry
zachowujg widoczny trend w funkcji stezenia.
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Rys. 5. Wartosci parametréw a, b, ¢, d w funkcji stezenia roztworu
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Dodatkowo mozna zaobserwowac zaleznos¢ liniowag
miedzy wspotczynnikami ¢ i d (rys. 6b) oraz korelacje
miedzy wspétczynnikami a i b, kiérg mozna opisa¢ za
pomoca wielomianu czwartego rzedu (rys. 6a)

e aib) ® c(d)

-100
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Rys. 6. Korelacja miedzy parametrami a, b (a)ic, d (b)

W koncowej postaci modelu mozna opisa¢ parametr d
za pomocg ¢ oraz b za pomocg a. Zatem, znajgc stezenie
masowe C,, za pomocg dwoch funkcji o wzorze ogdlnym
(9) nalezy obliczy¢ parametry a i ¢. Znajgc je, oblicza sie
wartosci parametrow b i d. Obliczone parametry wystarczy
podstawi¢ do funkgiji fc. Efekt modelowania za pomocg tego
modelu pokazano na rys. 7.
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Rys. 7. Charakterystyki elektrolizera z pomiaréw oraz koncowej
postaci modelu w skali liniowej (a) oraz liniowo-logarytmicznej (b)

Wartosci btedow zestawiono w Tabeli 4. Usredniony
bfad sredniokwadratowy w modelu ogdlnym (errz) wzrdst
wzgledem btedow dla poszczegdinych przebiegow (err).

C. [%o] 0,1 2 5 10 20 50 | 100
e 003 | 136 | 033 | 0,74 | 0,53 | 0,52 | 0,39
i@ 036 | 3,02 | 2,07 | 267 | 1,33 | 0,80 | 3,83

CliplCliem 104 | 223 | 6,32 | 3,60 | 2,62 | 1,53 | 9,73

Tabela 4. Wartosci btedéw Sredniokwadratowych

Podsumowanie

W pracy przedstawiono sposéb formutowania modelu
matematycznego opisujgcego charakterystyki prgdowo-
napieciowe elektrolizera alkalicznego zawierajgcego rozwor
KOH o zmieniajgcym sie stezeniu. Wykazano, testujgc
rézne funkcje, ze najlepsze dopasowanie wynikéw obliczen
i pomiaréw mozna uzyskaé, wykorzystujgc ztozenie funkcji
W-Lamberta.

Zaproponowany opis funkcyjny zapewnia bardzo dobre
dopasowanie wynikoéw obliczen i pomiarow w szerokim
zakresie zmian pradu zasilania elektrolizera oraz stezenia
elektrolitu.

Przedstawione wyniki badan mogg by¢ wykorzystane
przy formutowaniu dynamicznego modelu elektrolizera, a
takze przy poszukiwaniu postaci funkcji aproksymujgcej
wyniki wybranych pomiaréw elektrycznych.
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