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Dedukcyjna definicja btedu jako podstawa matematycznego
modelowania procesu pomiaru

Streszczenie. Przedstawiona w artykule koncepcja modelowania procesu pomiaru bazuje na definicji btedu wywodzgcej sie z analizy pomiaru przy
uzyciu wzorca o strukturze kwantowej. Definicja jest podstawg tworzenia modelu pojedynczego wyniku pomiaru umozliwiajgcego wyznaczanie
przedziatu reprezentujgcego menzurand po wykonaniu jego pomiaru. Przedziat ten uzyskiwany jest przez ztozenie wyniku pomiaru i przedziatu
niepewnoSci.

Abstract. A conception of measurement process modeling based on an error definition which comes from analysis of a measurement performed
with using a standard with a quantum structure is presented in the paper. The definition is a base of creation of a single measurement result model
which enables determination of an interval representing a measurand after its measuring. The interval is building by composition of a measurement
result and an uncertainty interval. (Deductive error definition as the basis of mathematical modeling of measurement process).

Stowa kluczowe: pomiar, menzurand, btgd pomiaru, niepewnosc.
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Wstep

Modelowanie procesu pomiaru rozumiane jest jako
dostarczaniu srodkéw matematycznych do kompleksowego N Lt
i spojnego opisu wielkosci mierzonej, wyniku jej pomiaru i o S
czynnikow wptywajgcych na doktadnosc¢ tego procesu. Opis

przetwornik typu ,flash”, pokazany na
wzgledu na prostote jego konstrukcji.

rysunku 1, ze

C
zwigzkéow miedzy wielkosciami wystepujgcymi w tym R >/
procesie tworzy model pomiaru. Zgodnie przewodnikiem [7]

wartos¢ wielkosci mierzonej (menzurandu [8]) jest tozsama R >/

z jej wartoscig prawdziwg (rzeczywistg). Zatem pomiar
mozna okresli¢ jako eksperyment fizyczny majgcy na celu
uzyskanie wyniku pomiaru, ktory jest liczbg mozliwie

wzgledu na czynniki losowe, w danych warunkach )
pomiarowych mozliwych do uzyskania jest wiele wynikow. R ﬁ

n
najblizszg rzeczywistej wartosci wielko$ci mierzonej. Ze Encoder |—»
Mozna wéwczas powiedzie¢, ze pojedynczy wynik pomiaru —
jest realizacja zmiennej losowe] opisujgcej populacje R
potencjalnych wynikéw. Roznica miedzy wartoscig wielkosci I C
mierzonej a wynikiem pomiaru opisywana jest jako btgd
catkowity wyniku pomiaru, na ktoéry sktadajg sie btedy R %
czgstkowe opisujgce  oddziatywanie  poszczegdlnych —
wielkosci wptywajgcych na wynik pomiaru.
Kocowym dziataniem w procesie pomiaru jest Rys. 1. Schemat przetwornika A/C typu flash” [1]
okreslenie rozbiezno$ci miedzy wartoscia wielkoSci ) o ) )
mierzonej a wynikiem pomiaru. Powszechnie do tego celu Przetwornik  A/C  realizuje pomiar na zasadzie

stosuje sie przedziat obejmujacy liczby rzeczywiste i
reprezentujgcy wielkos¢ mierzong [6], [7], nazywany tu
przedziatem menzurandu, wyznaczany na podstawie
wyniku pomiaru i opisu btedu catkowitego. Btad catkowity
jest traktowany jako losowy, zatem granice przedziatu
menzurandu opisywane sa w kategoriach
probabilistycznych. Oznacza to, ze btedy czgstkowe
rozpatrywane sg rowniez jako losowe [2], [3].

Przyjmuje sie, ze wynik pomiaru pozbawiony jest
btedéw o statych wartosciach, ktére sg eliminowane z
wyniku za pomocg poprawek [6]. Wynik niepoprawiony
nazywany jest surowym. W probabilistycznym opisie
btedéw poprawki sg traktowane jako wartosci oczekiwane
rozktadow btedow.

Dedukcyjna definicja btedu pomiaru

U podstaw aparatu matematycznego opisanego w
artykule lezy definicja btedu nazywana dedukcyjng, gdyz
wywodzi sie ona z analizy procesu pomiaru przy uzyciu
wzorca o strukturze kwantowej (ziarnistej). Tego rodzaju
wzorce stosowane sg gtébwnie w przetwornikach
analogowo-cyfrowych. Dla celéw analizy wybrano

kwantowania, czyli przez poréwnanie wielkosci mierzonej z
wzorcem sktadajgcym sie kwantéw, ktore sg elementarnymi
wzorcami o jednakowych wartosciach znacznie mniejszych
od zakresu pomiarowego przetwornika. W przypadku
rozpatrywanego przetwornika A/C kwant jest spadkiem
napiecia na rezystorze wzorcowym R na skutek przeptywu
stabilnego pradu odniesienia /,.;. Zespdt komparatorow C
poréwnuje napiecie mierzone x ze zbiorem kwantéw, a
wynik poréwnania wyprowadzany jest na wyjscie
przetwornika jako liczba ng kwantéw przyporzgdkowana
wartosci wielkosci mierzonej. Efekt tego przyporzadkowania
mozna przedstawi¢ w postaci graficznej jak na rysunku 2.

X

] 1 [l l ] »
T i T t >

I 1
0 q 2q ... neqg  (ngtl)g

Rys. 2. Graficzna interpretacja napiecia x w postaci przedziatu
okreslonego przez wskazanie n, przetwornika A/C z rysunku 1 [1]
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Z rysunku 2 wynika, ze nieznana wartos¢ rzeczywista
napiecia mierzonego x moze by¢ opisana za pomocag
przedziatu utworzonego w dziedzinie liczb rzeczywistych ®
i okreslonego przez wskazanie n, oraz wartos¢ kwantu g
zgodnie z zaleznoscig:

(1) nqq<xS(nq+l)q,

ktéra moze by¢ zapisana jako:

2) O<x-nqg<gq.

lloczyn:

@) X=nq

stanowi surowy wynik pomiaru napiecia za pomocag

przyktadowego przetwornika A/C. Po jego wprowadzeniu do
wyrazenia (2) uzyskuje sie:

O<x—-x<gq.
(4)

Nierébwnos$¢ (4) okresla granice btedu kwantowania
wyniku surowego. Zgodnie z (4) btgd ten ma postac:

(5) éq=x—i,

czyli jest on roéznicg miedzy nieznang wartoscig wielkosci
poddawanej pomiarowi a wartoscig wielkosci odniesienia
[8], ktérg w tym przypadku jest surowy wynik pomiaru.

Wynik pomiaru wykonanego za pomocg przetwornika
A/C z rysunku 1 mozna opisaé analitycznie jako:

(6) x=qn,= qent(ﬁj.
q

gdzie symbolem ent oznaczono funkcje entier, ktorej

wartos¢ jest rowna czesci catkowitej argumentu. Btad

kwantowania zgodnie z (5) opisuje wéwczas réwnanie:

@) ¢, = x—qent(f :
q

Wyrazenie (7) umozliwia uzyskanie probabilistycznego

opisu btedu kwantowania zaréwno w sposob analityczny,

jak i przy uzyciu metody Monte Carlo [1]. Przy zatozeniu, ze

wartosci napiecia mierzonego sg jednakowo
prawdopodobne w  calym  zakresie = pomiarowym
przetwornika A/C, wuzyskuje sie funkcje gestosci

prawdopodobiehstwa btedu pokazang na rysunku 3.

A ge)
1/q

»
»—

0 q e,

Rys. 3. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa btedu kwantowania
uzyskana przy zastosowaniu definicji bledu wyniku surowego (5)

Btad o rozktadzie przedstawionym na rysunku 3 zawiera

sktadowg systematyczng, ktérg mozna wyznaczy¢ jako
wartos¢ oczekiwang rozktadu btedu:

q q
©  Be,)-[ele e, = e, de, =L,
0 0 q

Po wyeliminowaniu tej sktadowej systematycznej z

rozktadu btedu kwantowania przez odjecie wartosci
oczekiwanej od kazdej realizacji btedu, uzyskuje sie
symetryczng  funkcje  gestosci  prawdopodobienstwa

pokazang na rysunku 4. Zgodnie ze wzorem (5), eliminacja
tej sktadowej jest rownowazna korekcji wyniku surowego (6)
przez dodanie do niego poprawki réwnej wartosci
oczekiwanej btedu zgodnie z zaleznoscia:

x= i+E(éq)= qent(£j+1 = q|:ent(£j+l:|'
©) 7 2 q) 2

gdzie x oznacza ogdlnie wynik pomiaru z usunietymi
wszystkimi sktadowymi o charakterze systematycznym.
Z zaleznosci (9) wynika, ze poprawke mozna réwniez

wprowadza¢ dodajgc  wartos¢ 0,5 do wskazania
przetwornika A/C.
4 g(eq)
1/q
-2 a2 e,

Rys. 4. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa btedu kwantowania
po wyeliminowaniu sktadowej systematycznej

Wprowadzajgc do wzoru (5) poprawiony wynik pomiaru
w miejsce surowego otrzymuje sie dedukcyjng definicje
btedu:
(10)
ktéra jest podstawg budowania aparatu matematycznego
opisanego w dalszej czesci artykutu. Punktem wyjscia
rozwazan jest przeksztatcenie zaleznosci (10) do modelu
pojedynczego wyniku pomiaru w postaci réwnania:

(11) X=X+e,

zgodnie z ktérym kazda para skiadajgca sie z realizacji
wyniku pomiaru i btedu rézni sie o stalg wartos¢ rowng
rzeczywistej wartosci wielkosci mierzonej. Oznacza to, ze
rozktad potencjalnych wynikow pomiaru wokot tej wartosci
moze by¢ okreSlony na podstawie rozktadu btedu
catkowitego e. W przypadku bitedu o rozktadzie
symetrycznym jak na rysunku 4, obydwa te rozktady réznig
sie jedynie wartoscig oczekiwang.

Model wyniku pomiaru w postaci (11) dopetnia rownanie
btedu opisujgce zwigzki miedzy btedem catkowitym a
czastkowymi btedami pomiaru. Z analiz przedstawionych w
pracy [1] wynika, Zze btad catkowity mozna opisa¢ jako sume
I btedoéw czagstkowych:

(12) e=e +e,+...+e,,

ktérych ewentualna wspéizaleznos¢ okreslana jest przez
wspotczynniki korelacji.

e=x—2X.

Wykorzystanie dedukcyjnej definicji bledu do
wyznaczania przedziatu niepewnosci

Zgodnie z przyjetg definicja przedzialu menzurandu,
przedziat niepewnos$ci jest zbiorem liczb rzeczywistych,
takim, dla ktérego prawdopodobienstwo Pr wystgpienia w
nim rzeczywistej wartosci wielkosci mierzonej w relacji do

wyniku pomiaru X wynosi p, co mozna zapisa¢ jako:
(13) Pr[gs(x—fc)sﬁ]:p )
gdzie u jest dolng,
niepewnosci.

We wzorze (13) réznica w nawiasie jest definiowana
jako btagd (10). Zatem zgodnie z wyrazeniem (13), dla
znanej funkcji gestosci prawdopodobieristwa btedu g(e),
dolng granice przedziatu niepewnosci okresla zaleznosc:

u _1_p
:[Og(e)de— 5

a u gorng granicg przedziatu

(14)

a gorna:
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(15) jg(e)de :T.

Znajac granice przedziatu niepewnosci i jego $rodek w
postaci wyniku pomiaru przedziat menzurandu mozna
zapisac jako [5]:

(16) x:x—i-[g; u]
Dla symetrycznej funkcji gestosci prawdopodobienstwa
zachodzi:

(17)
gdzie U jest niepewnoscig, ktorej interpretacja jest zgodna z
przewodnikiem [7]. W takim przypadku przedziat
niepewnosci jest symetryczny, a niepewnos¢ moze by¢
wyznaczona na podstawie funkcjonatu:

lf/g(e)de =p.

Dla niesymetrycznego przedziatu pojecie niepewnosci
nie ma sensu matematycznego, przy czym znaczenie
przedziatu niepewnosci nie zmienia sie, gdyz zgodnie z
zaleznoscig (16) jest on skladowg przedziatlu menzurandu.
Dla rozktadéw “prawie” symetrycznych mozna okresli¢
niepewnos¢  jako Srednig arytmetycznag granic
wyznaczanych na podstawie zaleznosci (14) i (15).

—-u=u=U,

(18)

Przyktad 1. Rzeczywista warto$¢ napiecia mierzonego za
pomocg 8-bitowego przetwornika A/C o z rysunku 1 wynosi
x=1.728 V, a kwant ma warto$¢ g = 0.01 V. Uzyskano
wynik pomiaru: x=1,725V.

Zgodnie z funkcjonatem (18) niepewnos¢ spowodowana
btedem kwantowania o rozkiadzie symetrycznym jak na
rysunku 4, obliczana jest jako:

U
| Lge= P,
(19) v
skad otrzymuije sie:
U= gp.
(20) 2

Dla poziomu ufnosci p =0.95 niepewnos$¢ przyjmuje
wartos¢:
U=w0,95=4,75~10’3V,
(21) 2
a zatem zgodnie z (16) wynik pomiaru menzurandu
opisywany jest w tym przypadku przedziatem:

22) * =1,725+[-4,7;4,7]-107 =[1,7203 1,7297] V.

Wyznaczanie rozktadu btedu catkowitego

Bfad catkowity w modelu wyniku pomiaru (11) jest suma
(12) btedéw czgstkowych. Oznacza to, ze w przypadku, gdy
btedy te nie sg skorelowane, funkcja gestosci
prawdopodobienstwa btedu catkowitego g(e) moze by¢
wyznaczona na drodze splatania tego rodzaju funkcji
gi(ey)... gi(e)) ogdlnie dla I bledéw czastkowych. Dziatanie
to mozna ogolnie zapisac jako:

(23) g(e)=g,(e,)®g2(e2)®...®g,(e,),

gdzie ® jest symbolem splotu. Operacja splotu jest
ztlozona matematycznie, a ponadto w praktyce rozkiady
btedéw sg czesto wyznaczane eksperymentalnie i z reguly
trudno jest je opisa¢ analitycznie. Stad najbardziej
uniwersalnym, a zarazem efektywnym sposobem
wyznaczania rozktadu btedu catkowitego jest zastosowanie
metody Monte Carlo.

Eksperyment 1. Celem eksperymentu jest symulacyjne
wyznaczenie rozktadu btedu catkowitego pomiaréw
realizowanych za pomoca przyktadowego przetwornika A/C
o parametrach podanych w Przyktadzie 1. Wyniki pomiaru
obarczone sg btedem kwantowania o rozktadzie jak na
rysunku 4 i bledem spowodowanym szumem v o rozktadzie
normalnym N(0; g). W takim przypadku wynik pomiaru
zgodnie z rownaniem (9) mozna opisac¢ jako:

x= q{ent(ﬁ + Vj + 0,5} .
(24) !

Eksperyment wykonano metodg Monte Carlo w 100 000
krokach. Na poczatku kazdego kroku losowana jest warto$¢
napiecia mierzonego x w zakresie pomiarowym
przetwornika A/C wynoszgcym od 0 do 2%0,01=256V
zgodnie z rozkladem jednostajnym oraz wartos¢ szumu o
rozktadzie normalnym N(O ; 0,01 V). Nastepnie oblicza sie
wynik pomiaru zgodnie z wyrazeniem (24), po czym
wyznaczana jest wartos¢ btedu na podstawie wzoru (10),
ktora jest umieszczana w zbiorze wartosci btedu. Po
wykonaniu wszystkich krokéw eksperymentu zbiér wartosci
btedu przedstawiany jest w postaci histogramu pokazanego
na rysunku 5.
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Rys. 5. Histogram btedu catkowitego pomiaréw wykonywanych za
pomoca przyktadowego przetwornika A/C, gdy wyniki pomiaru
opisywane sg rownaniem (24)

Znajomos¢ rozktadu btedu catkowitego i rozkiadow
btedéow czgstkowych pozwala m. in. na wyznaczenie
wspotczynnikow korelacji miedzy btedami czgstkowymi [7].
Gdy wystepuja dwa btedy czastkowe jak w Eksperymencie
1, wspétczynnik korelacji mozna wyznaczy¢ na podstawie
wyrazenia:

o’ - o-j —o-szZ
Ckor :—’
ZO'qO'SZ
(25)
gdzie o4 i o5, sg odchyleniami standardowymi odpowiednio
btedu kwantowania i btedu powodowanego szumem, o
odchyleniem standardowym btedu catkowitego.

Przyktad 2. Wariancja btedu catkowitego, wyznaczona dla
zbioru wartosci btedu uzyskanego w efekcie wykonania
Eksperymentu 1 i przedstawionego w formie histogramu na
o’ =1,082-10" V*.

standardowe btedu kwantowania o rozktadzie jak na
rysunku 4 ma wartosé:
qg 1107

Viz

rysunku 5, wynosi Odchylenie

=0.289-102 V,

(26)
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a zatem jego wariancja: o-é = (0,289~10_2)z =83-10° V2.

Wariancja btedu szumu o odchyleniu standardowym
rownym wartodci kwantu: o, :(1~10"2 =1-10* V2. Po
wprowadzeniu tych wartosci do wyrazenia (25) uzyskuje
sie:
o = 1,082-10* -83-10°-1-10"*
kor — -2
@7) 2-0,0104-1-10

€O 0znacza, ze bledy czgstkowe nie sg skorelowane.

=0,

Wykorzystanie modelu wyniku pomiaru do wyznaczania
niepewnosci wyniku przetwarzania algorytmicznego
Model w postaci wyrazen (11) i (12) moze byé¢
stosowany w pzrypadku, gdy wyniki pomiaru podawane sg
przetwarzaniu algorytmicznemu [1]. Oznaczajgc symbolem
Alg operacje matematyczne realizowane w ramach
algorytmu, ich wynik zgodnie z (11) mozna zapisa¢ jako:
(28) Alg{x} = Alg{x}+ Algle}.
Zgodnie z tym rownaniem wartos¢ menzurandu na wyjsciu
algorytmu uzyskuje sie w efekcie wykonania dziatan
algorytmu na wynikach pomiaru, a przedziat niepewnosci
po wykonaniu tych dziatan na btedach. Po ztozeniu wyniku
przetwarzania z przedziatem niepewno$ci uzyskuje sie opis
menzurandu w postaci przedziatowe;j.

Przyktad 3. Za pomocg przyktadowego przetwornika A/C
wykonano serie pomiaréw napigcia o wartosci x =1.728 V
w warunkach opisanych w Eksperymencie 1. Wyniki
zawarto w Tabeli 1.

Tabela 1. Wyniki pomiaréw napiecia zaktéconego szumem
uzyskane za pomocg przetwornika A/C z rysunku 1
1 1 2 3 4 5 6
() | 1,715 | 1,715 | 1,735 | 1,725 | 1,735 | 1,735
Przyjmijmy, Ze seria wynikbw z Tabeli 1 jest

przetwarzana za pomocg algorytmu stuzgcego do
wyznaczenie wartosci Sredniej z serii. Dla modelu (11)
wielkos$¢ wyjsciowg algorytmem opisuje zaleznosSc:
1S o 1&gy 1E
Xp =gzx(l)=gzx(l)+gze(l).
(29)’ i=1 i=1 i=1
Srednia z serii wynikdw pomiaru uzyskuje wartosc:
_ 1& ., 1036
X =gzx(z)=T =1,727.
(30) =
Btad catkowity jest suma btedu kwantowania e, i i btedu
powodowanego szumem eg,. Zatem zgodnie z wyrazeniem
(29) btad catkowity wyniku przetwarzania opisuje zaleznos¢:

1< 1¢
e =gZeq(i)+gZesz(i).
(31) i=1 i=1

Biorgc pod uwage, ze btedy czgstkowe nie sg
skorelowane, jak pokazano to w Przykfadzie 2, a realizacje
tych btedéw sg pobierane odpowiednio z tych samych
populacji, na podstawie réwnania (31) wariancja bftedu
catkowitego ma postac:

2 2
o
o’ =6— +—O-52Z =l(0': +0's22).
32) ¢ 6] 6

Po wprowadzeniu do roéwnania (32) wartosci wariancji
btedéow czastkowych obliczonych w Przykiadzie 2,

otrzymuje sie warto$¢ odchylenia standardowego biedu
catkowitego wynoszaca:

o= o2 +o2) =107 [0 _425.10% v,

Na podstawie centralnego twierdzenia granicznego
mozna przyjac¢, ze btad catkowity ma rozktad normaliny, dla
ktorego wspotczynnik rozszerzenia kr =2, przy poziomie

ufnosci p=0,95 [7]. W takim przypadku niepewnos¢
Wynosi:

= = . . 73 = . 73
(34) U=ko=2-425-10 85-107 V.

Zgodnie z obliczonymi warto$ciami (30) i (34), przedziat
menzurandu (8) ma w tym przypadku postac:

(35) ¥ =1L727+ [-8,5:85]-10° =[1,7185;1,7355] V.

Podsumowanie

Opisana dedukcyjna definicja btedu tworzona jest na
podstawie analizy procesu pomiaru realizowanego z
wykorzystaniem wzorca o strukturze kwantowej, jednak
odnosi sie réwniez do sytuacji, gdy zaktada sie strukture
ziarnistg wzorca uzywajgc pojecia rozdzielczosci do opisu
wyniku pomiaru. Mozna zatem powiedzie¢, ze tworzony na
jej podstawie model pojedynczego wyniku pomiaru ma
uniwersalny charakter. Model ten mozna wykorzystywac do
uzyskiwania  rozktadu bledu catkowitego  wyniku
przetwarzania algorytmicznego, dzieki czemu moze by¢
stosowany w systemach pomiarowych dla sygnatéw
zmiennych w czasie [1]. Na podstawie definicji btedu mozna
zbudowa¢ formalne podstawy wyznaczania parametréw
przedzialu menzurandu tworzonego z wykorzystaniem
wyniku pomiaru i przedziatu niepewnosci okreslonego dla
znanego rozktadu btedu catkowitego. Rdéwnanie btedu
modelu wyniku pozwala na analize udziatu btedéw
czastkowych w biledzie catkowitym, a takze umozliwia
analityczne obliczanie niepewnosci na podstawie odchylen
standardowych btedéw czgstkowych, gdy spetnione s3
uwarunkowania centralnego twierdzenia granicznego.
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