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Zastosowanie aproksymacji wielomianowej w symulacjach
kwantowych laseréw kaskadowych

Streszczenie. W pracy (Application of polynomial approximation in simulations of quantum cascade lasers) zaprezentowano wyniki modelowania
struktury kwantowego lasera kaskadowego z wykorzystaniem podtfanalitycznej metody aproksymacji wielomianowej pozwalajgcej na obliczanie
rozktadu tadunku. Zastosowane podejscie zapewnia szybkg zbiezno$¢ samouzgodnionego rozwigzywania réwnan Schrédingera i Poissona oraz
pozwala na uzyskiwanie wynikéw z ustalong doktadnoscig. Dla poparcia powyzszej tezy w pracy zamieszczono wybrane symulacje struktury lasera

z uzyciem najbardziej znanych modeli.

Abstract.

The paper presents the use of semi-analytical polynomial approximation method to simulate of the QCL (quantum cascade laser)

structures. The applied approach ensures a quick convergence of the self-consistent solution of the Schrédinger and Poisson equations and allows
for a thesis that the numerical model using them is one of the most effective. To support the above thesis, a comparison of selected simulation
results obtained with the use of the best known QCL models has been provided. (Application of polynomial approximation in simulations of

quantum cascade lasers)

Stowa kluczowe: Kwantowy laser kaskadowy, rozwigzywanie réwnan Schrédingera i Poissona, formalizm NEGF.
Keywords: Quantum Cascade Laser, Schrédinger and Poisson equations, NEGF formalism,.

Wstep

Strukture kwantowych laseréw kaskadowych (QCL),
mozna przedstawi¢ jako periodyczny potencjat pochodzacy
od naprzemiennego utozenia nanometrowych warstw
dwéch  réznych  potprzewodnikdw. Przylozenie pola
elektrycznego w takim uktadzie (patrz Rys.1.), determinuje
transport elektronowy wzbogacony o zjawiska kwantowe,
ktére moga by¢ wykorzystywane do emisji promieniowania

o réznej energii [1], [2].
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Rys. 1. llustracja podstawowych mechanizméw dziatania

kwantowego lasera kaskadowego.

Z tego wzgledu QCL znajdujg szerokie zastosowanie w
réznych gateziach gospodarki a w ciggtym procesie ich
innowacji duzg role odgrywajg symulacje komputerowe.
Najbardziej wszechstronnym podejsciem w tym zakresie
jest formalizm nierownowagowych funkcji Greena (NEGF),
ktéory moze by¢ stosowany w postaci modelu opisanego w
reprezentacji pedowo-potozeniowej (RSM) [3] lub modelu
bazujgcego na wiasciwosciach funkcji Wanniera (WFM) [4].
Zaproponowany przez nas skonczony model supersieci
(FMSL) [5], dzieki pétanalitycznemu podejsciu  do
samouzgodnionego rozwigzywania rownan Schrodingera i
Poissona, umozliwia nie tylko uwzglednienie dowolnej
liczby okreséw badanej struktury, ale jest rownie efektywny
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jak model WFM oraz moze osigga¢ szybszg zbieznos¢
symulacji niz model RSM. Niniejsza praca zawiera wyniki
badan numerycznych potwierdzajgcych powyzszg teze.

Model numeryczny

Symulacje struktur QCL z wykorzystaniem modelu
FMSL odbywa sie zgodnie z algorytmem przedstawionym
na Rys. 2. Gléwng role, z punktu widzenia opisywane;j
metody, odgrywa tu proces samouzgodnionego rozwigzy-
wania rownan Schrodingera i Poissona, w wyniku ktérego
otrzymywany jest rozktad catkowitego fadunku, dla danych
parametrow materiatowych i warunkéw zasilania struktury.
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Rys. 2. Gtéwny algorytm procesu symulacji struktur QCL.

W kolejnym etapie symulacji wyznaczana jest baza
stanéw kwantowych i z jej wykorzystaniem obliczane s3g
nieréwnowagowe funkcje Greena. Na podstawie funkcji

Greena mozna  okreslic  podstawowe  parametry
transportowe badanego uktadu z uwzglednieniem
wybranych  efektéw kwantowych (np. rozpraszanie

elektronéw na fononach czy fotonach)
Idee aproksymacji wielomianowej w modelu FMSL
ilustruje schematycznie Rys. 3. Wida¢ tu rozktad potencjatu
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w kierunku transportu elektronéw, dla struktury QCL
spolaryzowanej napieciem U, wraz z zestawem opisujgcych
go parametrow. W obszarze kazdej warstwy struktury
zatozono statg wartos¢ masy efektywnej elektronu, ale
uwzgledniono zmienny potencjat, opisany funkcja
wielomianowa Vj(z) .

oA

Solives Period 1

KRS

Rys. 3. Koncepcja aproksymacji wielomianowej potencjatu w
strukturze QCL. W kazdej warstwie struktury zatozono statg mase
efektywng ale zmienny potencjat opisany funkcjg V;(2).

Proces symulacji rozpoczyna rozwigzanie rownania

Schrédingera w postaci :

(1) ,g;‘/§+[1_wj(u)]w(u)=o,

gdzie
vi(2) [2m, eE

(2) Wj(u):‘— oraz | _ i (z—z.)-

E j h i
W  powyzszych =zaleznosciach E oznacza energie
(wyrazong w eV), mg-to masa efektywna elektronu,
natomiast € jest tadunkiem elementarnym. V;(z) okresla
catkowity potencjat w j—tej warstwie uktadu zgodnie z
zaleznoscig:

(3) Vj(z):ibj,k(z—zj)“.

Warunki brzegowe dla réwnania (1) przyjeto w postaci:

4) l//j(zj+l):l//j+l(zj+l)’
(5) m dyy dy .,
I dz odz

j+l j+

natomiast rozwigzan poszukiwano w postaci szeregu
potegowego:

(6) y/J(U)Z ZCLnUn )
n=0
gdzie:
1

C: = —
(7) M -1
max (M ,nfz)
* Z‘4dJ'J<Cj,n—k_2 dlan>1
k=1

[(dj,o ~1)cj s+

Wspéitczynniki Cjo i Cj; mozna tu przyjg¢ dowolnie. Sposob

rozwigzywania rownania (1) opisano w pracach [5] i [6].
Razem z réwnaniem Schrodingera w iteracyjnej petli

procesu symulacji rozwigzywane jest réwnanie Poissona:

dVg(z) _
7(12 = ep(Z)/

gdzie &£(z) to wzgledna przenikalno$¢ dielektryczna w

®) %g(z)
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supersieci, € oznacza tadunek elementarny, zas p(z) to
funkcja gestosci tadunku, obliczana na podstawie
zaleznosci opisanych w pracy [5]. Rownanie (8) musi
spetnia¢ warunki ciggtosci potencjatu i jego pochodnej na
granicy kazdej warstwy struktury stad:

9 Vj(zj+1):Vj+l(Zj+1)

dv, dv
&j——

j+l

(10)

=&jn

Zj Zjs

Funkcje gestosci tadunku p(z) oraz potencjatu
catkowitego V¢(z) w rownaniu (8) sg przyblizane przez
wielomiany [5]:

N k
0 56)=Yaule-7)
k=0
oraz
N N+2 N
(12 V,,(z)= Sbi(z-z;f
k=0

Wspotczynniki  wielomianu (12) obliczano zgodnie z
zaleznoscia:
(13) L

b, = ik
MO (ke 1)k +2)e

Do wyznaczenia wartosci  wspotczynnikdw  ajx
zastosowano  metode  aproksymacji  wielomianowe;j
Lagrange’a. Polega ona na przyblizaniu  funkgcji

wielomianem stopnia n przyjmujgcym w n+1 punktach
(zwanych weztami interpolacji) wartosci takie same jak
przyblizana funkcja. Idea aproksymacji zostata zilustrowana
na Rys. 4.
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Rys. 4. Idea aproksymacji funkcji gestosci
wielomianem w obrebie j-tej warstwy struktury .

tadunku p (2)

Kazda warstwa supersieci jest reprezentowana przez
n+1 wartosci funkcji rozktadu tadunku p (z), co pozwala na
sformutowanie wielomianu interpolacyjnego w postaci:

L k
9 50)=Yalk-z)
k=0

Wspotczynniki a;x dobierane sg w taki sposob, aby byty
spetnione warunki:

(15) IBj(Zj,i):pj(zj,i)’ dla i:O,l,"‘,N

gdzie z;; oznaczajg wspotrzedne danych weztéw
interpolacji  funkcji p(z). Poréwnujgc (14) i (15)
otrzymujemy:

(18)  ajo=pjlzjo)

Zatem rownanie (14) mozna zapisa¢ w postaci:
N
k
(17) Zaj,k<zj,i_zj,0) :Pj<zj,i)_pj<zj,0)
k=l

Na podstawie wyrazenia (17) mozna stworzy¢ ukiad
réwnan:
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(Zj,l_zj,O)N aj; Pj(zj,l)—/)j(zjn)

18 (Zj,l_Zj,O) (Zj,l—Zj,o)2
18) N ] aj.,2 _|~i Zj,z)_—/?j Zj,())

2
Zi2=Zjo) \Zj2~Zjpo © Zj2—Zjo

(zj,Nfzj!O) (zjﬂNfzj!O)2 - (zj,Nfzj,O)N ajn Pj(zj,N)_pj(Zj,O)

Rozwigzanie uktadu réwnan (18) pozwala na ustalenie
wartosci  wspotczynnikow wielomianu  aproksymujacego
rozktad gestosci fadunku jak roéwniez umozliwia
wyznaczenie parametrow analitycznego opisu potencjatu.
Wyniki symulacji

Najwazniejszym aspektem dziatania lasera jest
zapewnienie inwersji obsadzen dla tzw. gornych stanow
kwantowych , na poziome umozliwiajgcym kaskadowe
emisje fotonéw w kolejnych modutach nanoprzyrzadu.
Prawidtowy przebieg tego procesu wymaga niejednokrotnie
bardzo ztozonych struktur, co z kolei stawia wysokie
wymagania dla modeli numerycznych zaréwno od strony
ich efektywnosci jak tez doktadnosci.

Zaproponowana przez nas metoda aproksymacji
rozktadu tadunku spetnia powyzsze wymogi od strony
teoretycznej (metoda potanalityczna), natomiast jej
praktyczne zastosowanie zweryfikowano na podstawie
wynikéw symulacji struktury QCL opisanej w pracy [7].
Podstawowe parametry wykonanych symulacji zapisano w
tabeli 1, zas ich wybrane wyniki zilustrowano na Rys. 5.

Tabela 1. Podstawowe parametry symulacji struktury QCL opisanej
w pracy [7]

Numer Emax
symulacji [eV] Le Ni
Sym. 1. 3
Sym. 2. 5
Sym. 3 0.4 5 7
Sym. 4 9

W ramach badan poréwnano doktadny rozktad tadunku,
obliczony dla minipasma reprezentowanego przez goérny
poziom laserowy (c) z jego przyblizeniami determinowanymi
przez funkcje wielomianowe. Wszystkie obliczenia
przeprowadzono w zakresie energii do 0,4 eV (Ena) dla
pieciu modutéw struktury (L), zaktadajgc warunki
rébwnowagi termodynamicznej oraz przyjmujgc temperature
T=100 K.

W trzech kolejnych symulacjach (Sym. 1. do Sym. 3)
zwiekszano stopien wielomianu (N,), aproksymujgacego
rozktad tadunku w strukturze badanego lasera, analizujgc
przy tym wplyw tego dziatania na dokladnos¢
otrzymywanych wynikéw. Graficzng ilustracja w.w. badan
jest sekwencja wykreséw widoczna w kolejnych czesciach
Rys. 5. W czesci (a) wykreslono sumaryczny rozktad
tadunku pochodzacego od elektronéw znajdujgcych sie w
zakresie wspomnianego wczesniej gérnego poziomu
laserowego. Skonczone rozmiary modelu QCL (FMSL)
sprawiaja, ze obserwujemy tu co prawda obraz zblizony do
wynikébw uzyskiwanych z uzyciem szeroko obecnie
stosowanych nieskonczonych modeli QCL (RSM i WFM),
ale w odrdznieniu od nich wida¢ wyraznie nieokresowy
charakter funkcji rozktadu. W kolejnych modutach struktury
obserwujemy roznice koncentracji tadunku, w obszarach
poszczegdlnych studni kwantowych.

Najbardziej istotny z punktu widzenia emisji fotonowej
jest stosunek liczby elektronéow w obszarze czynnym dla
stanu wysokiego, do ich licznosci w pozostatej czesci
modutu lasera. Mozna to oceni¢ na podstawie wykresow
widocznych w czesci (b) Rys. 5. Czesc¢ ta jest fragmentem
wykresu (a) oznaczonym jako F i obejmuje jeden okres

) ( stany wykreslone kolorem niebieskim na Rys. 1.)
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badanej struktury QCL. tatwo tu zauwazy¢, ze amplitudy
funkcji rozktadu fadunku s3g najwieksze w obszarze
aktywnym, wyréznionym na rysunku przez fragment
oznaczony jako G. Pozostate poza obszarem aktywnym
studnie kwantowe koncentrujg elektrony, ktére nie biorgc
udzialu w akcji laserowej zwiekszajg odsetek tadunku
niepozgdanego, bedacego zrédtem dodatkowego pradu i
rozproszen fononowych.
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Rys. 5. Przyktady aproksymacji rozktadu gestosci tadunku pc(z)

w strukturze QCL [7] wielomianami (funkcje aproksymowang
wykreslano kolorem czarnym): (a) llustracja aproksymagji

wielomianem 3 -go stopnia (funkcja 50(23)) w obszarze 5
modutéw struktury lasera; poréwnanie aproksymacji wielomianami
3-go (funkcja ﬁ°(23)) i 5-go (funkcja 5°(25) stopnia w
zakresie jednego modutu (b) oraz obszaru aktywnego (c) badanego
nanoprzyrzadu.

Ze wzgledu na fundamentalne znaczenie obszaru
aktywnego w czesci (¢) Rys. 5. zilustrowano fragment
funkcji aproksymujgcych rozktad koncentracji elektronéw
p®(z) W wyzej wymienionym obszarze. Mozna tu zauwazy¢
pewne niedoktadnosci aproksymacji w przypadku funkcji
,5‘3(23), natomiast aproksymacja wielomianem stopnia
pigtego wydaje sie wystarczajgco doktadna, aby
reprezentujgca jg funkcja ,50(25) mogta by¢ skutecznie
wykorzystana w procesie symulacji QCL.

Do podobnych wnioskéw mozna dojs¢ po dokfadnej
analizie zbieznosci funkcji aproksymujgcych z uzyciem
wspotczynnika zbieznosci zdefiniowanego jako:

(19) [(p¥-pt) @ ,
v = -100 %
PK “pv izdz
gdzie v indeksuje badane minipasmo energetyczne,

natomiast k okre$la stopien wielomianu funkgcji
aproksymujacej rozktad fadunku. Wartosci wspotczynnika
§ ,Wwyrazone w procentach zebrano w tabeli 2, gdzie
Pk
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zapisano takze czasy obliczen Ts, potrzebne na realizacje
procedur programowych zawartych w petli samo-
uzgodnionego rozwigzywania rownan Schrodingera i
Poissona w ramach opisywanej tu metody (patrz Rys. 2.).
Nalezy tu dodaé, zZe obliczenia przeprowadzono na
standardowym komputerze PC wyposazonym w system
Windows 10 i procesor Intel core i7.

Tabela 2. Wartosci wspotczynnika zbieznosci funkgciji
aproksymujacych rozktad tadunku w zakresie minipasma
reprezentujgcego wysoki stan laserowy (c) oraz czasy obliczen w
ramach  petli samouzgodnionego rozwigzywania rownan
Schroédingera i Poissona dla symulacji QCL o parametrach
podanych w tabeli 1.

Numer

symulacji Ni %] Ts [s]

Sym. 1. 3 [ 9, 1099 307

Sym. 2. 5 Y462 319

Sym. 3 7 2.08 340

Sym. 4 9 0.96 390
Zgromadzone w tabeli 2 wyniki wskazuja, ze zbieznosé
aproksymacji z uzyciem funkcji wielomianowej 5 - go
stopnia  (5(z)) reprezentowana przez wspotczynnik

aproksymaciji (5 c) osigga wartos¢ 4.62 %, co swiadczy o
Ps

dobrym jej dopasowaniu do funkcji aproksymowanej

(p®(z)). Jednoczesnie wyniki Sym. 3, gdzie wartos¢

parametru Ny, reprezentujgcego stopien wielomianu funkcji

aproksymujgcej ustawiono na 7, wykazaty lepszg wartos¢

tego wspdfczynnika (5 . =2.,08 % ). Okazato sig rowniez,
P7

ze dla Ny=9 osiagnat on najmniejszg warto$¢ 0,96 %. Biorac
pod uwage fakt, ze zwiekszenie w tym przypadku o 4

stopnia wielomianu funkcji ﬁc(z) w stosunku do stanu w

Sym. 2, spowodowato koszt w postaci wydluzenia czasu
obliczen Ts o 71 s, mozna uzna¢ funkcje ,55(2) jako

docelowy element modelu numerycznego, prezentowanego
w ramach niniejszej pracy.

Oprocz dobrej dokladnosci, opracowang metode
charakteryzuje tez bardzo szybka zbiezno$¢ petli proceséw
1-4 (patrz Rys.2), co zilustrowano na Rys. 6.
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Rys. 6. Symulacje catkowitego rozktadu tadunku struktury QCL [7]
z uzyciem modeli RSM i FMSL:(a) rozktady tadunku i potencjat u w
jednym module struktury; (b) wykresy zbieznosci obu metod
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W czesci (a) tego rysunku wida¢ wykresy rozkladow
catkowitego tadunku i potencjatu w jednym module struktury
QCL [7] spolaryzowanej napigciem 215 mV/okres dla
temperatury otoczenia T=300 K.

Wyniki uzyskane z uzyciem modelu FMSL dla N=9
odniesiono do rezultatéw modelu RSM w celu zilustrowania
efektywnosci obu metod. Widoczne tu niewielkie réznice
wynikajg z zatozerh obu modeli (skoriczonego - FMSL oraz
nieskonczonego — RSM). Sposob obliczania poprawek
tadunku &gy (Mmetoda aproksymacji wielomianowej) oraz

Ogsm (metoda Newtona - Raphsona) podano w pracy [9].
W obu przypadkach zatozono zbiezno$¢ na poziomie 0.1 %

Podsumowanie

Aproksymacja rozktadu fadunku i potencjatu w
strukturze QCL wielomianami 9 -tego stopnia w ramach
modelu FMSL zapewnia doktadne wyniki i duzo szybszg
zbieznos¢ symulacji w odniesieniu do czesto stosowanych
modeli RSM.
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