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Analiza procesow nieustalonych w trojfazowej dtugiej linii
zasilania z asymetrycznym obciazeniem

Streszczenie. W pracy niniejszej, na podstawie nowego interdyscyplinarnego podejscia, ktére wykorzystuje zmodyfikowang zasade Hamiltona-
Ostrogradskiego poprzez rozszerzenie funkcji Lagrange’a opracowano model matematyczny uktadu elektroenergetycznego, ktéry skfada sie z
trojfazowej dfugiej linii zasilania oraz asymetrycznego obcigzenia RLC. W modelu uktadu linia zasilania jest przedstawiona, jako skomplikowany
obiekt elektroenergetyczny o elektromagnetycznych parametrach roztozonych. Linia zasilania zostata opisana réwnaniami rézniczkowymi o
pochodnych zwyczajnych i czgstkowych z uwzglednieniem warunkéw brzegowych drugiego rodzaju Neumanna i trzeciego rodzaju Poincaré. Model
matematyczny ukfadu jest opisany dyskretyzowanymi réwnaniami rézniczkowymi przedstawionymi w normalnej postaci Cauchy’ego, ktére zostaty
catkowane metodg Runge-Kutta czwartego rzedu.

Abstract. Based on a new interdisciplinary approach using Hamilton-Ostrogradsky principle modified by expanding the Lagrange function, a
mathematical model is developed of an electric power system that consists of a three-phase long power supply line and an asymmetric RLC load.
The power supply line is presented in the model as a complicated electric power object of distributed electromagnetic parameters. The supply line is
described with ordinary and partial differential equations considering Neumann second-type and Poincaré third-type boundary conditions. The
mathematical model of the system is described with discretised differential equations in the normal Cauchy format, integrated using Runge-Kutta
fourth-order method. (An analysis of transient processes in a three-phase long power supply line including an asymmetric RLC load).

Stowa kluczowe: systemy elektroenergetyczne, modelowanie matematyczne, dtuga linia zasilania, zasada Hamiltona-Ostrogradskiego,
réwnania Eulera-Lagrange’a, procesy nieustalone, asymetryczne obcigzenie.

Keywords: electric power systems, mathematical modelling, a long power supply line, Hamilton-Ostrogradsky principle, Euler-Lagrange
equations, transient processes, asymmetric loading.

Wstep wykorzystywa¢ wspominane powyzej interdyscyplinarne

Modelowanie matematyczne procesow nieustalonych w
ztozonych uktadach dynamicznych na dzien dzisiejszy jest
bardzo waznym zagadnieniem zaréwno w nauce, jak i w
gospodarce narodowej. Jest oczywiste, ze efektywny model
matematyczny uktadu z dosé¢ wysokim stopniem
adekwatnosci daje mozliwosci opisania rzeczywistych
proceséw fizycznych w analizowanym obiekcie. Jest to
szczegolnie wazne na etapie projektowania, produkcji i
eksploatacji ztozonych uktaddéw elektroenergetycznych. W
przypadku ogolnym obiekt techniczny sktada sie =z
potgczenia réznego rodzaju poduktaddw, ktore bardzo
czesto nalezg do réznych dziedzin nauki np. elektrotechniki,
mechaniki, hydrauliki, termodynamiki. Powigzanie
wymienionych dyscyplin naukowych w modelu
matematycznym w jeden scalony ukfad moze by¢ zadaniem
bardzo zlozonym. Opracowanie modelu skomplikowanego
obiektu technicznego wymaga zorganizowania zespotu
naukowego posiadajgcego bardzo szerokg wiedze w
wymienionych dziedzinach naukowych.

Wymienionych wad pozbawione sg metody wariacyjne,
ktére z zatozenia uwzgledniajg podejscia interdyscyplinarne
[1-4]. Przy metodach wariacyjnych ideologia tworzenia
modelu matematycznego zlozonego obiektu polega
wytgcznie na  energetycznym  podejSciu  poprzez
wyznaczenie funkcji Lagrange’a, ktéra jest elementem
funkcjonatu dziatania wg zasady Hamiltona [5]. Nastepnie,
wymieniony funkcjonat podlega procedurze minimalizaciji,
co daje mozliwos¢ uzyskania réwnania ekstremali tego
funkcjonatu [6, 7]. W efekcie finalnym réwnanie Eulera-
Lagrange’a jest elementem modelu matematycznego
analizowanego uktadu dynamicznego.

W niniejszym artykule analizujemy tréjfazowg linie
zasilania o parametrach roztozonych, ktéra jest obcigzona
asymetrycznym odbiornikiem o charakterze RLC. Na
koncach linii znajdujg sie wylgczniki, w ktérych oprocz
proceséw elektrycznych wystepujg procesy mechaniczne,
termodynamiczne, elektrostatyczne. W analizowanym
uktadzie elektroenergetycznym mozna w petni

podejscia. W pracy niniejszej ograniczymy sie tylko do
procesow elektrycznych: na poziomie podejs¢ polowych i
obwodowych. Wplyw procesbw mechanicznych w
podobnych ukfadach przedstawiono w pracy [8].

Analizujgc dostepng literature mozemy twierdzi¢, ze
autorzy wykorzystujg bardzo rézne podejscia do
modelowania procesow nieustalonych w liniach zasilania
bazujgce na podejsciach obwodowych oraz podejsciach
polowych [9, 10]. Analiza wymienionych sposobow
modelowania kardynalnie réznie sie z matematycznego
punktu widzenia. w podejsciach obwodowych
wykorzystywane sg zwyczajne réwnania rozniczkowe,
natomiast w podejsciach polowych réwnania o pochodnych
czagstkowych. W pracy niniejszej wykorzystujemy podejscia
polowe.

Model matematyczny badanego obiektu

Dla analizy proceséw nieustalonych wykorzystujemy,
uktad elektroenergetyczny przedstawiony na rysunku 1.
Uktad rozpatruje sie, jako fragment sieci
elektroenergetycznej, ktory sktada sie z dtugiej linii zasilania
o elektromagnetycznych parametrach roztozonych oraz
asymetrycznego obcigzenia RLC.
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Rys.1. Schemat zasadniczy obiektu elektroenergetycznego
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przedstawiona jest w podejsciu polowym, a asymetryczne
obcigzenia w podejsciu obwodowym, to funkcjonat dziatania
S bedzie miat dwa sktadniki [5]:

(1) S = S1+S2—][L +jL,d1Jdt I= jL,dl

4 !

gdzie: S — dziatanie wg Hamiltona-Ostogradskiego, 7 —
funkcjonat energetyczny, [ * [, — zmodyfikowany funkcja

Lagrange’a oraz jej gestos¢ liniowa.

Zmodyfikowana funkcja Lagrange’a opisana jest
zaleznoscig [5]:
(2) L=T"-P+® -D', [,=T,-P+®,-D,

gdzie: T* — energia (koenergia) kinetyczna, P* — energia
zachowawcza, ®* — energia sit rozproszenia (dyssypac;ji),
D* — energia stronnych niepotencjalnych sit. Parametry z
indeksem [ okreslajg odpowiednie gestosci liniowe funkcji
energetycznych.

Aby zmniejszy¢ ilos¢ operacji matematycznych w
artykule  zamieszczamy tylko kluczowe réwnania.
Szczegotowe procedury matematyczne zawarte sg w pracy
[6]. Réwnania stanu elektromagnetycznego opisywane sg
zaleznosciami:
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gdzie: ry, Ly — macierze wiasnych rezystancji oraz

indukcyjnosci; gy, Cp — macierze wtasnych przewodnosci i
pojemnosci wzgledem potencjatu ziemi; r, L, C — macierze
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zastepczego obcigzenia linii zasilania; i;, uc, ic — wektory
kolumnowe pradéw oraz napie¢ obcigzenia.

Do rozwigzywania réwnania (3) nie sg wykorzystywane
tradycyjne warunki brzegowe pierwszego rodzaju Dirichleta,
a warunki brzegowe trzeciego rodzaju Poincaré. Takie
podejscie umozliwia pominiecie wartosci napie¢ w koncu
linii, poniewaz w przypadku ogdlnym nie sg znane wartosci
tych napie¢ [11]. Na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa
dla obwodéw o parametrach roztozonych zapiszemy:

ou oi

10 ——=L,—+r,i

(10) o 0 tho

Nastepnie dyskretyzujagc metodg prostych réwnania (3),
(10) otrzymamy:

dvi ( OCO) ( U —2u; 1)_
(1) dt (Ax)2
—(Logo +1,Cy) v rogouj)
du, (“ 1 +1) .
(12) dtj —V dt Ly | = 2ij —hly )
i=2,..N

Analizujgc wzory (11), (12) widzimy, ze dla j = N pojawia
sie ukryta funkcja wuy.; — napiecie fikcyjnego wezta
dyskretyzacji. Na przeciwienstwie do pierwszego wezta
dyskretyzacji, napiecia sg znane i dlatego na poczatku linii
wykorzystujemy tradycyjne warunki brzegowe pierwszego
rodzaju. Na koncu linii taka procedura jest niemozliwa.

Dla obliczenia napiecia fikcyjnego wezla  uyy;,
wykorzystujemy schemat przedstawiony na rysunku 2.
Faza A
(N) I’(A:IA) roAx LUAX ra ,'(A) La
NV
u®
don __I_COAX un \/
T,/ /T - 7" L

Rys.2. Schemat obliczeniowy ostatniego wezta dyskretyzacii linii
oraz asymetrycznego obcigzenia dla fazy A

Na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa zapiszemy,
patrz rysunek 2:

(13) - Ault —ufp =0,

A A dis)
Au = ryAxi! +L0Ax—$'
t

Lub w postaci macierzowo-wektorowe;j:

le

(14) = [LoAx] " (uy —ryAviy —up )

Zapiszemy rownanie (12) dla N-ro wezla dyskretyzacji
(7 = N) z uwzglednieniem centralnej pochodnej
diy

(15) N
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Z réwnan (14) i (15) wyznaczamy wirtualne napiecie
Upys:

(16) Uy, =y +2(ug —uy)

Na podstawie rysunku 2 wida¢, ze wug =uc.
Wymienione napiecie wyznaczamy z drugiego wyrazenia
w (4), wykorzystujac réwnanie:

17) ic =iy —i;

Dla wyznaczenia prgdu w pierwszej dyskretyzowanej

jednostce  wykorzystujemy  rownanie  (10), ktore
dyskretyzujemy z uwzglednieniem prawej pochodne;j.
Nalezy zaznaczy¢, ze prady w linii sg funkcjami
pomocniczymi (nie figurujg w procesie iteracyjnym
rozwigzywania ogolnego systemu dyskretyzowanych
réwnan rézniczkowych):

di a1 .
(18) d—t]:Lo 1(;(“1‘“2)"’011)

Wspdlnemu catkowaniu podlega nastepujgcy uktad
réwnan rézniczkowych: (4), (11), (12), a takze réwnanie
(19) z uwzglednieniem wzordéw (5) — (9), (17), (18).

Wyniki symulacji komputerowej

Symulacja komputerowa zostata przeprowadzona w
nastepujgcy sposdb: w moment czasu ¢ = 0 s zostata
wigczona linia zasilania w chwili, gdy napiecie fazowe miato
warto$¢ zero. Po osiggnieciu stanu ustalonego w koncu linii
(w punkcie K —rys. 1) w fazach A i B, w czasie t = 0.11 s,
zasymulowano dwufazowe zwarcie do ziemi.

Parametry elementdw schematu obliczeniowego z
rysunku 1 odpowiadajg parametrom rzeczywistej linii
zasilania 750 KkV, ktéra taczy rozdzielnie Zachodnia
Ukrainska z Winnicg o dtugosci 360 km. Parametry dtugiej
linii energetycznej sg nastepujgce: r, = 1.9-10° Q/m,
Ly=1.665-10° H/m, Cy = 1.0131-10"" F/m, g, = 3.25-10"!
Sm/m, C = 1.0122:10" F/m, g = 3.25-10" Sm/m, rz = 5-10°
Q/m, M = 7.41-107 H/m. Parametry zastepczego obcigzenia
sg nastepujace: ry, = 490 Q, rz3 = 360 Q, rc = 320 Q,
Ly=083H, Ly = 0.77 H, Lc = 0.65 H, C, = 0.000002 F,
C=0.0000018 F, Cc = 0.0000015 F. Symulacje komputerowg
przeprowadzono przy nastepujgcych wartosciach napiec:
ey = 620 sin(w?) kV, eg = 620 sin(w? — 120°) kV, ec = 620 sin(w?
+120°) kV.

Na rysunkach przebiegi napie¢ i prgdéw oznaczono
nastepujgcymi kolorami: faza A — kolor , faza B —
zielony, faza C — czerwony.

Na rysunku 3 przedstawiono przebieg napiecia
fazowego w linii po czasie r = 0.004 s od chwili zatgczenia
napiecia.
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Rys.3. Przebieg napiecia fazowego w linii w czasie ¢ = 0.004 s

Napiecie fazy A ma wartos¢ okoto 600 kV na catej
dlugosci linii. Oznacza to, ze fala elektromagnetyczna

zdgzyta juz przej$¢ catg dtugosé linii. W czasie ¢ = 0,004 s
faza B nie byla jeszcze wtgczona, dlatego napiecie tej fazy
na poczatku linii wynosito zero. Faza C zostata wigczona w
czasie ¢t = 0,0033 s, dlatego napiecie w czasie ¢ = 0,004 s ha
poczagtku linii  wynosito ok. -130 kV. Nastepnie,
odpowiednie napiecie fazy B wzrasta do wartosci — 80 kV w
$rodku linii, a napiecie fazy C zmniejsza sie do tej samej
wartosci rowniez w Srodku linii. W drugiej potowie linii
przebiegi napie¢ faz B i C sg takie same, a wartosci ich
wynoszg okoto — 100 kV.

Na rysunku 4 przedstawiono przebieg pradu fazowego
w linii po czasie ¢ = 0.004 s od chwili zatgczenia napiecia.
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Rys.4. Przebieg pradu fazowego w linii w czasie 1= 0.004 s

Na rysunku 4, widzimy, ze w czasie ¢ = 0.004 s prad fazy
A na poczatku linii wynosi 1.5 kA, stopniowo zmniejszajgc
sie wzdtuz linii do wartosci 1 kA na jej koncu. Poniewaz w
czasie ¢t = 0.004 s faza B nie byla jeszcze witgczona, prad
fazy B byt indukowany od fazy A i C i miat wartos¢ — 115 A
wzdtuz catej linii. Prad fazy C na poczatku linii miat wartosé
— 590 A, stopniowo zmniejszat sie wzdtuz linii a w $rodku
linii osiggnat wartos¢ pradu fazy B.

Analizujgc rysunki 3 i 4 widzimy jak przebiegajg procesy
fizyczne w linii. Na poczatku symulacji zatgczona byta tylko
faza A, a prady i napiecia faz B i C byty rézne od zera dzieki
zjawisku indukcji elektromagnetycznej. Nastepnie podano
napiecie do fazy C w czasie ¢ = 0,0033 s. Poniewaz od
momentu wigczenia fazy C uptyneto tylko 0,0007 s, to
zaczynajgc od srodka linii, przebiegi napie¢ (rys. 3) i
prgdow (rys. 4) faz B i C pozostaly takie same.

Na rysunku 5 przedstawiono przebiegi pradu fazowego
podczas wigczania linii, a nastepnie podczas stanu
dwufazowego zwarcia na koncu linii w punkcie K (rys. 1) w
czasie t=0.11 s. Po wejsciu w stan ustalony wartosci
amplitudy pradéw fazowych linii wynoszg okoto 1,2 kA. Po
wystgpieniu dwufazowego zwarcia doziemnego faz A i B
prad zwarciowy fazy A wzrést do — 10,2 kA, a fazy B
+8,45 kA. Amplituda pradu fazy C po wystgpieniu zwarcia
wzrosta do 1,75 kA. Warto réwniez zauwazy¢, ze po
wystgpieniu zwarcia dwufazowego prady faz A i B znalazty
sie w przeciwfazie, co odpowiada teorii przesylu energii
elektrycznej.

005 o1 ois | o2 | obs
Czas 1 (s)

Rys.5. Przebiegi pradéw fazowych na koncu linii
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Na rysunku 6 przedstawiono przebiegi napie¢ fazowych
w odlegtosci 18 km od konca linii podczas wigczania linii, a
nastepnie podczas stanu dwufazowego zwarcia na koncu
linii.
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Rys.6. Przebiegi napie¢ fazowych w odlegiosci 18 km od konca linii

Analizujgc procesy przejsciowe napie¢ fazowych widac,
ze po wigczeniu linii w stanie ustalonym wartosci amplitud
napie¢ fazowych majg nastepujgce wartosci: faza A — 630
kV, faza B — 600 kV, faza C — 590 kV. Po zwarciu wartosci
amplitud napie¢ fazowych zmienity sie do wartosci: faza A
oraz B — 35 kV, a w fazie C napiecie wzrosto do 730 kV, co
wynosi okoto 1,2 napigecia znamionowego.

Na rysunku 7 przedstawiono czasowo-przestrzenne
przebiegi napiecia fazy B w przedziale czasowym ¢ €
(0.102; 0.126), czyli odzwierciedlajg procesy podczas
zwarcia wystepujgcego w czasie t=0.11 s.

2
021170y
S,
ey g e,
S

&
S5
5
SGESSES
S5
SR
GESIEEESEE

$
GUHIEKESSS
SEEEEEE
G555 %

Napiecie u (kV)

Rys.7. Czasowo-przestrzenny przebieg napiecia fazy B w
przedziale czasowym ¢ € (0.102; 0.126) s

Poniewaz zwarcie wystgpito na  koncu linii
elektroenergetycznej, napiecie ma warto$¢ prawie zerowa,
a nastepnie stopniowo wzrasta w kierunku poczatku linii i
uzyskuje warto$¢ napiecia zasilania linii.

Na rysunku 8 prad w fazie C ma oscylacyjny charakter.
Ksztalt przebiegu pradu mozna uzasadni¢ na podstawie
analizy ruchu fali elektromagnetycznej. Na podstawie
czasowo-przestrzennego przebiegu pradu mozna
analizowa¢ procesy przejsciowe z punktu widzenia pola
elektromagnetycznego.

i
KK
il
SIS
I
iy
)

X
3
R

7
%

<<,\0 Napiecie u (kV)

£
N
©
S

Rys.8. Czasowo-przestrzenny przebieg pradu fazy C w przedziale
czasowym ¢ € (0.102; 0.126) s
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Whioski

Wykorzystanie zmodyfikowanej zasady Hamiltona-
Ostrogtadskiego do  modelowania  matematycznego
uktadéw  dynamicznych, w tym i do ukiadow
elektroenergetycznych daje mozliwos¢ sformutowania
rbwnan scalonego elektroenergetycznego wychodzac
wylgcznie z  jedynego  energetycznego  podejscia,
pomijajgcy réznego rodzaju dekompozycje jednego
scalonego uktadu dynamicznego.

Waznym momentem podczas rozwigzywania zadania
brzegowego lub mieszanego jest znalezienie warunkow
poczatkowych i brzegowych. Dla poszukiwania tych
ostatnich w dynamicznych zadaniach elektrotechniki
stosowanej przesilania energii docelowo wykorzystywaé
warunki brzegowe drugiego rodzaju Neumanna i trzeciego
rodzaju Poincaré.

Przebiegi napiecia i pradu w formacie 3D pozwalajg na
analize ruchu fali elektromagnetycznej w przestrzeni i
czasie oraz umozliwiajg prognozy mozliwych stanéw
awaryjnych w systemach elektroenergetycznych.
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