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Zastosowanie rachunku niecatkowitego rzedu w obliczeniach

gradientu pola skalarnego

Streszczenie. W artykule przedstawiono zastosowanie pochodnych utamkowego rzedu do wyznaczania gradientu pola skalarnego, takze przy
zmianie ukfadu wspotrzednych. W naszych obliczeniach natezenie pola elektrycznego tadunku punktowego zostato wyznaczone na podstawie
potencjatu pola elektrycznego. Zbadano niektére wtasno$ci wyznaczonego gradientu.

Abstract. The paper presents the use of fractional-order derivatives for determining the scalar field gradient, also for the change of the coordinate
system. In our calculations the electric field strength of the point charge was determined on the basis of the electric field potential. Some properties
of the determined gradient were examined. (Application of incomplete-order calculus in scalar field gradient calculations).
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Wstep

Zastosowanie rachunku niecatkowitego rzedu do opisu
rzeczywistych zjawisk czy procesow fizycznych coraz
czesciej pozwala na ich dokfadniejszy opis [1,2]. Roshgce
zainteresowanie tym rachunkiem jest motywowane wieloma
zastosowaniami réwnan niecatkowitego rzedu w réznych
dziedzinach badan. Jednak wigkszos$¢ prac z tego zakresu
koncentruje sie na analizie rownan i proceséw w jednym
wymiarze, niewiele jest prac dotyczacych rachunku
wektoréw niecatkowitego rzedu i jego zastosowan w teorii
pol  elektromagnetycznych, dynamice ptyndw czy
procesach  wielowymiarowych. Proby sformutowania
rachunku wektoréw niecatkowitego rzedu podjeto w
pracach [3 - 7]. Przedstawiono w nich ogdlng definicje
gradientu, dywergencji i rotacji w odniesieniu do
pochodnych kierunkowych niecatkowitego rzedu. Do
analizy fizycznych pdl skalarnych czesto stosowana jest
operacja rézniczkowa zwana gradientem, ktéra dla uktadow
catkowitego rzedu gradient jest swego rodzaju
odpowiednikiem zwyktych pochodnych dla funkcji wielu
zmiennych [8, 9]. Wektor ten, jak wiadomo wskazuje
kierunek najwiekszego wzrostu funkcji w danym punkcie,
natomiast dtugos¢ tego wektora opisuje wielkos¢ tego
wzrostu. W przytoczonych pracach autorzy przedstawili

gradient niecatkowitego rzedu jest sumag wazong
utamkowych  pochodnych kierunkowych w  kazdym
kierunku.

W teorii pola elektromagnetycznego relacje wigzace
natezenie pola elektrycznego z potencjatem elektrycznym,
przedstawiane sg za pomocg operatora nabla — gradientu.
W niniejszej pracy podjeto prébe wyznaczenia gradientu
niecatkowitego rzedu, dla pdl skalarnych na przyktadzie
obliczania natezenia pola elektrycznego powstatego od
tadunku punktowego na podstawie potencjatu tego pola.
Nowoscig jest zastosowanie do wyznaczenia
poszukiwanego rozwigzania funkcji Lommela nalezacych
do rodziny funkcji hipergeometrycznych.

Gradient niecatkowitego rzedu

Obliczajgc w klasycznym przypadku, w ukfadzie
wspotrzednych prostokatnych, natezenie pola
elektrycznego od punktowego tadunku elektrycznego
postugujemy sie zaleznosciami:
(1) E=—grade

(2) o=l Q_Q 1
r 4rs 4Arne \/(X*X0)2+(yfy0)2
Co daje:
=[xk P+ (y=yo P T (= x0)+ 1, (y - o)

4re
Zamieniajgc pochodne catkowitego rzedu wystepujgce
w definicji gradientu na pochodne niecatkowitego rzedu wg
definicji Caputo:

3) °Def(t)=

1 b))
,n—-1<a<
F(a—n){(t—r)“”’” dr.n “=n

Otrzymuije sie:

1 « 1 P
(4) gradaco=1x61—,a§Dx f(x, y)+1yo_1—,a§Dy f(x,y)

gdzie: o jest parametrem przyjetym dla zapewnienia
spojnosci wymiarowej tzn.:

1de | [d
Gl—adxa dX

czyli w tym przypadku o=1m. W dalszych wzorach
parametr ten bedzie pominiety.

Obliczajgc pochodng wedtug (3) funkcji (2), ktorej
zalezno$¢ od X i Y jest analogiczna, otrzymano:
Cnha tia
2Dif(t)= {
(5) \/BF(I —0{)
, Fl(l, [0.5+0.5¢,0.5¢][0.5,0.5], _—zbj —M[Sum}
t rt

gdzie: dla pochodnej wzgledem X, nalezy wstawié: t= X
oraz b=Yy? adla pochodnej wzgledem y: t=y, b=x
funkcja ,Fi(a,c,z) jest funkcjg hipergeometryczna [6, 10],
natomiast ,Sum” oznacza sume:
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Sum = kzo {124 [z tglka)+p(1+0.50+K)+

+7ctg(0.57 a +kz)+y(0.5+0.5a + k)7 tg(0.57a + kz)+

(6) - 2p(1+k)+ ln(b /It )] (;jk sec(kr)cos(0.57 & + kz)-

sin(0.57 & + k) (0.5a+ k)l (a + 2k)}

2a+2k—0,5 F2(1+ k)
Wystepujaca w réwnaniu (5) funkcje
hipergeometryczng, definiuje sie zazwyczaj jako

rozwigzania szerokiej klasy réwnan rézniczkowych [7].
Mozna jg wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

Fl(%ﬂ,}/,x):im K

= (ke

gdzie: g =1, f= (,u v+3) )/—2(;1+v+3) 7ix,

natomiast (a)« Jest symbolem Pochhammera okreslonym
nastgpujaca regula:
(@) =a(@+1)...(a+k-1) dla: (a), =1, (a)=a

Funkcja v w zaleznosci (6) wyraza sie catkg lub
pochodng nastepujgcej postaci:

@) T(e - jdt (relz)>0)

(8) w(x)= %m r(x)

Skomplikowana posta¢ funkcji podlegajgcej sumowaniu
od k =0 do k = o0 utrudnia otrzymanie skonczonej wartosci
tej sumy.

Stosujgc metode klasyczng duzym ufatwieniem jest
przejscie do uktadu wspotrzednych sferycznych, ale
wowczas trzeba uwzgledni¢ wspétczynniki metryki - gii

(i=1,2,3) [11]. Dla takich wspétrzednych w przestrzeni
trojwymiarowej operator nabla rzedu a (definicja Caputo)
Wynosi:

9) T 1 0 1 0

o r 7+ ‘774— T A
g, 0r  °\Jg, 00 7 g, d¢

g, =(SDrx) +(§Dry) +(SDr2f

9, = (EDSX)Z (CDgy)Z (CD& )

0, = (505 +(;D;y) +(;Ds2f
X=rsin®@cosep , Yy=rsin®sing , z=rcos®
Obliczajgc wspotczynniki metryki otrzymano kolejno:
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Catki wystepujgce w zwigzku (10) majg postac y = (p,®)
% sint _y”L2-y"all

gdzie:
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(11)

gdzie: L1, L2 oznaczajg funkcje Lommela z rodziny funkcji
hipergeometrycznych i wynoszg [12, 13]:

A « (1) (1-0.50) ™"

(12) U= Y s osa) ek
v gy De-05a) ™
LZ‘(g,a)(gfa)é(_]) (2.5-0.50) 4"k!

Funkcje Lommela okresla definicja [6]:

X;Hl

L I 1 = e
ommelS1(z,v,x)=s,,(x) P

1 1 1
. F,[l,g(ﬂ7v+3),5(ﬂ+y+3),7x2j

(13)

Dla przestrzeni dwuwymiarowej, we wspotrzednych
biegunowych, wspétczynniki metryki bedg réwne:

(1) gy, =(SDaxf +(Speyf. gs = (SD2x) +(SDgYf

i wowczas operator nabla we wspotrzednych biegunowych
wyrazaé sie bedzie nastepujgco:

(15) \v4 1 CDa

o r +1¢FCD;

Potencjat od tadunku punktowego jest funkcjg tylko

jednej zmiennej I, wobec tego natezenie pola
elektrycznego dla pochodnych niecatkowitego rzedu
otrzyma postac:

(16) B, =, plr)=1, > —<Drol)

47[6‘\/97”6‘

Wystepujgca w rownaniu (16) funkcja ¢(r)jest
proporcjonalna do funkcji 1/r — (2), zatem jej pochodna

niecatkowitego rzedu dia 0 < & <1 g definicji (17)

(17) °Drf(t)=

Wynosi kolejno:

(18) SDIf(xy)=
_ -l { (r t) }
Ma-1)| (1-a)
I U PO -1 [L)
T(e-1)| (-e)*| (-a)(a-1)\r"
Wyniki obliczen dla pochodnej funkciji

0 < a <1 przedstawiono na rysunku 1.
Dla pochodnej rzedu 1< « <2 otrzymuje sie kolejno:

ol el

2 f 1
d
F(a—l)-([ r(r—7)" :

1/r dla rzedu

(19)

cDy f(x,y)=
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Obliczenie catki wystepujgcej w powyzszych réwnaniach,
dla dowolnego ¢ podanego przedziatu, wymaga

zastosowania specjalnych funkcji z rodziny funkcji
hipergeometrycznych [14, 15]. Natomiast wzglednie prostg

posta¢ przyjmuje dla « = 1,5, dla ktérego otrzymano:

1 2 1
CDI.S Z = d —
AT

(20)
2
:44———77(mmoﬁ@hmn—1+yw7Jw0r4+
4r(a —1)r">
+3arcth V10T =1
10Vr
Wyniki obliczen dla pochodnej funkcji 1/r dla
rzedul < a < 2 przedstawiono na rysunku 2.
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Rys.1. Wartosci pochodnej funkgji 1/r proporcjonalnej do natezenia
pola elektrycznego dla rzedéw: a) 0 <o <£0.5,b) 0.5<a <1
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Rys.2.Wartosci pochodnej funkciji 1/r dla
1 <« <2 proporcjonalnej do natezenia pola elektrycznego

rzedu

Obliczajgc wspotczynnik metryki g;; wg (9) otrzymuje sie

kolejno:
(21) cpe _ cosg 1 d
5Df [rcosg] F(a—l)'([(rfr)“ 4
. r
cpefrsi _ sing 1 d
5D [rsing] I‘(afl)'([(r—r)a v
a poniewaz:
r 1-a
(22) [—dr=T—
o(r=z) I-a

to ostatecznie  wspolczynnik metryki g, wyraza sie

zwigzkiem:

2-2a

r
(23) o=

" -a)ri(a-)

Zatem natezenie pola elektrycznego dla pochodnych
niecatkowitego rzedu ma postacé:

(24) Ea zlrQ((l’—a)la]

dre| 3@

Aby poréwnaé natezenie pola elektrycznego
obliczonego na podstawie klasycznego gradientu z
natezeniem otrzymanym przy zastosowaniu pochodnych
niecatko-witego rzedu, przeprowadzono symulacje w celu
obliczenia natezenie pola pochodzace od tadunku
punktowego Q umieszczonego w réznych odlegtosciach r
od punktu obserwacji. Uzyskane wyniki, otrzymane metodg
klasyczng,  pordwnano z wynikami otrzymanymi dla
gradientu  obliczonego na podstawie pochodnych
niecatkowitego rzedu i przedstawiono na rysunku 3.
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Rys.3. Wartosci gradientu w zaleznosci od rzedu pochodnej — a.

Na podstawie rysunku 3 mozna stwierdzi¢, ze wartos¢
gradientu niecatkowitego rzedu jest mniejsza od gradientu
klasycznego, zalezy od rzedu a pochodnej a rdéznica ta
maleje wraz ze wzrostem odlegtosci.

WNIOSKI

W pracy przedstawiono wyznaczenie gradientu
niecatkowitego rzedu, dla pol skalarnych. Pochodne
catkowitego rzedu wystepujgce w definicji gradientu

zamieniono na pochodne niecatkowitego rzedu wg definicji
Caputo. Do wyznaczenia poszukiwanego rozwigzania

116 PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 98 NR 12/2022



zastosowano funkcje Lommela z rodziny funkcji
hipergeometrycznych. Funkcje te wyrazajg sie w postaci
szeregow potegowych ze wzgledu na zmienng ¢, co jest o
tyle istotne, ze tatwo jest prowadzi¢ operacje
rézniczkowania i catkowania a co za tym idzie mozna
wyznaczy¢ pochodng niecatkowitego rzedu =z
dowolnego przedziatu k-1<a<k dla dowolnego
catkowitego k.

Wyznaczenie gradientu niecatkowitego rzedu, dla pdl
skalarnych na przykiadzie obliczania natezenia pola
elektrycznego powstatego od fadunku punktowego na
podstawie potencjatu tego pola wykazato, ze w stosunku do
gradientu klasycznego zmniejsza sie jego wartos¢ w
zaleznosci od odlegtosci fadunku do punktu obserwacji.
Ponadto zmiana ukiadu wspodirzednych  wymaga
wyznaczenia wspoétczynnikbw metryki dla pochodnych
niecatkowitego rzedu.
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