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O estymacji wartosci sredniej napiecia sinusoidalnego

Streszczenie. W artykule oceniono doktadnos$c¢ wynikéw estymacji warto$ci $redniej napiecia sinusoidalnego. W tym celu zastosowano estymator
wartosci Sredniej obliczany na podstawie probek napiecia. Wyznaczono obcigzenie, wariancje i btgd Sredniokwadratowy estymatora.

Abstract. The article evaluates the accuracy of the estimating results of the mean value of a sinusoidal voltage. For this purpose, a mean value
estimator calculated from voltage samples has been used. The bias, the variance and the mean squared error of an estimator have been

determined. (On the mean value estimation of a sinusoidal voltage).
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Wstep

Wartos¢ $rednia to jedna z najczesciej wyznaczanych
wielkosci w nauce i technice. Oblicza sie jg w statystyce,
probabilistyce i ekonometrii podczas analizy danych
i badania stacjonarnosci proceséw losowych. Stosuje sie jg
réwniez w cyfrowym przetwarzaniu sygnatéw podczas
analizy czasowej i korelacyjnej sygnatéw oraz filtracji
cyfrowej. Jest ona réwniez obliczana w elektrotechnice
podczas wyznaczania parametrow napiecia i pradu
elektrycznego, a takze w metrologii i fizyce podczas oceny
niepewnosci wynikow pomiarow. Wartos¢ srednia daje
pojecie o spodziewanej wartosci okreslonej wielkosci. Jest
to réwniez jedna z podstawowych miar tendencji centralne;j.

W artykule oceniono doktadno$¢ wynikow estymacii
wartosci sredniej napiecia sinusoidalnego. W tym celu
zastosowano estymator tego parametru obliczany na
podstawie prébek napiecia. Wyznaczono obcigzenie,
wariancje, a nastepnie btad sredniokwadratowy estymatora.
Wyniki btedow porédwnano =z otrzymanymi metodag
klasyczng na podstawie wynikow szacowania wartosci
$redniej [1], metodg Bienaymé [2] oraz na podstawie
nieréwnosci informacyjnej Craméra-Rao [3].

Ten artykut jest rozszerzong i uzupetniong wersjg
referatu wygloszonego na XIV Konferencji Naukowej
~Systemy pomiarowe w  badaniach naukowych
i w przemysle” SP’2022 i opublikowanego w materiatach
konferencyjnych [4].

Wartos¢ srednia

Wartos¢ srednig m, okresowego przebiegu czasowego
u(t) obliczamy na podstawie wzoru:
1 to+T
(1) me=— [ u(t)dt,

to

gdzie T to okres tego przebiegu, t, to czas poczatkowy.

Niech u(t) bedzie napieciem sinusoidalnym
(harmonicznym lub o jednym tonie):

(2) u(t)=Unsin(ot+oe)

o amplitudzie U, pulsacji o i fazie poczatkowej ¢. Jezeli
t, =0, to:

1T
3 = — =0.
(3) m T_([u(t)dt 0

Dalej w pracy przyjeto, ze (3) to prawdziwa warto$¢ srednia
mierzonego napiecia.

Estymator wartosci sredniej
Oznaczmy przez:

4) Ug (t)=Uo +u(t)+q(t)

napiecie, ktore jest sumg napiecia u(t), sktadowej statej U,
oraz addytywnego szumu Gaussa ((t) o odchyleniu
standardowym c,. Zatézmy, ze (4) to model mierzonego
napiecia. Ponadto przyjmijmy, ze u(t) i q(t) sg niezalezne
oraz, ze wyrazony w decybelach (dB) stosunek u(t) do q(t)
Wynosi:

Un
() SNR =10log| — |.
20'q

Zatdézmy, ze uq(t) zostat sprobkowany réwnomiernie
z czestotliwoscig probkowania f;. W wyniku tej operacji
otrzymano M prébek:

(6) uq[n]=Uo +u[n]+q[n],
napiecia uq(t), przy czym:
(7) u[n]=Unsin(won+¢), n=0,1,...M -1,

gdzie wy = w/f.
Na podstawie (6) mozna obliczy¢ nastepujaca wielkosS¢:

ug[0]+uq[1]+..+ug[M-1] 1 M
M :ﬁn;)“q[“}

Wzér (8) to estymator wartosci $redniej m,. W dalszej
czesci pracy wyznaczono btedy tego estymatora.

(8) my, =

Bledy estymatora
Przyjmijmy a = Uy, b = U, i rozwazmy w pierwszej
kolejnosci n-tg probke:

(9) uo[n]=b+asin(won+0),

napiecia uy(t) = U, + u(t).

Wystepujgca w (9) faze ¢ mozna utozsami¢ ze zmienng
losowa o rozktadzie réwnomiernym na przedziale [0; 2], co
jest rownoznaczne z zapisem ¢~U[0; 2x]. Wéwczas ¢ ma
gestosc:

L, 0<x<2m,
Po(X) =12
0, x<0vx>2m

(10)
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Jezeli (9) przeksztatcimy wzgledem ¢, to otrzymamy dwa
réwnorzedne rozwigzania:

b—uo[n]

a j—(ﬂon, @2 =TT—@1 —oN.

(11) @ =—sin! (
Uzmienniajgc (11) wzgledem uy[n] otrzymujemy:

. [b=x
(12)@1 (X) =—sin | @2 (X)=m—1 (X)—on.

Wtedy rézniczkujac (12) wzgledem x mamy:

1 d

(13)%@1(X)=m’ &‘PZ(X)?%‘M(X)-

Probka (9) jest funkcjg fazy ¢ i jednoczesnie zmienng
losowa. Uwzgledniajac, ze dla ustalonego n, faza ¢ zmienia
sie w przedziale od 0 do 2=x, gesto$¢ zmiennej (9) mozna
wyznaczy¢ na podstawie wzoru, ktéry wynika z twierdzenia
0 przeksztatcaniu zmiennych losowych [1], tj.:

i(pl (X)[+ Po (02 (X)) diX(PZ (%)

(14) pugn} (X) = Pw(wl(x))dx

Z (10) i (12) wynika, ze:

po (01 (X)) = Po (92 (X)) ===

15
(1) 2n
Stad na podstawie (13)-(15) otrzymujemy:

1

myja2 —(b—x)2

0, b-a>xva+b<x

,b—a<x<a+h,
(16)  puy[n) (%) =

Jezeli obliczmy transformate Fouriera z (16), to otrzymamy
funkcje charakterystyczng zmiennej (9), t.:

a+b

(17) @y [n) (V) = j Puo[n] (X)edx = Jo (av)ei*®, j=~1,
b-a

gdzie Jy(*) to funkcja Bessela rzedu zero. Zmienna (9)
bedzie miata t¢ samg gestos¢ i funkcje charakterystyczng
réwniez, gdy ¢ zostanie ustalona, a zmienia¢ sie bedzie n.

Na podstawie (17) mozna wyznaczy¢ momenty zwykte
pierwszego E[ug[n]] i drugiego E[u,’[n]] rzedu oraz moment
centralny Var[ug[n]] zmiennej (9), tj.:

(18) =b,

v=0

Euo [n]] = @ (¥)

2
a
=—+b2,

(19)
v=0 2

Eud 0] = 0 (1)

(20) Var[uo[n]] zE[ué[n]J—Ez [uo[ﬂ]]Zéa

gdzie E[] to operator wartosci oczekiwanej. Momenty
(18)-(20) to wartos¢ srednia, sredniokwadratowa i wariancja
zmiennej losowe;j (9).

Rozpatrzmy teraz funkcje probek ug[n], tj.:

uo [0]+uo[1]+...+up[M -1] 1 M
M =ﬁn§)u0[”]~

(21)my, =

Wzér (21) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

(22) My, :b’+a’sin( — m0+(pj,
gdzie:

in(M wo/2
(23) aro LM @0/2)

M sin(eo/2)

Srednia (22) zalezy od ¢, zatem jest réwniez zmienng
losowa. Poréwnujac (9) i (22) mozna zauwazy¢, ze dla
zmieniajgcej sie ¢ i ustalonych pozostatych argumentéw
funkcji sinus, gestosci i funkcje charakterystyczne obu
zmiennych sg analogiczne i zalezg odpowiednio od a i b
oraz a'i b'. Wtedy na podstawie (18)-(20) otrzymujemy:

(24) E[my, |=b",
)
(25) E[m2 = (az) +(b")?,
(a)’
(26) Var[my, | = E[m2 |-E?[m,, ] ="

2

Rozwazmy nastepnie funkcje prébek g[n] szumu q(t), {j.:

mg = q[0]+q[1]+...+q[M —1] =ﬁ:§q[n].

2
(27) v

Probki q[n], a takze $rednia (27) to zmienne losowe.
Momenty zmiennej (27) wyznaczymy ze wzorow [5, 6]:

(28) E[my]=0,

(29) E[ma]:‘;ﬂ—%‘,

(30) vV CE[m2]-E2[m,]= 8
ar[mq]= [qu— [mq]—ﬁ.

Zmienng losowag jest rowniez $rednia (8). taczac
(24)-(26) z (28)-(30) otrzymujemy momenty tej zmiennej:

(31) E[muq]:E[muO]+E[mq]:E[muO]:b’,

E[m2 ]: E[m20]+2E[muomq]+E[m§J

Uq u

(52) (a')2 o2
:E[mﬁJ+E[m§]:T+(b,)2+ﬁq’

S O G |

(33) Var[muq]—E[muJ E [muq]_ 5 +M.

Na podstawie (3) i (31) mozna wyznaczy¢ obcigzenie:
(34) b[my, |=E[my, ]-m, =b’,

a na podstawie (33) i (34) btad sredniokwadratowy:
2 (a’)z "2 Ga
(35) MSE[mLlcl ]: Var[muq ]+ b [muq ]: - + (b ) +V

estymatora (8).

Wzory (33)-(35) obowigzujg w losowych warunkach
wyzwalania pomiaru. Sg to warunki, w ktérych w kazdym
powtorzeniu pomiaru faza ¢ jest inna (losowa). Nalezy
zwrdci¢ uwage, ze estymator (8) jest obcigzony, a jego
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wariancja zalezy nie tylko od szumu q(t), ale réwniez od
parametrow napiecia u(t) i warunkéw jego akwizycji.
Zmniejszenie wariancji (33) mozliwe jest poprzez
zapewnienie  koherentnych ~ warunkéw  probkowania.
Woéwczas sin(Mwy/2) = 0. Oznacza to, ze a' = 0 oraz:

(36) Var[m ]—ﬁ
Uq |~ M >
a takze:
2
(37) MSE[m,, ]=(b')’ + c;/l—q

Dalsze zmniejszenie bledow (36) i (37) mozliwe jest
poprzez zwigkszenie M i/lub zastosowanie filtracji cyfrowej
w celu wyeliminowania U, i/lub szumu q(t).

Badania symulacyjne i eksperymentalne

Przeprowadzono badania symulacyjne
i eksperymentalne polegajagce na estymacji wartosci
sredniej (3) i wyznaczeniu bteddéw estymacji metoda
klasyczng oraz metodg Bienaymé. Wyniki btedow
poréwnano z otrzymanymi na podstawie nieréwnosci
informacyjnej Craméra-Rao oraz opracowanych wzorow.
Badania przeprowadzono w losowych warunkach
wyzwalania pomiaru. W tych warunkach pomiaru faza
ma rozktad réwnomierny, tj. ¢~U[0; 2x].

Metoda klasyczna polega na estymacji (3)
z zastosowaniem (8), a nastepnie oszacowaniu btedéw na
podstawie K wynikéw estymaciji i wzorow:

K K
(38) bme Je oS m® —m = LS m®),
K k=1 q K k=1 q
1 & K 1K 2
@9 Valm, ]~ —Z(mi _Ls mgmj |
Kia K
K
(40) MSE[my, ]~ Lz(mgp)?
Kia\ ™

Metoda Bienaymé umozliwia obliczenie wariancji
estymatora wartosci sredniej z proby losowej. Stosuje sie jg
m.in. podczas badania witasnosci parametréw sygnatow
przetwarzanych w torze pomiarowym z przetwornikiem
analogowo-cyfrowym [6, 7]. Poniewaz b[m,4] = b' oraz:

E[ug[n]]=b,

a2
E[u%[nﬂ =7+b2 +03,

(41)

(42)

to korzystajgc z metody Bienaymé i powyzszych wzoréw
mozemy obliczy¢ przyblizong wariancje:

Var[muq ]z ﬁ(E[u% [n]] —E2 |:1lq [n]])

:MM( 0% oq
2 sin? (M w/2) M

(43)

5

a na podstawie (43) i obcigzenia b[m,] przyblizony biad
Sredniokwadratowy:
M sin?(wo/2)

(44) MSE[m,, |~ —

2 sin2 (M 0)0/2) (a')z +(b')2 +%

estymatora (8).

Korzystajac z nieréwnosci informacyjnej Craméra-Rao
mozna ustali¢ najmniejszy MSE nieobcigzonego estymatora
danego parametru. Jezeli zatozymy, ze jest to estymator
wartosci Sredniej oraz, ze jest on nieobcigzony, to jego
najmniejszy MSE jest réowny CRLB (Cramér-Rao lower
bound), gdzie:

2

(45) CRLB=24
M

tatwo zauwazy¢, ze po wyeliminowaniu U, i zapewnieniu
koherentnych warunkdéw probkowania napigcia  ug(t),
otrzymamy najmniejszy MSE estymatora (8).

Wyniki symulacji

W pierwszej kolejnosci przeprowadzono badanie
polegajgce na sprawdzeniu oddziatywania szumu Gaussa
na wyniki estymacji wartosci $redniej. Podczas symulacji
zapewniono koherentne (rys. 1) i niekoherentne (rys. 2)
warunki prébkowania. Zaobserwowano, ze w obu
sytuacjach pomiarowych btedy (35) i (40) sg zblizone.
W warunkach prébkowania koherentnego (rys. 1)
i rosngcego SNR oba btedy zbiegaty do U,>. Wyniki MSE
byly rowniez blizej CRLB. Bfedy dla metody Bienaymé byty
natomiast zblizone do pozostatych btedéw tylko, gdy szum
dominowat w mierzonym napieciu (SNR < 0).

100

MSE
(V3)
0.01

16° :
-20 0

\
SNR 20 40

Rys. 1. MSE w funkcji SNR: Up = 1 V, Uy = 0,05 V, o, = 0,2r,
@~U[0; 2x], M = 10, K = 1000

100
MSE'| T o
(V3) RN
0.01- AN
(35) AN
~4] coo (40)
10 (44) e
——- (45) R
1()6 \ \
- 20 0 SNR 20 40

Rys. 2. MSE w funkcji SNR: U, = 1V, U, = 0,05 V, ®, = 0,1,
¢~U[0; 2x], M = 10, K = 1000

W kolejnym kroku sprawdzono oddziatywanie M na
wyniki estymacji wartosci $redniej (rys. 3). Podobnie jak
podczas poprzedniego badania, btedy (35) i (40) byly
zblizone i wraz ze wzrostem M zbiegaty oscylacyjnie do U,’.
Przeprowadzone badania pokazaty, ze najmniejsze MSE
otrzymujemy w koherentnych warunkach prébkowania, fj.
gdy M = 2nl/w,, gdzie | = 1, 2,... Gdy prébkowanie nie jest
koherentne, to najmniejszy MSE otrzymujemy, gdy
M = floor(2nl/wy) lub M = ceil(2nl/w,). Bez wzgledu na
warunki probkowania, MSE jest nie wigkszy niz:
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1

2 sin2 (M 000/2) (a')z +(b')2 +ﬁ.

(46) MSE[m,, |<
M

Nastepne badanie polegato na wyznaczaniu MSE, gdy
zmienia sie warto$¢ wy/m (rys. 4). Najmniejsze MSE
(najblizsze CRLB) otrzymano, gdy o, = 2xl/M (probkowanie
koherentne). Nalezy zwrdci¢ uwage, ze probkujgc napiecie
Ug(t) z czestotliwoscig o/n < f; < 20/n (0,5 < o/t < 1)
otrzymujemy MSE znaczgco mniejsze niz, gdy f, >> 2e/n
(o/mn << 0,5).

\ \
40 M 60 80 100

Rys. 3. MSE w funkcji M: U, = 1V, Uy = 0,05 V, w, =
¢~U[0; 2x], SNR = 10 dB, K = 1000

0,1m,

1

0.1
MSE
(v3)
0.01

| |
0.4wo/n0.6 0.8 1

Rys. 4. MSE w funkgji @ Up = 1V, Uy = 0,05 V, ¢~U[0; 2x],
M = 10, SNR = 10 dB, K = 1000

Wyniki eksperymentu
W systemie pomiarowym sktadajgcym sie z generatora
funkcji  Agilent  33220A, komputera klasy PC

z zainstalowang kartg akwizycji danych PCI-6024E firmy
National Instruments i czestosciomierza referencyjnego TTi
TF 930, wykonano pomiary napiecia elektrycznego
zmiennego o wartosci skutecznej 3 V
i czestotliwosci f = 50 Hz.

W  wyniku przeprowadzonych pomiaréw otrzymano
K = 100 serii pomiarowych. Kazda seria zawierata M = 5000
prébek napiecia i miata inng (losowg) faze poczatkowa ¢.
Czestotliwos¢ probkowania byta réowna f; = 50 kHz.
Zmierzona czestotliwosé referencyjna wyniosta
fref = 49,9984 Hz (czas pomiaru czestotliwosci wynosit 100
sekund). Dla kazdej serii wyznaczono SNR, przy czym
SNR € [67,7 dB; 68,6 dB]. Nastepnie obliczono:

Vems =

(47) o =2nf—, Oq = VRus

T
S SNR min

10 10

gdzie SNR,,;, = 67,7 dB.

Na podstawie obliczonych , i oy oraz zadanego M
sporzgdzono charakterystyki wariancji (33) i (39) oraz CRLB
(45) w funkciji liczby okresow N = Mw,™ / (2r) napiecia,
gdzie oy = 2nf. / f; (rys. 5). Zmiane N uzyskano skracajac
szeroko$¢ okna pomiarowego (zmniejszajgc M z krokiem

réwnym 100 prébek) dla kazdej serii pomiarowej. Wyniki
badan pokazaly zgodno$¢ wariancji (33) i (39). Obie
wariancje malaty oscylacyjnie wraz ze wzrostem N. Nalezy
zwrocié uwage, ze szum wystepujacy w mierzonym
napieciu okazat sie bardzo maty (SNR >> 0). Pomimo to
wariancje osiggnety znaczne wartosci dla niecatkowitych N
i byty wielokrotnie wieksze od CRLBe(3-107° V?; 2:107 V?).
Najmniejsze wariancje (najblizsze CRLB) zaobserwowano,
gdy N byta liczbg catkowitg (prébkowanie koherentne).

0.5

(33)
041 P o0 (39)
¢ ——— (45)

031
Var
(V3) | ¢

0.2[ q

0.14

o4 2 3 N 4 5

Rys. 5. Wariancja w funkcji N: Vpys = 3 V, f = 50 Hz , ¢~U[0; 2x],
frer = 49,9984 Hz, f, = 50 kHz, M = 5000, SNR,,;, = 67,7 dB, K = 100

Podsumowanie

W artykule oceniono doktadno$¢ wynikow estymacii
wartosci $redniej napiecia sinusoidalnego. Zaproponowano
nowe narzedzia matematyczne umozliwiajgce wyznaczanie
btedow estymatora wartosci sredniej. Dzieki opracowanym
narzgdziom zidentyfikowano i opisano sktadowe btedow,
ktore nie wynikaty z szumu i/lub sktadowej statej i ktorych
nie mozna bylo wyznaczy¢ metodg klasyczng i metodag
Bienaymé. Dziatanie narzedzi zweryfikowano za pomocag
symulacji i badan eksperymentalnych. Uzyskano duzag
zgodno$¢ wynikow bledow. Przeprowadzone badania
pokazaty, ze najmniejsze btedy otrzymujemy
w  koherentnych  warunkach  prébkowania. Jezeli
prébkowanie nie jest koherentne, to btedy mogg by¢
znaczace, nawet jesli szum i/lub skiadowa stata
wystepujgce w mierzonym napieciu sg pomijanie mate.
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