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Zastosowanie warunkowego uśredniania do oceny niepewności 
średniej arytmetycznej sygnałów losowych 

 
 

Streszczenie. Brak uwzględnienia występującego powiązania statystycznego danych pomiarowych wpływa na zaniżenie lub zawyżenie wartości 
obliczanych parametrów statystycznych stosowanych do oceny dokładności pomiaru. W artykule podjęto próbę zastosowania warunkowego uśred-
niania do oceny niepewności średniej arytmetycznej z uwzględnieniem wpływu powiązania statystycznego danych. Zaletą warunkowej wartości 
średniej (WWS) jest prosty opis matematyczny oraz łatwość obliczania w praktyce. Warunkowa wartość średnia może mieć zastosowanie w analizie 
danych pomiarowych oraz w rozpoznawaniu i ocenie powiązania statystycznego próbek sygnału. 
  
Abstract. Failure to take into account the existing statistical relationship of measurement data results in the underestimation or overestimation of the 
calculated statistical parameters used to assess the accuracy of the measurement. The article attempts to use conditional averaging to assess the 
uncertainty of the arithmetic mean, taking into account the influence of the statistical relationship of the data. The advantage of the conditional mean 
value (WWS) is a simple mathematical description and the ease of calculation in practice. The conditional mean value may be used in analyzing 
measurement data and in recognizing and evaluating the statistical relationship of signal samples. (Application of conditional averaging to as-
sess the uncertainty of the arithmetic mean of random signals). 
 
Słowa kluczowe: sygnał losowy, powiązanie statystyczne danych, warunkowa wartość średnia, funkcja korelacji. 
Keywords: random signal, statistical association of data, conditional mean value, correlation function. 
 
 

Wstęp 
We współczesnych pracach badawczych, technicznych, 

przemysłowych korzysta się z danych próbkowanych z 
dużą częstotliwością. Między kolejnymi tak uzyskanymi 
danymi może występować powiązanie statystyczne, które 
przeważnie określa się skorelowaniem. W publikacjach 
metrologicznych i statystycznych [1-9] zauważa się potrze-
bę uwzględnienia statystycznego powiązania danych. Po-
wodem małej ilości wykonywanych analiz uwzględniających 
wyznaczanie funkcji korelacji i oceny dokładności tej funkcji 
jest złożoność. Brak uwzględniania skorelowania powoduje 
otrzymywanie wyników analiz nawet kilkakrotnie mniejszych 
lub większych od wyników analiz ze skorelowaniem (w 
zależności od modelu i znaku skorelowania). Tłumaczony 
przez Główny Urząd Metrologiczny (GUM) przewodnik [10] 
nie przedstawia wzorów na obliczenie niepewności danych 
skorelowanych. 

Dlatego poszukuje się nowych rozwiązań w analizie da-
nych eksperymentalnych powiązanych statystycznie. Jed-
nym z kierunków oceny powiązania statystycznego w anali-
zie danych jest obliczanie warunkowej wartości średniej 
(WWS). Warunkowe uśrednianie jest mało złożone w opisie 
matematycznym i w zastosowaniu praktycznym. WWS jest 
przydatna w wyznaczaniu funkcji korelacji dla danych i 
sygnałów o rozkładzie normalnym i quasinormalnym oraz 
wyznaczania innych parametrów w przetwarzaniu danych 
losowych [11-12]. 

Należy zauważyć, że duża liczba analiz statystycznych 
sygnałów losowych dotyczy sygnałów przechodzących 
przez układy wielostopniowego przetwarzania z ograniczo-
nym pasmem częstotliwości, w których następuje normali-
zacja funkcji gęstości prawdopodobieństwa sygnału. 

 
Warunkowa wartość średnia 

Warunkową wartość średnią E[ ] dla sygnałów losowych 
centrowanych o rozkładzie normalnym i quasinormalnym 
opisuje wzór (1): 
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gdzie: k – współczynnik (dla rozkładu normalnego k = 1), 
x(tp)=xp – warunek progowy, x(tp+τ) – wartości sygnału w 
chwili odległej o τ od momentu t=tp, ρx(τ) – autokorelacja 
unormowana. 

Wyznaczanie warunkowej wartości średniej arytmetycz-
nej próbkowanych danych wykonuje się za pomocą zmody-
fikowanego wzoru (2): 
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gdzie: m – numer segmentu sygnału, M – liczba uśrednia-
nych segmentów, n – numer próbki w segmencie. 

Wykorzystanie zależności (1) i (2) pozwala na utworze-
nie charakterystyki WWS będącej odwzorowaniem funkcji 
autokorelacji (1). Optymalne analizy uśredniania warunko-
wego dla sygnałów o rozkładach prawdopodobieństwa 
normalnych i quasinormalnych realizowane są dla warunku 

progowego xp mieszczącego się w zakresie od x2 do

x2 . Wyznaczanie warunkowej wartości średniej znajdu-

je zastosowanie w ocenach powiązania statystycznego 
danych. [11-16] 

 
Wpływ skorelowania na analizowane parametry staty-
styczne 

W analizach metrologicznych często przyjmuje się, że 
wartości w szeregu danych są nieskorelowane.  W celu 
przedstawienia opisu matematycznego dla takich danych 
stosuje się definicje parametrów statystycznych (3) – (5). 
Pierwszym z obliczanych parametrów jest wartość średnia 
arytmetyczna (3): 
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gdzie: n – liczba próbek, k – krok uśredniania, Δt – odstęp 
czasu między próbkami. 
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Następnie oblicza się odchylenie standardowe danych 
(4) i względną niepewność średniej arytmetycznej metodą 
typu A (5): 

(4)                           

 
1

ˆ

1

0

2











n

xx
n

k
x  

(5)                                  
 

n

xu

x

A 1
ˆ

ˆ



   

Ze względu na coraz częstsze stosowanie przetwarza-
nia A/C i dużych częstotliwości próbkowania powinno się 
uwzględniać wpływ skorelowania sygnałów w większości 
analiz ich parametrów statystycznych.  

Dla opisu sygnałów skorelowanych można wykorzystać 
wartość średniej arytmetycznej, którą oblicza się klasycznie 
(3). Natomiast, opis względnej niepewności średniej aryt-
metycznej uwzględniający skorelowanie danych wyraża 
zależność (6) [3-5]: 
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uwzględniający skorelowanie. 

 
Zastosowanie WWS do oceny niepewności średniej 
arytmetycznej z uwzględnieniem wpływu powiązania 
statystycznego danych 

W celu obliczenia niepewności średniej arytmetycznej 

 xu A  za pomocą warunkowego uśrednienia analizowa-

nych danych o rozkładzie normalnym powiązanych staty-
stycznie, można wykonać następujące działania [12-14]: 

1) obliczenie wartości średniej x  (według wzoru (3)); 

2) odjęcie x od każdej wartości xi szeregu danych w celu 

jego centrowania i otrzymania szeregu 
o

ix ; 

3) wyznaczenie dla szeregu centrowanego 
o

ix  nieobciążo-

nej estymaty odchylenia standardowego σx (według wzoru 
(4));  

4) wyznaczenie (dla szeregu centrowanego
o

ix ) wartości 

warunkowej średniej arytmetycznej mx , wykorzystując 
wzór (2). Próg xp powinno wybierać się z zakresu od 

x2  do x2 . 

5) Wyznaczanie wartości 1mx  dla okresu próbkowania Tp 
przedstawiono poglądowo na przykładzie wykładniczej 
charakterystyki WWS na rysunku 1. 

6) obliczanie wartości względnej niepewności średniej 
arytmetycznej za pomocą wzoru (7): 

 

Rys. 1. Przykład wykładniczej charakterystyki WWS. 
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Gdy liczba pomiarów jest duża (n » 1) to wyrażenie (7) 
można zredukować i przedstawić w postaci stosunku (8): 
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Układ do przetwarzania sygnału z generatora szumów 
Rysunek 2 przedstawia układ eksperymentalny, który 

składa się z:  
- generatora szumu białego dolnopasmowego: RFT NF-
RAUSCHGENERARTOR NRG 201 TYP 03 002 o rozkła-
dzie N (0; 0,5). Pasmo generatora szumu B = 25kHz, 
- układu inercyjnego I-go rzędu, na wyjściu którego powsta-
je szum skorelowany wykładniczo, 
- układu oscylacyjnego II-go rzędu, na wyjściu którego 
otrzymuje się szum o korelacji oscylacyjno-wykładniczej. 
Układ zasilany jest napięciem z zasilacza prądu stałego o 
wartości 12V.  
 

 
Rys. 2. Schemat blokowy układu eksperymentalnego. 
 

Do analizy sygnałów zastosowano środowisko  
LabVIEW, w którym wykonano aplikacje: 
- do komunikacji z kartą pomiarową i akwizycji danych po-

miarowych, 
- do prezentowania przebiegów sygnałów z otwieranego 

pliku oraz do obliczania podstawowych statystyk (m.in. 
wartości średniej, odchylenia standardowego, wariancji), 

- do wyznaczania charakterystyk warunkowej wartości 
średniej oraz funkcji autokorelacji oraz do obliczania war-
tości niepewności tych charakterystyk. 
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Badania eksperymentalne sygnału z wykładniczą  
funkcją WWS  

Na rysunku 3 przedstawiono zarejestrowany fragment  
badanego centrowanego sygnału na wyjściu WY1, który 
próbkowano z okresem Tp= 0,0285714 ms. W obliczeniach 
statystycznych analizowano n = 200 000 wartości próbek. 

 
Rys. 3. Fragment przebiegu centrowanego sygnału o skorelowaniu 
wykładniczym. 
 

Wartość średnia x  badanego sygnału przed centrowa-
niem wyniosła 0,079796 V i była odejmowana od każdych 

jego dyskretnych wartości. Ze względu na małą wartość x
nie przedstawiono przebiegu przed centrowaniem. 

Następnie, obliczono wartość eksperymentalną nieob-
ciążonego odchylenia standardowego x̂ sygnału centro-

wanego, która równała się 0,6506927 V. 
Przy skorelowaniu wykładniczym warunkową wartość 

średnią opisuje wzór (9): 

(9)                     exxx pxpxp
 

Wyznaczanie i analizę autokorelacji przeprowadzono 
dla sygnału składającego się z n = 200 000 próbek. Okres 
próbkowania analizowanego sygnału wynosi Tp= 0,0285714 
ms. Interwał korelacji wyniósł τk=0,13 ms, a maksymalny 
interwał τkm= 3·0,13 ms = 0,39 ms. 

Wykonano wyznaczanie i badanie warunkowej wartości 
średniej zarejestrowanego sygnału. Na rysunku 4 przed-
stawiono unormowaną charakterystykę WWS, na której 

zaznaczono za pomocą kursorów parametr 1mx / )0(mx  dla 

okresu próbkowania Tp, który wynosił 0,0285714 ms. Para-

metr 1mx / )0(mx  tej charakterystyki wynosi 0,7736. Do 

analizy wykorzystano m = 2200 segmentów (fragmentów) 
sygnału. Każdy segment zawierał n = 30 próbek. Próg de-
tekcji xp wynosił 1,2 V. 

 

 
Rys. 4. Eksperymentalna unormowana wykładnicza charakterysty-
ka WWS. 

Poniżej dla warunków eksperymentu przestawiono obli-

czone stosunki wartości niepewności  xuAˆ  do odchylenia 

standardowego x̂ : 

- bez uwzględniania powiązania statystycznego (gdy λm=1): 
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- ze współczynnikiem λm uwzględniającym skorelowanie 
według zależności (6): 
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- z uwzględnieniem obliczonej WWS według zależności 
przybliżonej (8): 
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Współczynnik skorelowania λm i wartość punktu warunkowej 

wartości średniej 1mx / )0(mx  wyznaczono za pomocą 

programu LabVIEW. 

 
Badania eksperymentalne sygnału z oscylacyjno-
wykładniczą funkcją WWS 

Na rysunku 5 przedstawiono charakterystykę amplitu-
dowo częstotliwościową układu oscylacyjnego II-go rzędu, z 
małą wartością stopnia tłumienia ξ, ograniczającego pasmo 
szumu podanego z generatora. Parametry charakterystyki 
teoretycznej: współczynnik tłumienia ξ = 0,0437, częstotli-
wość rezonansowa fr = 172,5 Hz. 

 

Rys. 5. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa układu 
oscylacyjnego II-go rzędu. 

 
Rysunek 6 przedstawia fragment analizowanego cen-

trowanego sygnału na wyjściu WY2, który próbkowano z 
okresem Tp= 0,5 ms. Analizowanych było n = 500 000 pró-
bek. Wartość nieobciążonego odchylenia standardowego 

x̂  badanego sygnału wynosi 0,6575961V. 
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Rys. 6. Fragment przebiegu centrowanego sygnału o skorelowaniu 
oscylacyjno-wykładniczym. 
 

Przy skorelowaniu oscylacyjno-wykładniczym warunko-
wą wartość średnią opisuje wzór (10): 
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Podczas wyznaczania i analizy warunkowej wartości 
średniej wykorzystano sygnał składający się z n = 500 000 
próbek. Do badania WWS zostało użytych m=500 fragmen-
tów sygnału. Każdy segment  m  składał się z n = 300 pró-
bek. Wybrano próg detekcji xp=1,2V.  

Rysunek 7 prezentuje charakterystykę warunkowej war-
tości średniej.  

 

 
Rys. 7. Eksperymentalna oscylacyjno-wykładnicza charakterystyka 
WWS. 

Dla warunku Tp·α·n >> 1 do obliczenia względnej warto-
ści niepewności z uwzględnieniem WWS można wykorzy-
stać zależność uproszczoną (11) [17]: 
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nachylenia stycznej do obwiedni o kształcie wykładniczym; 
Tp – okres próbkowania. 

Można wykonać obliczenia maksymalnej i minimalnej 
względnej wartości niepewności z uwzględnieniem WWS 
korzystając z zależności: 

- jeżeli próbki sygnału są pobierane z odstępem 
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Wartość względna niepewności średniej arytmetycznej 
bez uwzględniania skorelowania wynosi: 
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Wartości niepewności względnej z uwzględnieniem 
WWS przedstawiono w tabeli 1. Badania niepewności prze-
prowadzono dla przedziałów czasowych (odstępów prób-
kowania) równym: pierwszemu przejściu charakterystyki 
WWS przez zero τ0 i pierwszemu lokalnemu maksimum τ+ 
według zależności (13) oraz pierwszemu lokalnemu mini-
mum  τ-  zgodnie ze wzorem (12). Dodatkowo w tabeli 1 
przedstawiono dla analizowanych przedziałów czasowych 

wartości średnich odbitych na obwiedniej 1mx . 
 
Tabela 1. Wyniki obliczeń wartości niepewności z uwzględnieniem 

WWS dla przedziałów czasowych τ0, τ-, τ+ i wartości  1mx . 

Przedziały 
czasowe 

Wartości  
WWS odbitych 
na obwiedniej 

1mx  

Wartości względna 
niepewności 

τ0 = 1,25 ms 1,05 V 0,0060 
τ- = 2,5 ms 1,02 V 0,0004 
τ+ = 5,5 ms 0,91 V 0,0040 

 
Oscyloskopy cyfrowe posiadają opcje uśredniania wa-

runkowego. Przedstawiono realizację charakterystyki WWS 
wykonaną za pomocą oscyloskopu cyfrowego Rigol (Rys. 
8). uśredniając 256 segmentów przy progu xp = 1,2 V. Cha-
rakterystyka WWS wykonana oscyloskopem jest przydatna 
do prowadzenia wstępnych analiz eksperymentalnych. 

 

Rys. 8. Eksperymentalna oscylacyjno-wykładnicza charakterystyka 
WWS wykonana za pomocą oscyloskopu cyfrowego. 
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Podsumowanie 

1. Dla sygnałów losowych lub zawierających istotne skła-
dowe losowe między próbkowanymi z dużą częstotliwo-
ścią wartościami sygnałów może występować powiąza-
nie statystyczne. Uwzględnienie wpływu tego powiąza-
nia pozwala dokładniej ocenić  wartość niepewności wy-
znaczanych charakterystyk statystycznych, co zauważa 
się w publikacjach [1-9].  

2. Przed wykonaniem oceny wartości niepewności należy 
wyeliminować składowe systematyczne, a następnie 
przeprowadzić analizę powiązania statystycznego w 
szeregu danych pomiarowych, która może mieć wpływ 
na zwiększenie lub zmniejszenie wartości niepewności 
charakterystyk eksperymentalnych. 

3. Zmniejszenie względnej wartości niepewności średniej 
arytmetycznej wymaga optymalizacji parametrów w 
eksperymencie pomiaru. Zwiększanie częstotliwości 
próbkowania i liczby pobieranych próbek powoduje ko-

rzystny wzrost wartości mianownika n  w wyrażeniu 
(6), ale także niekorzystny wzrost wartości licznika 

m . 

4. Jeśli podczas analizy niepewności pomiarów nie jest 
znany rozkład prawdopodobieństwa badanego sygnału 
to powinno się wykonać histogram oraz test zgodności 
(np. Chi kwadrat). Warto zwrócić uwagę na to, że dużo 
analiz statystycznych związanych jest z sygnałami, któ-
rych rozkład prawdopodobieństwa jest normalny lub  
quasinormalny.  

5. W artykule przestawiono dla sygnałów o rozkładach 
normalnych oceny względnej wartości niepewności 
średniej arytmetycznej z wykorzystaniem warunkowej 
wartości średniej oraz funkcji autokorelacji. Warunkowa 
wartość średnia jest mniej złożona w opisie matema-
tycznym i w sposobie obliczania niż funkcja autokorela-
cji. Podobnie jest z opisem i wyznaczaniem niepewności 
z uwzględnienie WWS. 

6. Na ocenę dokładności wyznaczania wartości średniej 
arytmetycznej wpływ ma współczynnik powiązania λm. 
Dla sygnałów o modelu powiązania nieujemnym (wy-
kładniczym) współczynnik λm > 1 i nieuwzględnienie go 
powoduje zaniżenie wartości niepewności. Natomiast, 
dla oscylacyjno-wykładniczego modelu powiązania 
współczynnik λm może powodować zmniejszenie lub 
zwiększenie wartości niepewności. 

7. Warunkową wartość średnią można wykorzystać do 
oceny stopnia powiązania statystycznego, w tym do wy-
znaczenia wartości niepewności w pomiarach parame-
trów sygnałów i układów fizycznych. Stosunkowo łatwą 
możliwość uśredniania warunkowego dają oscyloskopy 
cyfrowe. Takie charakterystyki są przydatne do prowa-
dzenia wstępnych analiz oceny danych powiązanych 
statystycznie. 

8. Dalszym etapem prac autora będzie badanie innych 
modeli do analizy powiązania statystycznego. Planowa-
ne jest analizowanie sygnału o skorelowaniu oscylacyj-
no-wykładniczym, którego tłumienie jest większe niż sy-
gnału przedstawionego w tej publikacji, oraz modelowa-
nie i badanie sygnałów o różnych innych modelach sko-
relowania. 

Autor: mgr inż. Rafał Chorzępa, Politechnika Rzeszowska im. 
Ignacego Łukasiewicza, Katedra Metrologii i Systemów Diagno-
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