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Zastosowanie warunkowego usredniania do oceny niepewnosci
sredniej arytmetycznej sygnalow losowych

Streszczenie. Brak uwzglednienia wystepujgcego powigzania statystycznego danych pomiarowych wpfywa na zanizenie lub zawyzenie wartosci
obliczanych parametrow statystycznych stosowanych do oceny doktadno$ci pomiaru. W artykule podjeto probe zastosowania warunkowego usred-
niania do oceny niepewnosci Sredniej arytmetycznej z uwzglednieniem wpfywu powigzania statystycznego danych. Zaletg warunkowej warto$ci
Sredniej (WWS) jest prosty opis matematyczny oraz tatwo$¢ obliczania w praktyce. Warunkowa warto$¢ $rednia moze mie¢ zastosowanie w analizie
danych pomiarowych oraz w rozpoznawaniu i ocenie powigzania statystycznego probek sygnatu.

Abstract. Failure to take into account the existing statistical relationship of measurement data results in the underestimation or overestimation of the
calculated statistical parameters used to assess the accuracy of the measurement. The article attempts to use conditional averaging to assess the
uncertainty of the arithmetic mean, taking into account the influence of the statistical relationship of the data. The advantage of the conditional mean
value (WWS) is a simple mathematical description and the ease of calculation in practice. The conditional mean value may be used in analyzing
measurement data and in recognizing and evaluating the statistical relationship of signal samples. (Application of conditional averaging to as-

sess the uncertainty of the arithmetic mean of random signals).

Stowa kluczowe: sygnat losowy, powigzanie statystyczne danych, warunkowa warto$¢ $rednia, funkcja korelaciji.
Keywords: random signal, statistical association of data, conditional mean value, correlation function.

Wstep

We wspétczesnych pracach badawczych, technicznych,
przemystowych korzysta sie z danych probkowanych z
duzg czestotliwoscig. Miedzy kolejnymi tak uzyskanymi
danymi moze wystepowac powigzanie statystyczne, ktére
przewaznie okre$la sie skorelowaniem. W publikacjach
metrologicznych i statystycznych [1-9] zauwaza sie potrze-
be uwzglednienia statystycznego powigzania danych. Po-
wodem matej ilosci wykonywanych analiz uwzgledniajgcych
wyznaczanie funkcji korelacji i oceny doktadnosci tej funkcji
jest ztozonos¢. Brak uwzgledniania skorelowania powoduje
otrzymywanie wynikéw analiz nawet kilkakrotnie mniejszych
lub wiekszych od wynikéw analiz ze skorelowaniem (w
zaleznosci od modelu i znaku skorelowania). Ttumaczony
przez Gtéwny Urzad Metrologiczny (GUM) przewodnik [10]
nie przedstawia wzoréw na obliczenie niepewnos$ci danych
skorelowanych.

Dlatego poszukuje sie nowych rozwigzan w analizie da-
nych eksperymentalnych powigzanych statystycznie. Jed-
nym z kierunkéw oceny powigzania statystycznego w anali-
zie danych jest obliczanie warunkowej wartosci $redniej
(WWS). Warunkowe usrednianie jest mato ziozone w opisie
matematycznym i w zastosowaniu praktycznym. WWS jest
przydatna w wyznaczaniu funkcji korelacji dla danych i
sygnatéw o rozkfadzie normalnym i quasinormalnym oraz
wyznaczania innych parametréw w przetwarzaniu danych
losowych [11-12].

Nalezy zauwazy¢, ze duza liczba analiz statystycznych
sygnatéw losowych dotyczy sygnatéw przechodzgcych
przez ukfady wielostopniowego przetwarzania z ograniczo-
nym pasmem czestotliwosci, w ktérych nastepuje normali-
zacja funkcji gestosci prawdopodobienstwa sygnatu.

Warunkowa wartos¢ srednia
Warunkowg warto$¢ srednig E[ ] dla sygnatéw losowych

centrowanych o rozktadzie normalnym i quasinormalnym
opisuje wzor (1):

" 'ux|xp (T):E{x(tp +T)‘X(t,,):xp}:

:k'px(f)'xp

gdzie: k — wspotczynnik (dla rozktadu normalnego & = 1),
X(t,)=x, — warunek progowy, x(z,+7) — wartosci sygnatu w
chwili odlegtej o © od momentu t=t,, p,(t) — autokorelacja
unormowana.

Wyznaczanie warunkowej wartosci sredniej arytmetycz-
nej probkowanych danych wykonuje sie za pomocg zmody-
fikowanego wzoru (2):

M
() flxp (tn)=ﬁ~ )
m=

gdzie: m — numer segmentu sygnatu, M — liczba usrednia-
nych segmentow, n — numer probki w segmencie.

Wykorzystanie zaleznosci (1) i (2) pozwala na utworze-
nie charakterystyki WWS bedgcej odwzorowaniem funkcji
autokorelacji (1). Optymalne analizy usredniania warunko-
wego dla sygnatéw o rozkiadach prawdopodobienstwa
normalnych i quasinormalnych realizowane sa dla warunku

progowego x, mieszczgcego sie w zakresie odﬁ-o-x do
2 -0, . Wyznaczanie warunkowej warto$ci Sredniej znajdu-

je zastosowanie w ocenach powigzania statystycznego
danych. [11-16]

Wplyw skorelowania na analizowane parametry staty-
styczne

W analizach metrologicznych czesto przyjmuje sieg, ze
wartosci w szeregu danych sg nieskorelowane. W celu
przedstawienia opisu matematycznego dla takich danych
stosuje sie definicje parametrow statystycznych (3) — (5).
Pierwszym z obliczanych parametrow jest warto$¢ $rednia
arytmetyczna (3):

— 1 n-1
(3) x=— Y x(k-Ar)
k=0

gdzie: n — liczba prébek, k — krok usredniania, 4t — odstep
czasu miedzy probkami.
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Nastepnie oblicza sie odchylenie standardowe danych
(4) i wzgledng niepewnos¢ sredniej arytmetycznej metodg
typu A (5):

®)

Ze wzgledu na coraz czestsze stosowanie przetwarza-
nia A/C i duzych czestotliwosci probkowania powinno sie
uwzglednia¢ wptyw skorelowania sygnatow w wigkszosci
analiz ich parametrow statystycznych.

Dla opisu sygnatéw skorelowanych mozna wykorzystaé
wartos¢ sredniej arytmetycznej, ktdrg oblicza sie klasycznie
(3). Natomiast, opis wzglednej niepewnosci $redniej aryt-
metycznej uwzgledniajgcy skorelowanie danych wyraza
zaleznos¢ (6) [3-5]:

6 i () A

n—1
gdzie: A, = 1+[22(1 —ﬁ}px (k~At)j - wspétczynnik
k=1 n

uwzgledniajgcy skorelowanie.

Zastosowanie WWS do oceny niepewnosci sredniej
arytmetycznej z uwzglednieniem wplywu powigzania
statystycznego danych

W celu obliczenia niepewnosci sredniej arytmetycznej
u, \x) za pomocg warunkowego usrednienia analizowa-

nych danych o rozktadzie normalnym powigzanych staty-
stycznie, mozna wykonaé nastepujgce dziatania [12-14]:

1) obliczenie wartosci Sredniej x (wedtug wzoru (3));

2) odjecie x od kazdej wartosci x; szeregu danych w celu
o
jego centrowania i otrzymania szeregu x; ;

o
3) wyznaczenie dla szeregu centrowanego x; nieobcigzo-
nej estymaty odchylenia standardowego o, (wedlug wzoru

4);

o
4) wyznaczenie (dla szeregu centrowanegox; ) wartosci
warunkowej $redniej arytmetycznej;m, wykorzystujgc
wzor (2). Prég x, powinno wybiera¢ sie z zakresu od
V2. c,do2-o,.

5) Wyznaczanie wartosci ;ml dla okresu prébkowania T,
przedstawiono poglagdowo na przyktadzie wykiadniczej
charakterystyki WWS na rysunku 1.

6) obliczanie wartosci wzglednej
arytmetycznej za pomocg wzoru (7):

niepewnosci $redniej

Xu(T) [V]
*p
Xt
T, 7 [ms]

Rys. 1. Przykiad wyktadniczej charakterystyki WWS.

@ U gwws ()_‘) _ 1

o, " xp(l/l—l)—;ml(l’l-i-l)
(n—l)-(xp +;m1)

Gdy liczba pomiaréw jest duza (n » 1) to wyrazenie (7)
mozna zredukowac i przedstawi¢ w postaci stosunku (8):

uAWWS(x)~ 1

(8)

Uktad do przetwarzania sygnatu z generatora szumow
Rysunek 2 przedstawia uktad eksperymentalny, ktory

sktada sig z:

- generatora szumu biatego dolnopasmowego: RFT NF-

RAUSCHGENERARTOR NRG 201 TYP 03 002 o rozkta-

dzie N (0; 0,5). Pasmo generatora szumu B = 25kHz,

- uktadu inercyjnego I-go rzedu, na wyjsciu ktérego powsta-

je szum skorelowany wyktadniczo,

- ukfadu oscylacyjnego ll-go rzedu, na wyjsciu ktérego

otrzymuje sie szum o korelacji oscylacyjno-wyktadnicze;.

Ukfad zasilany jest napieciem z zasilacza prgdu statego o

wartosci 12V.

WE 1| Uktad inercyjny OWY
I-go rzedu WY1
Generator WY
szumu biatego
donopasmowego
Uktad oscylacyjny ~
WE 2 Il-go rzedu owY2
Rys. 2. Schemat blokowy ukfadu eksperymentalnego.
Do analizy sygnatdw zastosowano $rodowisko

LabVIEW, w ktérym wykonano aplikacje:

- do komunikacji z kartg pomiarowg i akwizycji danych po-
miarowych,

- do prezentowania przebiegéw sygnatéw z otwieranego
pliku oraz do obliczania podstawowych statystyk (m.in.
wartosci Sredniej, odchylenia standardowego, wariancji),

- do wyznaczania charakterystyk warunkowej wartosci
$redniej oraz funkcji autokorelacji oraz do obliczania war-
tosci niepewnosci tych charakterystyk.
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Badania eksperymentalne sygnatu
funkcja WWS
Na rysunku 3 przedstawiono zarejestrowany fragment
badanego centrowanego sygnatu na wyjsciu WY1, ktory
prébkowano z okresem 7,= 0,0285714 ms. W obliczeniach
statystycznych analizowano » = 200 000 wartosci probek.
ulV]
2
15
1
0,5
0
-0,5
-
=151
-2
)L A s T s
0051152253354455556657758285099510
7 [ms]

z wyktadnicza

Rys. 3. Fragment przebiegu centrowanego sygnatu o skorelowaniu
wyktadniczym.

Wartosé srednia x badanego sygnatu przed centrowa-
niem wyniosta 0,079796 V i byta odejmowana od kazdych

jego dyskretnych wartosci. Ze wzgledu na matg wartos¢ x

nie przedstawiono przebiegu przed centrowaniem.
Nastepnie, obliczono warto$¢ eksperymentalng nieob-

cigzonego odchylenia standardowego &, sygnatu centro-

wanego, ktoéra rownata sie 0,6506927 V.
Przy skorelowaniu wyktadniczym warunkowg warto$¢
srednig opisuje wzor (9):

—alq]

9) )_c|x (r)zxp-px(r):xp-e

Wyznaczanie i analize autokorelacji przeprowadzono
dla sygnatu skifadajacego sie z n = 200 000 prébek. Okres
probkowania analizowanego sygnatu wynosi 7,= 0,0285714
ms. Interwat korelacji wyniost 7,=0,13 ms, a maksymalny
interwat 7,,= 3-0,13 ms = 0,39 ms.

Wykonano wyznaczanie i badanie warunkowej wartosci
Sredniej zarejestrowanego sygnatu. Na rysunku 4 przed-
stawiono unormowang charakterystyke WWS, na ktérej

zaznaczono za pomocg kursoréw parametr Xml /)_cm (0) dla
okresu prébkowania 7, ktéry wynosit 0,0285714 ms. Para-
metr xmi/xm(0) tej charakterystyki wynosi 0,7736. Do

analizy wykorzystano m = 2200 segmentéw (fragmentow)
sygnatu. Kazdy segment zawierat n = 30 prébek. Prog de-
tekcji x, wynosit 1,2 V.

)7m1(1)/ Xn(0) [V]

08| N e e =

X1 (D) Tim(0)

06

04

02

0 ] T ] 1 ]
0 P 005 0.1 0,15 02 0,25 03 035 04

7 [ms]

Rys. 4. Eksperymentalna unormowana wyktadnicza charakterysty-
ka WWS.

Ponizej dla warunkéw eksperymentu przestawiono obli-
czone stosunki wartosci niepewnosci # 4{x) do odchylenia

standardowego & :
- bez uwzgledniania powigzania statystycznego (gdy 4,,=1):

i) 1

o, An 200000

- ze wspotczynnikiem 2, uwzgledniajgcym skorelowanie
wedtug zaleznosci (6):

0 (}): VAn _ 648791
o.  n 200000

- z uwzglednieniem obliczonej WWS wedtug zaleznosci
przyblizonej (8):

=0,002236 = 0,0022

=0,005696 ~ 0,0057

I’;AWWS(;)z 1 _ 1
o ' (xp — Xl )/;m (0) \/200000.1_0’7736
" (x, +m )/ 3 (0) 1+0,7736

=0,006259 ~ 0,0063.

Wspétczynnik skorelowania A, i warto$¢ punktu warunkowej
wartosci  Sredniej Xt/ Xom (0) wyznaczono za pomocg
programu LabVIEW.

Badania eksperymentalne sygnalu z oscylacyjno-
wykladniczg funkcjg WWS

Na rysunku 5 przedstawiono charakterystyke amplitu-
dowo czestotliwosciowa uktadu oscylacyjnego IlI-go rzedu, z
matg wartoscig stopnia ttumienia &, ograniczajgcego pasmo
szumu podanego z generatora. Parametry charakterystyki
teoretycznej: wspétczynnik ttumienia ¢ = 0,0437, czestotli-
wos$¢ rezonansowa f; = 172,5 Hz.

IK(D)]
12
10
8 —K(f)I
eksperymentalne
61 - = K]
4 teoretyczne
2 4
0 . :
0 100 200 300 400 500
S [Hz]

Rys. 5. Charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa uktadu
oscylacyjnego Il-go rzedu.

Rysunek 6 przedstawia fragment analizowanego cen-
trowanego sygnatu na wyjsciu WY2, ktéry prébkowano z
okresem T,= 0,5 ms. Analizowanych bylo » = 500 000 pro-
bek. Warto$¢ nieobcigzonego odchylenia standardowego

&, badanego sygnatu wynosi 0,6575961V.
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Rys. 6. Fragment przebiegu centrowanego sygnatu o skorelowaniu
oscylacyjno-wyktadniczym.

Przy skorelowaniu oscylacyjno-wyktadniczym warunko-
wa wartos¢ srednig opisuje wzor (10):

x, p.(r)=

—a|T
X, -e i -cos(w,7)

(10) f|x (T):

Podczas wyznaczania i analizy warunkowej warto$ci
Sredniej wykorzystano sygnat sktadajgcy sie z n = 500 000
prébek. Do badania WWS zostato uzytych m=500 fragmen-
téw sygnatu. Kazdy segment m sktadat sie z n = 300 pro-
bek. Wybrano prog detekcji x,=1,2V.

Rysunek 7 prezentuje charakterystyke warunkowej war-
tosci Sredniej.

Fm1 min 15
milmax =
0,75

0,5

0,25

0

-0,25

-0,5

-0,75
SR
il 2
T 0 25 5' T, 5 1012,5 15 17 5?_0?_2,5 ?_52—.!" 5 3’03?_,5 35 3? 54042,5 454? 5 50

p_zerq L p mdx T [ms]

p_min

Rys. 7. Eksperymentalna oscylacyjno-wyktadnicza charakterystyka
WWS.

Dla warunku T,-a:n >> 1 do obliczenia wzglednej warto-
Sci niepewnosci z uwzglednieniem WWS mozna wykorzy-
stac¢ zaleznos$¢ uproszczong (11) [17]:

ﬁAWWS()?)z 1—(/72
o, n'(1+¢2—2¢7cosa)0Tp)

(11)

gdzie:
(pzefa'T” =M; wy - pulsacja rezonansowa; o — kat
b
p
nachylenia stycznej do obwiedni o ksztatcie wyktadniczym;

T, — okres prébkowania.

Mozna wykonac obliczenia maksymalnej i minimalnej
wzglednej wartosci niepewnosci z uwzglednieniem WWS
korzystajgc z zaleznosci:

- jezeli probki sygnalu sa pobierane z odstepem
(z+27k) ,, _ - o
T,=—""-" (k=0,1....) to minimalna warto$¢ unormo-
,

o

wanej niepewnosci wynosi:

{ﬁAWWS()_C)} 1 xp_fl )
o, . J_ X, +%,

- jezeli probki sygnatu sg pobierane z odstepem T, =

(12)

27k

a)()
(k = 0,1....) to maksymalna warto$¢ unormowanej nie-

pewnosci wynosi:
{ﬁAWWS (f)}
Ox max \/_

Wartos¢ wzgledna niepewnosci srednlej arytmetycznej
bez uwzgledniania skorelowania wynosi:

X +X
(13)

iyle) 1 1
=—=——--=0,00141421~ 0,0014
o, n /500000
Wartosci niepewnosci wzglednej z uwzglednieniem

WWS przedstawiono w tabeli 1. Badania niepewnosci prze-
prowadzono dla przedziatébw czasowych (odstepow prob-
kowania) réwnym: pierwszemu przejsciu charakterystyki
WWS przez zero 7, i pierwszemu lokalnemu maksimum z,
wedtug zaleznosci (13) oraz pierwszemu lokalnemu mini-
mum 7. zgodnie ze wzorem (12). Dodatkowo w tabeli 1
przedstawiono dla analizowanych przedziatéw czasowych

wartosci $rednich odbitych na obwiedniej ;ml .

Tabela 1. Wyniki obliczen warto$ci niepewnosci z uwzglednieniem

WWS dla przedziatéw czasowych 1, 7., 7. i wartosci X1 -

Wartosci
Przedziaty WWS odbitych | \wartosci wzgledna
czasowe na obwiedniej niepewnosci
Xml
0= 1,25 ms 1,05V 0,0060
7.=2,5ms 1,02V 0,0004
7, =5,5 ms 091V 0,0040

Oscyloskopy cyfrowe posiadajg opcje usredniania wa-
runkowego. Przedstawiono realizacje charakterystyki WWS
wykonang za pomocg oscyloskopu cyfrowego Rigol (Rys.
8). usredniajgc 256 segmentow przy progu x, = 1,2 V. Cha-
rakterystyka WWS wykonana oscyloskopem jest przydatna
do prowadzenia wstepnych analiz eksperymentalnych.

-W@W

RIGOL T [

1 &
T T

1.z@L)

w

MIFEE SEEml Time 5.806ms 023 .560ms

Rys. 8. Eksperymentalna oscylacyjno-wyktadnicza charakterystyka
WWS wykonana za pomocg oscyloskopu cyfrowego.
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Podsumowanie

1. Dla sygnatéw losowych lub zawierajgcych istotne skia-
dowe losowe miedzy prébkowanymi z duzg czestotliwo-
Scig wartosciami sygnatow moze wystepowacé powigza-
nie statystyczne. Uwzglednienie wptywu tego powigza-
nia pozwala doktadniej oceni¢ warto$¢ niepewnosci wy-
znaczanych charakterystyk statystycznych, co zauwaza
sie w publikacjach [1-9].

2. Przed wykonaniem oceny wartosci niepewnosci nalezy
wyeliminowa¢ skiadowe systematyczne, a nastepnie
przeprowadzi¢ analize powigzania statystycznego w
szeregu danych pomiarowych, ktéra moze mie¢ wptyw
na zwiekszenie lub zmniejszenie wartosci niepewnosci
charakterystyk eksperymentalnych.

3. Zmniejszenie wzglednej wartosci niepewnosci Sredniej
arytmetycznej wymaga optymalizacji parametrow w
eksperymencie pomiaru. Zwigkszanie czestotliwosci
prébkowania i liczby pobieranych prébek powoduje ko-

rzystny wzrost wartosci mianownika x/; W wyrazeniu
(6), ale takze niekorzystny wzrost wartosci licznika

A

m "

4. Jesli podczas analizy niepewnosci pomiarow nie jest
znany rozktad prawdopodobienstwa badanego sygnatu
to powinno sie wykonaé¢ histogram oraz test zgodnosci
(np. Chi kwadrat). Warto zwrdci¢ uwage na to, ze duzo
analiz statystycznych zwigzanych jest z sygnatami, kto-
rych rozklad prawdopodobiefnstwa jest normalny lub
quasinormalny.

5. W artykule przestawiono dla sygnatdw o rozktadach
normalnych oceny wzglednej wartosci niepewnosci
Sredniej arytmetycznej z wykorzystaniem warunkowej
wartosci $redniej oraz funkcji autokorelacji. Warunkowa
warto$¢ Srednia jest mniej ztozona w opisie matema-
tycznym i w sposobie obliczania niz funkcja autokorela-
cji. Podobnie jest z opisem i wyznaczaniem niepewnosci
z uwzglednienie WWS.

6. Na ocene doktadnosci wyznaczania wartosci $redniej
arytmetycznej wplyw ma wspétczynnik powigzania 4,,.
Dla sygnatéw o modelu powigzania nieujemnym (wy-
ktadniczym) wspétczynnik 4,, > 1 i nieuwzglednienie go
powoduje zanizenie wartosci niepewnosci. Natomiast,
dla oscylacyjno-wyktadniczego modelu powigzania
wspotczynnik 1,, moze powodowac zmniejszenie lub
zwiekszenie wartosci niepewnosci.

7. Warunkowg warto$¢ $rednig mozna wykorzystaé do
oceny stopnia powigzania statystycznego, w tym do wy-
znaczenia wartosci niepewnosci w pomiarach parame-
tréow sygnatéw i uktadow fizycznych. Stosunkowo tatwg
mozliwo$¢ usredniania warunkowego dajg oscyloskopy
cyfrowe. Takie charakterystyki sg przydatne do prowa-
dzenia wstepnych analiz oceny danych powigzanych
statystycznie.

8. Dalszym etapem prac autora bedzie badanie innych
modeli do analizy powigzania statystycznego. Planowa-
ne jest analizowanie sygnatu o skorelowaniu oscylacyj-
no-wyktadniczym, ktérego ttumienie jest wieksze niz sy-
gnatu przedstawionego w tej publikacji, oraz modelowa-
nie i badanie sygnatéw o réznych innych modelach sko-
relowania.

Autor: mgr inz. Rafat Chorzepa, Politechnika Rzeszowska im.
Ignacego tukasiewicza, Katedra Metrologii i Systeméw Diagno-
stycznych, ul. Wincentego Pola 2, 35-959 Rzeszéw, e-mail:
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