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Realizacja dolnoprzepustowych filtrébw parametrycznych

Streszczenie. W artykule przedstawiono realizacje dolnoprzepustowych filtréw o parametrach zmiennych w czasie. Strukture filtru pierwszego rzedu
zbudowano na bazie ukfadu mnozgcego. Filtr drugiego rzedu opracowano na bazie sekcji bikwadratowych. Przyjeto eksponencjalnie zmienny w
czasie przebieg zmian parametrow filtrow. Uzyskane wyniki zilustrowano przyktadami.

Abstract. The article presents practical realization of low pass time-varying filters. The structure of first order filter is created based on multiplier. The
second order filler is build based on biquadrate structure. The exponential waveform of variable coefficients is assumed. The obtained results are

verified by examples. (Realization of low pass parametric filters).
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Wstep

Liniowe uktady o zmiennych w czasie parametrach sg
niestacjonarnymi uktadami deterministycznymi, ktérych
parametry zalezg od czasu. Uktady te s3 nazywane
parametrycznymi lub krécej - LTV (z ang. linear time
varying). Analizie uktadéw LTV, traktowanych jako
bezposrednie uogdlnienie klasycznych, stacjonarnych
uktadéw LTI (liner time invariant), opisanych réwnaniami
rézniczkowymi o zmiennych w czasie wspétczynnikach,
zostato poswiecone wiele prac teoretycznych, m.in. [1], [2],
[3], [4], [6]. Znane sg takze praktyczne zastosowania
systeméw LTV: sg one stosowane w przetwarzaniu
sygnatu, [8], ich wilasciwosci dobrze sprawdzajg sie do
szybkiej filtracji sygnatow [7] i redukcji szumow [8], [9], [10],
[11], [12], stanowig tez elementy uktadéw kompensujgcych
w sieciach energetycznych [13], wzmacniaczy [4],
generatorow chaotycznych [14], dziat elektromagne-
tycznych [15] oraz urzgadzeh medycznych [16]. Giéwnag
zaletg stosowania uktadéw parametrycznych jest mozliwosé
poprawy wiasciwosci dynamicznych systemoéw i skrécenia
czasu trwania stanow przejsciowych [12], [13], [17].

W literaturze [4], [5], [18], [19], [20], [21], mozna znalez¢
metody analizy uktadéw LTV bazujgce na transformacji
parametrycznych réwnan rézniczkowych do réwnan
znanych z matematyki stosowanej np. rownan Riccatiego
[18], Floquet'a, Mathieu, Meissner'a czy Hill'a [4].
Wspomniane metody wymagajg wyznaczenia macierzy
stanu o elementach zmiennych w czasie, nastepnie
obliczania uogodlnionych wartosci wtasnych i tworzenia
macierzy rozwigzan fundamentalnych tzw. macierzy
Wronskiego [19]. Takie podejscie jest bardzo uzyteczne z
punktu widzenia badania stabilnosci uktadéw lub badania
ich wiasciwosci czestotliwosciowych [19], [20], ale z reguty
nie prowadzi do uzyskania zamknietej formy analitycznych
rozwigzan stanowigcych odpowiedzi uktadéw na dowolne
wymuszenie.  Analityczne  rozwigzania dla  wyzej
wspomnianych parametrycznych rownan rézniczkowych
istnieja tylko w nielicznych przypadkach [3], [22], ktore w
duzej mierze zalezg od charakteru zmiennosci funkciji
parametryzujgcych, czyli w praktyce od przebiegu
zmiennosci parametrow uktadu.

Z teorii rownan rozniczkowych wynika, Ze istniejg
rozwigzania fundamentalne dla uktadéw pierwszego rzedu i
niektérych przypadkéw uktadow rzedu drugiego [3], [4].
Bazujac na Znajomosci macierzy rozwigzan
fundamentalnych (Wronskiego) [4], [18], [19], mozna
wyznaczy¢ rozwigzania rownan rozniczkowych opisujgcych
uktady LTV. Rozwigzania dla uktadéw pierwszego rzedu
majg postaé funkcji eksponencjalnych, z catkg funkcji
parametryzujgcej w wyktadniku [3], [23]. Rozwigzania

fundamentalne dla ukladéw LTV drugiego rzedu sa
znacznie bardziej skomplikowane i sg wyrazone za pomocg
pomocy specjalnych funkcji fizyki matematycznej tj. funkcje
Bessela pierwszego i drugiego rodzaju niecatkowitych
rzedéw lub konfluentne funkcje hipergeometryczne [17],
[22]. Wyznaczenie zamknietej formy rozwigzan dla uktadéw
LTV pierwszego i drugiego rzedu jest mozliwe, tylko jesli
istnieje catka kombinacji funkcji parametryzujgcej i
rozwigzan fundamentalnych. Szczegély tej analizy zawarto
we wczeshiejszych pracach autorki [17], [23]. Niniejszy
artykut jest poswiecony propozycji analogowej realizaciji
parametrycznego dolnoprzepustowego filtru pierwszego i
drugiego rzedu ze zmiennymi parametrami.

Model filtru parametrycznego drugiego rzedu

Procesy w uktadach niestacjonarnych opisuje sie za
pomocg parametrycznych réwnan rézniczkowych, ktérych
wspotczynniki sg zalezne od czasu.
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Rys. 1. Model dolnoprzepustowego filtru parametrycznego I-go
rzedu

Model filtru LTV pierwszego rzedu przedstawiono na

rysunku 1. W dziedzinie czasu jest on opisany
parametrycznym réwnaniem rézniczkowym pierwszego
rzedu (1):

dy(1)
(1) 4 a0 y(0) = (1),

dr
gdzie: x(¢r) — sygnat wejsciowy, y(f) — sygnat wyjsciowy,

k — wspotczynnik wzmocnienia dla skladowej statej, w(t) —
funkcja parametryzujaca.

Wystepujgca we wzorze (1) funkcja «(f) moze by¢

interpretowana jako zmienna czasie pulsacja graniczna. W
artykule zatozono jej eksponencjalny przebieg postaci:

(2) a(t) = wg + Ce 7!,

Wspotczynnik C wystepujacy we wzorze (2) okresla
wartos¢ funkcji parametryzujgcej dla chwili /=0, natomiast
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wspotczynnik  y okresla szybkosS¢ osiggania wartosci
ustalonej @, Wspodtczynnik @, odpowiada pulsacji
granicznej klasycznego filtru LTI, do ktérego ewaluuje
struktura rozpatrywanego filtru LTV po dostatecznie diugim
czasie.
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Rys. 2. Wyniki symulacji idealnego dolnoprzepustowego LTV I|-go
rzedu, a) przebieg funkcji parametryzujacej (), b) odpowiedzi na
wymuszenie skokowe

W przypadku uktadéw LTV I-go rzedu istnieje mozliwosc¢
analitycznego wyznaczenia odpowiedzi na dowolne
wymuszenie x(f) w postaci sygnatu o skonczonej mocy.
$redniej, ktdéra przy eksponencjalnie zmiennej funkciji
parametryzujgcej wyraza sie wzorem [22], [23]:

t —exp(—yt) N k -kt
B y=Je” e TS (QJ € x(r)de-
0 k=0 b4 k!

Rozwigzanie réwnania (3) wyraza w sposéb jawny
odpowiedz filtru na wymuszenie x(¢). W celu zweryfikowania
analitycznego rozwigzania odpowiedzi analizowanego
ukfadu przeprowadzono symulacje idealnej sekcji LTV w
programie PSpice. Symulacja zostata przeprowadzona dla
uktadu LTV ktérego parametry zmieniajg sie jak w
przypadkach [, I, lll, 1V, V (rys. 2a). Odpowiedz skokowg
wyznaczono dla dolnoprzepustowego filtru, przy pulsaciji
ustalonej w,=10 rad/s. Wyniki analizy przedstawione zostaty
na rysunku 2b.

Zmiana parametru wptywa na ksztatt i parametry
(wartos¢ maksymalng, szybkos¢ osiggania stanu
ustalonego) odpowiedzi skokowej uktadu. Gdy zmienny w
czasie wspotczynnik osiggnie swojg warto$¢ ustalong, ukfad
LTV staje sie rownowazny stacjonarnemu uktadowi LTI.

Realizacja filtru parametrycznego I-go rzedu
Dolnoprzepustowy filtr parametryczny pierwszego rzedu
zostat zbudowany na bazie uktadu mnozgcego MPY634 w

konfiguracji przedstawionej na rysunku 3.

Ul o—fc] ® T
MPY 634K P

u,(f)o

Rys. 3. Struktura dolnoprzepustowego filtru LTV I-go rzedu

Dla statego napiecia sterujgcego (uc(ty= Uc =const)

uktad przedstawiony na rysunku 3 opisany jest
transmitancja:
1 U
U,(s RC SF k
(4) H(S) — 2( ) — RC SF — ,
Ui (s) 1 Uc s+ay
RC SF

i jest znang realizacja dolnoprzepustowego filtru o
czestotliwosci granicznej regulowanej za pomocg napiecia
sterujgcego Uc. Transmitancji (4) odpowiada réwnanie
rozniczkowe:

du,(t) 1 Uc

5 — st ——u, (1) = kuy (1) .

(5) & CR SF 2(1) 1 (1)
Uzmienniajgc parametr uc(f) uzmienniony zostaje

wspotczynnik rownania, ktéry moze by¢ interpretowany jako

zmienna w czasie pulsacja graniczna (por wzor (1)):

duy (@) 1 uc(®)
dt CR SF

©) uy (1) = kuy () ,

zatem wzor (6) staje sie rownaniem parametrycznym
opisujgcym dolnoprzepustowy filtr parametryczny rzedu
pierwszego.

Model filtru parametrycznego drugiego rzedu

Model filtru LTV drugiego rzedu w dziedzinie czasu
opisany jest parametrycznym réwnaniem rézniczkowym
drugiego rzedu (7), a jego schemat ideowy przedstawiono
na rysunku 4.

x(1)
W, | ><
> —>+ .
2a(1) X 'Z | J J' n)
> —>1=

(1)

X
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Rys. 4. Model dolnoprzepustowego filtru parametrycznego Il-go
rzedu
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Parametryczne réwnanie rézniczkowe dla ukfadu ll-go
rzedu ma postac:

() YO+ 2000,y (1) + & y(t) = kx(0),

gdzie: o — pulsacja rezonansowa prototypu stacjonarnego,
k— wspdiczynnik wzmocnienia dla sktadowe;j statej, (),
o(?) - funkcje parametryzujace.

Rozwigzania analityczne takich rownan nie zawsze sg
znane, dlatego tez wnikliwa analiza uktadow LTV jest
mozliwa tylko dla szczegolnych funkcji przebiegu
zmiennosci parametréw (funkcji parametryzujacych). W
artykule przyjeto réwnanie sekcji LTV drugiego rzedu z
parametrami zmiennymi eksponencjalnie zgodnie ze
wzorami (8) i (9) przy czym szybkos¢ osiggania wartosci
ustalonej przez obie funkcje jest taka sama i okreslona
przez wspotczynnik 7.

2 2 -
(8) o ()= +Ce™"", o,,yeR",CeR,
(9) o(t)=oy+De””!, oy, yeR",DeR,
gdzie: oy— wspotczynnik ttumienia prototypu

stacjonarnego.

Przy tak przyjetych zatozeniach ukfad LTV opisany
rbwnaniem (7) dla t—o przeksztatca sie w uktad
stacjonarny o parametrach @, o, a jego szczegbétowa
analiza zawarta jest we wczesniejszych pracach autorki np.
[17], z ktérej wynika Zze odpowiedZz ukfadu na dowolne
wymuszenie mozna zapisac jako:

! s oyr——e "
yi)=4 (lz(t)j. q(7)x(r)e 2 ( 4 jdz'—
0

(10)
? %[0’07—*67”‘] %[—e ”—Gorj
—q(D] g(D)x(7)e Y Jdrle © N ,
0
przy czym:
D _
(11) 01(f)=§(f)'1ﬂ[a,ﬂ; a);/ e 74),

(12) Q2(f):§(f)'1ﬂ(a—ﬁ+l,2—ﬂ;&yDe}’t],

gdzie:
_oD o W”\/@
(13) C()=e % [e*?’ | 2,

A - stata bedgca odwrotnoscig wyznacznika macierzy
Wronskiego (macierzy rozwigzan fundamentalnych ¢ (%)
oraz ¢(1)) [23],

1Fi(a, B;z) — konfluentna funkcja hipergeometryczna [22],

ktérej parametry zalezg od wspotczynnikow funkcji
parametryzujgcych:

(14) a :%[2C+ﬁ(0w, —2)—@(4 ol -4+ Do-oa),ﬂ
y

w,,lo§—4
.

(15) B= 2

Rozwigzanie réwnania (10) wyraza w sposéb jawny
odpowiedz filtru na wymuszenie x(¢f) w postaci sygnatu o
skonczonej mocy $redniej. W celu zweryfikowania
analitycznego rozwigzania odpowiedzi sekcji
parametrycznej przeprowadzono symulacje idealnej sekcji
LTV ~w programie PSpice. Symulacja zostata
przeprowadzona dla sekgcji, ktérej parametry zmieniajg sie
jak w przypadkach [/, /I, lll, IV, V. Odpowiedz skokowg
wyznaczono dla sekcji dolnoprzepustowej, przy pulsacji
ustalonej @w=10rad/s oraz tlumieniu ustalonym ,=0,5.
Wyniki analizy przedstawione zostaty na rysunku 5.
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Rys. 5. Wyniki symulacji idealnego dolnoprzepustowego LTV ll-go
rzedu a) przebieg funkcji parametryzujgcej o(?), b) przebieg funkcji
parametryzujacej «'f), c) odpowiedzi na wymuszenie skokowe

Zmieniajgc charakter przebiegu parametrow filtru
zmienia sie jego dynamika. W stanie ustalonym filtr LTV jest
réwnowazny filtrowi LTI.

Realizacja filtru parametrycznego llI-go rzedu
Dolnoprzepustowy filtr parametryczny drugiego rzedu
zrealizowany zostat na bazie struktury bikwadratowej [24]
(rys. 6). Uklad ten dla statych parametréw opisany jest
transmitancja:
1

RyR4C,C,
R ’
+ s+
RC RyR3RsC\C,

(16) Hp(s)=

N

ktorej odpowiada réwnanie rézniczkowe:

Cur(0) | dur () | Reur (1)

u (¢) .

(17)

Mozna zauwazy¢, Zze uzmienniajgc parametry G,=1/R,
oraz Rs; uzmiennione zostajg wspotczynniki réwnania
wystepujace przy funkcji u, (1), i us(f), czyli sg to parametry
odpowiadajgce za zmiane off) oraz «(t). Wzor (17) staje sie
zatem réwnaniem parametrycznym drugiego rzedu (por. z
(7)) rozpatrywanym w artykule:
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(g L0 | GOMWO | ROy m@®)
dr C,dt RyRsRsC\Cy  RyR,CiCy
R:=5,6 kQ
1
Ry(1) —
Sy R,=33kQ

R=1kQ

u,(1)

Rys. 6. Struktura dolnoprzepustowego filtru LTV ll-go rzedu

Mozna przyjaé, ze zmienne w czasie rezystancje
(przewodnosci) proporcjonalnie odzwierciedlajg przebieg
zmian funkcji parametryzujgcych:

(19) Rg(t) = w5 (1),

(20) G~ o().

Zmienne w czasie rezystancje (przewodnosci)
reprezentujgce funkcje parametryzujgce zostaty

zrealizowane przy uzyciu potencjometrow cyfrowych,
ktérych rezystancja sterowana jest za pomocg zewnetrznie
wygenerowanego eksponencjalnego napieciowego sygnatu
sterujgcego.

Wyniki badan laboratoryjnych

Uktad do badania filtrow parametrycznych
przedstawiono na rysunku 7. Funkcje parametryzujgce sa
ekspo-nencjalnym sygnatem napigciowym generowanym za
pomocg dedykowanego oprogramowania (rys. 8) oraz
mikroprocesora ATmega8 i jednoczesnie sg odpowiednio
napieciem przestrajajgcym czestotliwo$¢ graniczng uktadu
(rys. 3) oraz napieciami sterujgcymi zmiang rezystancji w
uktadzie z rysunku 6. W celu sprawdzenia wplywu zmiany
funkcji parametryzujgcych na prace uktadéw wykorzystano
dodatkowy sygnat generowany przez procesor o okresie
rownym czasowi generacji tej funkcji. Dla uktadu
pierwszego rzedu, przy czestotliwosci procesora réwnej 8
MHz i czestotliwosci 200 kHz magistrali I°C, czas generaciji
funkcji przez procesor jest rowny 23 ms, dla ukiadu
drugiego rzedu — 46 ms. Sygnat ten wykorzystano jako
trigger oscyloskopu. Analiza uktadéw | i Il rzedu polegata na
badaniu odpowiedzi filtru na wymuszenie sinusoidalne.

a)

Z—— N\

RS23 funkcja

11 f
1 parametryzujaca

we filtr wy
u (1) LTv u(1)

b)

Funkcis
parpmetryZupnca
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Geanerator I. Fillr pisrwszege
szumu \ ragdu

Sygnaly
wejsciowe

Rys. 7. Uktad do badania filtru LTV, a) schemat ideowy uktadu,
b) stanowisko laboratoryjne
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Rys. 8. Okno programu generatora funkcji parametryzujgcych
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Rys. 9. Wynik badan filtru LTV I|-go rzedu - przypadek A: a)
przebieg funkcji parametryzujacej w(f), b) odpowiedz uktadu na
wymuszenie sinusoidalne
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Rys. 10. Wynik badan filtru LTV Il-go rzedu - przypadek B: a)
przebieg funkcji parametryzujacej «(t), b) odpowiedz uktadu na
wymuszenie sinusoidalne
a)

10k

Bk

Ek.
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u RE[t) =»zmienna pulzacia
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Rys. 11. Wynik badan filtru LTV ll-go rzedu - przypadek A:
a) przebiegi funkcji parametryzujgcych oft) oraz «*(t), b) odpowiedz
ukfadu na wymuszenie sinusoidalne

10k
2k
Ek

4k 1T

2k

o RE[t] =»zmienna pulzacia
b)

Rys.12. Wynik badan filtru LTV Il-go rzedu - przypadek B:
a) przebiegi funkcji parametryzujgcych oft) oraz «(t), b) odpowiedz
ukfadu na wymuszenie sinusoidalne

Wyniki pomiaréw dla filtru I-go rzedu przedstawiono na
rysunkach 9 i 10. Sygnat impulsowy oznaczony kolorem
czerwonym stanowi sygnat wyzwalania dla oscyloskopu
Wyniki badan filtru LTV drugiego rzedu przedstawiono na
rysunkach 11 i 12. Kolorem czarnym i niebieskim
oznaczono przebiegi zmiennosci parametréw (odpowiednio
Re(t) oraz Ri(f)), kolorem czerwonym oznaczono sygnat
wyjsciowy uktadu, kolor niebieski oznacza sygnat
impulsowy wyzwalania dla oscyloskopu.

Na podstawie przebiegéw przedstawionych na
rysunkach 9-12 wyraznie widaé, ze zmiang parametru
ukfadu mozna wptywac na jego dynamike, a tym samym na
skrocenie czasu trwania stanow przejsciowych. Ta
wiasciwosé uktadu LTV zostata praktycznie wykorzystana w
procesie identyfikacji sktadowej statej sygnalu mocy
Sredniej [13] gdzie wykazano szybszg odpowiedZ ukfadu
parametrycznego w poréwnaniu z filtrem stacjonarnym.

Podsumowanie

Opracowane ukfady  dolnoprzepustowych filtrow
parametrycznych 1l-go i Ill-go rzedu 2z parametrami
zmiennymi eksponencjalnie umozliwiajg zbadanie dynamiki
uktadéw parametrycznych. Modele te wykorzystane
zostang do optymalizacji wtasciwosci tych ukladow, miedzy
innymi z punktu widzenia ich wtasciwosci dynamicznych w
poréwnaniu z klasycznymi sekcjami LTI. Uktady pierwszego
i drugiego rzedu stanowig baze do budowy bardziej
skomplikowanych struktur LTV wyzszych rzedéw. Umozliwi
to znalezienie optymalnych struktur i ustalenie przebiegéw
zmian i wartosci parametrow zapewniajgcych oczekiwane
wiasciwosci filtru (np. dynamika odpowiedzi, redukcja
szumu w sygnale, itp). W stanie ustalonym uklady o
zmiennych parametrach sg réwnowazne odpowiadajgcym
im ukitadom o statych parametrach, a korzyscig ich
stosowania moze by¢ poprawa dynamiki.
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