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Warunek na wystepowanie maksimum sprawnosci
dla wybranych maszyn elektrycznych

Streszczenie. W artykule przedstawiono rozwazania teoretyczne dotyczgce warunku wystepowania maksimum sprawno$ci dla silnika indukcyjnego
klatkowego i pierscieniowego, transformatora oraz silnika obcowzbudnego i bocznikowego pradu statego. Rozwazania te modyfikujg spojrzenie na
to zagadnienie i pozwalajg na sformutowanie bardziej precyzyjnego warunku na wystepowanie maksimum sprawnosci w rozwazanych maszynach,
kwestionujgc tym samym przedstawiany dotychczas w literaturze warunek o réwno$ci strat statych i zmiennych.

Abstract. — The article presents theoretical considerations regarding the condition of occurrence of maximum efficiency for a squirrel cage and ring
induction motor, a transformer, a DC excited motor and DC shunt motor. These considerations modify the view on this issue and allow for the
formulation of a more precise condition for the occurrence of maximum efficiency in the machines under consideration, thus questioning the
condition presented so far in the literature about the equality of constant and variable losses. The theoretical considerations regarding the
condition of occurrence of maximum efficiency for a squirrel cage and ring induction motor
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Wstep

W literaturze dominuje poglad, Zze maksimum 1
sprawnosci dla silnika indukcyjnego wystgpi wtedy, kiedy
straty state zréwnajg sie ze stratami zmiennymi [1,4].
Sugeruje to, ze suma strat statych i strat zmiennych jest
rébwna stratom catkowitym i wobec tego nalezy uwzglednié
wszystkie straty w maszynie przy formutowaniu warunku na
maksimum sprawnosci. W literaturze do strat statych
zalicza sie straty mechaniczne oraz straty w rdzeniu. Do
strat zmiennych zalicza sie straty w uzwojeniu stojana i
wirnika oraz straty dodatkowe obcigzeniowe. W publikacji
[2] wskazano, ze do strat statych nalezatoby wigczy¢ straty
w uzwojeniu stojana pochodzgce od prgdu magnesujgcego.
W przypadku transformatora straty state to straty w rdzeniu,
natomiast straty zmienne sg stratami w uzwojeniach od
prgdu obcigzenia W silniku obcowzbudnym stratami
statymi sg straty w rdzeniu wirnika i straty mechaniczne |
oraz straty w obwodzie wzbudzenia, a do strat zmiennych
zalicza sie straty przejscia na styku szczotka-komutator i
straty w uzwojeniach obwodu twornika od prgdu obcigzenia.
Ponizej przedstawiono analize strat i ich powigzanie z mocg
wydawang przez wybrane maszyny, co pozwolito na
sformutowanie warunku na wystepowanie maksimum p
sprawno$ci w silnikach i transformatorze. Przedstawione (3) 7=

P+P,+P +P,+P,+P, +P, +P,

Rys.1. Wykres fazorowy dla silnika indukcyjnego

Sprawnosé dla indukcyjnego silnika pierscieniowego
wyznacza sie z zalezno$ci

zaleznosci sg doktadniejsze, lepiej odzwierciedlajg procesy
zachodzgce w maszynie i wskazujg, ze maksimum
sprawnosci wystepuje tylko przy réwnosci niektérych strat
W maszynie.

gdzie: Pgg — straty w rdzeniu, P,, — straty mechaniczne,
Pws — straty w uzwojeniu stojana, P55 — straty dodatkowe

Warunek na maksimum sprawnosci dla indukcyjnego obcigzeniowe w stojanie, P\ — straty w uzwojeniu wirnika,

silnika pierscieniowego

Rozwazania prowadzone sg w oparciu o wykres
fazorowy dla silnika indukcyjnego przy zatozeniu, ze
wspotczynnik mocy w wirniku bedzie réwny jednosci, cos @r
~ 1, [5,10]. Moc wydawang na wale P mozna wtedy

przedstawi¢ jako proporcjonalng do pradu wirnika
odniesionego na strone stojana |,

1 Pak-Iy

Zgodnie z rys.1 prad stojana /g bedzie réwny

2) IS =lp+(Ig+17)°

gdzie: I, - prad zwigzany ze stratami w rdzeniu, /,,, — prad
magnesujacy.

Par— straty dodatkowe obcigzeniowe w wirniku, Ppp —straty
na zestyku slizgowym.
Straty w uzwojeniu stojana dane sg réwnaniem

(4) P, =3RI2=3R[I2+(I,+1))]

gdzie: Rg — rezystancja uzwojenia stojana.
Straty w uzwojeniu wirnika

() Pur :3R|,‘”2
gdzie: R — rezystancja uzwojenia wirnika odniesiona na
strone stojana.
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Straty dodatkowe obcigzeniowe dla danego pradu
stojana /s mozna wyznaczy¢ z zalezno$ci

1Y [2+0g+1))7
(6) Py = asN(I_SJ = FasN T £ :

sN I52N
gdzie: PgasN — straty dodatkowe obcigzeniowe dla
znamionowego pradu stojana Igp .
Straty dodatkowe obcigzeniowe w wirniku dla danego
pradu |} mozna przedstawi¢ jako

2
I ’
(7) Par = Parn (’_rJ

N

gdzie: Pgrny — straty dodatkowe obcigzeniowe dla
znamionowego pradu wirnika Iy .

Straty mocy na zestyku slizgowym bedg réwne
(8) Ppb:3-AU{)I;
gdzie: AU| -—spadek napiecia na zestyku $lizgowym
odniesiony na strone stojana.

Majac okreslone poszczegdlne straty mocy wyrazenie
na sprawnosc¢ przybierze postac

kI’
PP 3R U TR

77:

©)

P

asN

[12 40, +17] 1Y
B Qe ¥ 20 yp [0 | 43.a001
I2 arl I r

!/
sN N

W celu wyznaczenia warunku na wystepowanie
dn

— |
!
r

maksimum sprawnosci nalezy policzy¢ pochodng

nastepnie przyréwnac jg do zera

dn
10 —1 -9
(10) i’

Po przeksztatceniach otrzymuje sie wyrazenie o postaci

2
|
Pee + Py +3R 12 + Pygy (I—"J =
SN

2 2

I K
(1) 3Re1[Z+3R] 17 + Pogy (_rJ +Py (_rJ
Ion I'in

Lewa strona rownania (11) przedstawia straty mocy
biegu jatowego Pjno dla znamionowego napigcia (12). Prad
biegu jatowego oznaczono jako /, .

2
|
(12) Pino = Pre +Pn +3Rs|g + Pasn (I_OJ
sN

Prawa strona réwnania (11) przedstawia straty mocy Pk
od prgdu wirnika |;w obu uzwojeniach oraz straty

dodatkowe obcigzeniowe stojana i wirnika (13).

1 2 ’ 2
(13) PK=3RSI,'2+3R,'Ir’2+PasN[II—fJ +ParN[||jj
rN

sN

Prad wirnika |, wyznaczony z réwnania (11) bedzie
réwny

2

P, +P, +3RSI§+PasN(Il° j
sN

, 1 1

3R, + 3R] + P, ITJF P

arN I 1?2
sN N

(14) I =

Dzielagc powyzsze rownanie (14) przez | , dostaje
sie wyrazenie

2
' PFe+Pm+3RSIj+PasN(II°j
(15) L _ N

I;N 2 f 2 I,N :
’ ’ I
3R+ R+ Py +P

sN

ktére mozna zapisa¢ jako
(16) L: h

N Pen
gdzie: PN — straty w uzwojeniach i straty dodatkowe
obcigzeniowe dla znamionowej wartosci pragdu wirnika Iy .
wystgpi

maksimum sprawnosci wyznaczy¢ mozna z ponizszej
zaleznosci

Wzgledne obcigzenie knmaxdla ktérego

(17)

Warunek na wystepowanie maksimum sprawnosci dla
indukcyjnego silnika klatkowego

Wyrazenie na sprawnos$¢ silnika klatkowego ma
podobng postac jak réwnanie (3,) z ktérego wyeliminowano
straty na zestyku slizgowym Ppp ,[7,10].

(18)
P

+P._ +P +P
ws as wr ar

TP P

Fe+Pm+P

Po dokonaniu  odpowiednich  podstawien jak
w przypadku silnika pierscieniowego rownanie to przybierze
postac

kI’
K4+ P, + P 43R [+ (I, + 1)+ 3R +

n

(19)

o 4+, (1)
+ Fan Iz + Fan T
sN N

Po wyznaczeniu pochodnej sprawnosci wzgledem pradu
I; i przyréwnaniu tego wyraZzenia do zera otrzymuje sie
zaleznos¢ pomiedzy sktadowymi strat (20).

2
|
(20) Pee + P, +3R 12 + Pygy (I—°J =

sN

r 2 ’ 2
3RSI;2+3R;I;2+PasN(—Ir J +ParN[—"r J
IsN N

Lewa strona powyzszego wyrazenia przedstawia sobg
straty biegu jalowego Pj,, przy napieciu znamionowym.
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2
|
(21) F)ino = PFe + Pm +3Rs|§ + |:)asN (I_OJ

sN

Prawa strona réwnania przedstawia straty wywotane
przez prad wirnika w uzwojeniach stojana i wirnika oraz
straty dodatkowe obcigzeniowe.

2 2
M M

(22) Py =3R1/% +3R/ 1,7 + P, (—VJ +Py (—rj
I'sn N

Wzgledne obcigzenie k dla ktérego wystgpi

77 max
maksimum sprawnosci wyraza sie podobnie jak dla
indukcyjnego silnika pierscieniowego.
IIC P Pino

(23) i = 3B " P
Warunek na wystepowanie
dla transformatora

Zakfada sie , ze:
- napiecie strony wtornej U,
- straty w rdzeniu Pre ,
- prad stanu jatowego /y,

maksimum sprawnosci

sg state i niezalezne od obcigzenia [6,10].

Sprawnos¢ transformatora mozna przedstawi¢ jako

mU; 15 cos @,

(24) n=——"

muU;l; cos @, + P + P,
gdzie:m - liczba faz, U3, |, — napiecie i prad strony wtérnej
odniesione na strone pierwotng, P, — straty w uzwojeniach

Straty w uzwojeniach beda rowne
(25) P, = M(R,1,> + R} 15’
gdzie: Iy — prad strony pierwotnej, R; — rezystancja
uzwojenia pierwotnego dla pradu przemiennego, R,

rezystancja uzwojenia wtérnego dla pradu przemiennego
odniesiona na strone pierwotna.

U

Ql —=XI1
U
HXZ'
U,
QR2'
U,
1,2', ““““““““ l]
0, :
\¢1
\
1, @

v

Rys. 2. Wykres fazorowy dla transformatora

Korzystajac z powyzszego wykresu fazorowego prad /4
mozna zapisa¢ jako

1, =1 + 15 -cos B + (1} -sin B
gdzie:  — kgt zawarty pomiedzy fazorami pradow ly i I'.

(26)

Po dokonaniu podstawien wyrazenie na sprawnoscé
przybiera postaé

(27)
- mU; 1] cose, B
mU’l} cosp, +P.. +m(R1,*+R!1.%)
mU’l. cosg,

mU1.cosg, + P, +m(R (I, +1,-cos B) +(I2-sin B) +R!I.’]

Przy zatozeniu, ze cos ¢@- = const,
sprawnosci wzgledem pradu | bedzie réwna

pochodna

(i—’f:PFeer-Rl-|§—m-R1-|§2—m-R;-|;Z
2

Przyréwnujgc pierwsza pochodng do zera otrzymuje sie

(28)

(29)  Pe+m-R;-1y> =m-R;- 12 +m-R} 152
Podstawiajac

otrzymuje sie réwnanie strat o postaci:

(31) Pee +M-R, - 12 =m-Ry - 152

Lewa strona réwnania (31) przedstawia straty stanu
jatowego Pi,p, natomiast prawa strona przedstawia straty Pk
wywotane prgdem obcigzenia /2 w obu uzwojeniach, ktére
mozna pomierzy¢ w stanie zwarcia.

Z zaleznosci (31) mozna wyznaczy¢ warto$¢ pradu
obcigzenia dla ktérego wystgpi maksimum sprawnosci:

2

32 1), =
(32) ; —)

Powyzsze wyrazenie daje sie przeksztatci¢ do postaci:

2
Pee +M-R; -1 Pino

’
1 _ _

' 2
5N m-Ry - 15y Pan

(33)

gdzie: Pxy — straty w uzwojeniach od prgdu znamionowego
I\ réwne stratom zwarcia.

Wzgledne obcigzenie dla ktérego wystgpi maksimum
sprawnosci mozna okresli¢ z zaleznosci

(34) k -t _S_ |Pu
77 max I;N SN P

KN

Powyzsze wyrazenie nie wprowadza istotnych zmian do
warunku na maksimum sprawnosci prezentowanego
w literaturze moéwigcego o roéwnosci strat w rdzeniu
i w uzwojeniach, [3]. Wynika to z faktu, ze prad stanu
jatowego jest niewielki w stosunku do prgdu znamionowego
transformatora i straty od tego pradu beda tez niewielkie.
Wobec tego prezentowana zaleznos¢ wprowadza tylko
pewng zmiane jakosciowa a nie ilosciowa.
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Warunek na wystepowanie maksimum sprawnosci
dla silnika obcowzbudnego oraz silnika bocznikowego
pradu statego

Analize dla silnika obcowzbudnego przeprowadza sie
przy zatozeniu statej wartosci:
-- prgdu wzbudzenia,
-- predkosci obrotowe;j.

W zwigzku z powyzszym straty w obwodzie wzbudzenia
P, straty w rdzeniu wirnika Pr. oraz straty mechaniczne Py,
bedg réwniez state, [8].

Prad wirnika mozna przedstawi¢ jako sume dwdch
sktadowych
(35) =1+,
gdzie: I, — prad biegu jatowego, l,7 — sktadowa pradu
wirnika zwigzana z mocg na wale silnika.

Straty w obwodzie twornika Py, od pradu I, bedg rowne

36) P,=R,(l,+1,)

gdzie: R — rezystancja uzwojenia twornika, uzwojenia
komutacyjnego i ewentualnie uzwojenia kompensacyjnego.

Straty na zestyku slizgowym P,

@7) P, =2AU(1,+1,)

Straty dodatkowe obcigzeniowe P, ktérych wartosé
mozna zapisa¢ jako

2
1, +1
(38) PaL:PaLN( aol aTJ
aN
gdzie: Pan - straty dodatkowe obcigzeniowe przy

znamionowym pradzie twornika /.

Moc wydawang na wale P mozna przedstawi¢
zaleznoscig:

(39) P=Kk,I

p aT
Sprawnos¢ silnika wyznacza sie z zaleznosci:

N
P+ P

(40) 7

gdzie: P; — straty catkowite w silniku.

Po wstawieniu do zaleznosci (40) poszczegolnych strat
otrzymuje sie wyrazenie

(41)
kol

paTl

Kola + Py + Pey + Py 28U (1, + 1 )+

]7:

2
5 |0+|-|—
+Rat(|a0+|aT) +PaLN( : .

IaN

Wyznaczajgc pochodng dn/dlsr i przyréwnujgc do zera
otrzymuje sie réwnanie strat o postaci:

2
P + P, +P, +2AU, 1, + R, 1. +PaLN£|a°J =

at " a0
(42) aN
2
|
2
RatIaT + I:)aLN( IaT J
aN

Lewa strona réwnania przedstawia straty biegu
jatowego, natomiast prawa strona obrazuje straty
wywotane w uzwojeniach twornika i straty dodatkowe przez
sktadowg pradu wirnika l,7 . Wartos¢ tej sktadowej moze
by¢ wyznaczona z zalezno$ci:

(43)
P +P,+P +2AU,I +RI. +P

2
( Ian J
aLN
I _ I aN
aT 2
i 1
Rat IaT + PaLN 1
I aN

Wprowadzajagc prad la7v jako wartos¢ odpowiadajgcg
mocy znamionowej Py mozna obliczy¢ wzgledne obcigzenie
mocg przy ktérej sprawnosé¢ osiggnie maksimum:

44) kA de P Poo

~—23

77 max I P 2
aTN N 5 1
RatlaT + PaLN( I ]

aN

Zgodnie z powyzszg zaleznoscig maksimum sprawnosci
dla silnika obcowzbudnego wystapi przy réwnosci strat
biegu jatowego i strat w uzwojeniach obwodu twornika oraz
strat dodatkowych wywotanych sktadowg pradu la7w.
Zalezno$¢ ta jest dokiadniejsza niz przedstawiona w [9],
wskazujgca na rownos¢ strat statych i strat w uzwojeniach
obwodu twornika.

Przeprowadzone rozwazania bedg rowniez stuszne dla
silnika bocznikowego prgdu statego ze wzgledu na
wystepowanie takich samych strat jak w silniku
obcowzbudnym.

Whnioski

Przedstawione teoretyczne rozwazania dotyczace
warunku  wystepowania maksimum  sprawnosci dla
wybranych maszyn elektrycznych pozwalajg na bardziej
precyzyjne ujecie tego zagadnienia. Dla poszczegdinych
maszyn maksimum sprawnosci wystagpi przy réwnosci
nastepujgcych strat:

1. Dla transformatora wystapi przy réwnosci strat stanu
jatowego oraz strat w obu uzwojeniach od pradu
obcigzenia /I>.

2. Dla indukcyjnego silnika klatkowego wystapi przy
zréwnaniu strat biegu jalowego oraz strat w uzwojeniach
stojana i wirnika, i strat dodatkowych obcigzeniowych od
pradu obcigzenia wirnika /,.

3. Dla indukcyjnego silnika pierscieniowego wystgpi przy
réwnosci strat biegu jatowego oraz strat w uzwojeniach
stojana i wirnika i strat dodatkowych obcigzeniowych od
pradu obcigzenia wirnika I, czyli identycznie jak w
silniku klatkowym.

4. Dla obcowzbudnego silnika prgdu statego i silnika
bocznikowego wystgpi przy roéwnosci strat biegu
jatowego oraz strat w uzwojeniach obwodu twornika i
strat dodatkowych wywotanych prgdem obcigzenia /a7 .

Nalezy zwréci¢ uwage, ze sktadniki strat w maszynach,
ktére wykazujg proporcjonalnos¢ do pradu obcigzenia, sa
eliminowane w ftrakcie przeksztalcen. Przyktadowo dla
silnika pierscieniowego sg to straty na zestykach
slizgowych, podobnie straty na zestyku szczotki -
komutator dla obcowzbudnego | bocznikowego silnika
pradu statego. Podobnie jest z elementami strat w
uzwojeniach, ktére po rozpisaniu sg proporcjonalne do
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prgdu obcigzenia. Ze wzgledu na koniecznos¢ raczej
zwieztego przedstawienia przeksztalcen, nie sg one
widoczne w przedstawionych wyprowadzeniach.

Po przeprowadzonej analizie mozna wysnu¢ ogdélny
wniosek, ze maksimum sprawnosci dla badanych silnikéw
indukcyjnych wystapi przy réwnosci strat biegu jatowego
oraz strat w uzwojeniach oraz strat dodatkowych
wywotanych pragdem obcigzenia wirnika. Dla silnika
obcowzbudnego i silnika bocznikowego pradu statego
maksimum sprawnosci wystgpi przy réwnosci strat biegu
jatowego oraz strat w uzwojeniach twornika oraz strat
dodatkowych wywotanych sktadowg pradu twornika
zwigzang z wydawang mocg na wale.

Dla otrzymanych wynikdw mozna znalez¢ interpretacje
fizykalng. W maszynie biegngcej jatowo powstajg tylko
straty biegu jatlowego. Obcigzenie maszyny powoduje, ze
straty zaczynajg wzrasta¢ ponad straty biegu jalowego
wskutek pojawienia sie pradu obcigzenia.
Z chwilg zréwnania sie strat biegu jalowego ze stratami
proporcjonalnymi do kwadratu pradu obciazenia,
sprawnos¢ maszyny osiggnie najwiekszg wartos¢.

Autor: dr hab. inz. Henryk Banach, Politechnika Lubelska,
Katedra Napedow i Maszyn Elektrycznych, ul. Nadbystrzycka 38 A,
20-618 Lublin, E-mail:h.banach@pollub.p!
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