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Zastosowanie procesora GPU w analizie nieustalonego
pola temperatury w tréjwymiarowym modelu elektrycznego

ogrzewania podtogowego

Streszczenie. W artykule przedstawiono numeryczng analize nieustalonego pola temperatury w tréjwymiarowym modelu elektrycznego grzejnika
podfogowego. Sformutowano odpowiednie zagadnienie brzegowo-poczgtkowe, ktére dyskretyzowano niejawng metoda réznic skoriczonych.
Otrzymane uktady rownan rozwigzano przy wykorzystaniu metody BiCGStab i procesora GPU. Dodatkowe zastosowanie procesora GPU pozwolito
ponad 5-krotnie skrdcic czas obliczen w stosunku do programu pracujgcego tylko na procesorze CPU.

Abstract. This paper presents the numerical analysis of the transient temperature field in a three-dimensional model of an electric floor heater. An
appropriate initial-boundary value problem was formulated, which was discretised using the implicit finite difference method. Obtained systems of
equations were solved using the BiCGStab method and the GPU. The additional application of the GPU reduced the time of computations over 5
times compared to the program executed only on the CPU. (The application of GPU in the analysis of transient temperature field in a three-

dimensional model of electric floor heating system).

Stowa kluczowe: elektryczne ogrzewanie podiogowe, obliczenia réwnolegte, GPGPU, nieustalone pole temperatury.
Keywords: electric floor heating, parallel computations, GPGPU, transient temperature field.

Wstep
Numeryczna analiza zagadnien termicznych czesto
wymaga wykonania dtugotrwatych obliczen

komputerowych. Dotyczy to zwlaszcza badania dynamiki
zjawisk fizycznych oraz koniecznosci uwzglednienia trzech
wymiarow w stosowanych modelach. Jedng z metod
skrocenia czasu trwania  termicznych obliczen
numerycznych jest zastosowanie obliczen réwnolegtych.
Obliczenia takie wymagajg odpowiedniej dekompozyciji
badanego zagadnienia [1]. Najczesciej dekompozycja
dotyczy analizowanego obszaru lub zastosowanej metody
numerycznej. Obliczenia réwnolegte wykonywane sg
zazwyczaj na dedykowanych komputerach masywnie
réwnolegtych oraz klastrach. Od kilku lat interesujaca
alternatywag dla powyzszych systemoéw jest zastosowanie
procesorow kart graficznych (GPU). Procesory te
umozliwiajg takze wykonywanie obliczen numerycznych nie
zwigzanych z wyswietlaniem obrazu. Technologia ta
nazywana jest obliczeniami ogdlnego przeznaczenia
realizowanymi na procesorach kart graficznych (GPGPU)
[2, 3]. O jej duzej popularnosci zdecydowat niski koszt
procesorow graficznych oraz ich wysoka wydajnosé
obliczeniowa, wielokrotnie przewyzszajgca wydajnosé
tradycyjnych procesoréw (CPU). Zastosowanie procesora
karty graficznej oraz wspoipracujgcego z nim tradycyjnego
procesora pozwala wiec szybko i niskim kosztem wykonaé
numeryczng analize skomplikowanych zagadnien
termicznych.

Diugotrwate obliczenia termiczne wystepujag m.in.
w analizie i symulacji pracy ukiadéw ogrzewania
podtogowego [4]. W zaleznosci od czynnika grzewczego
wyréznia sie ogrzewanie podtogowe wodne, elektryczne
i powietrzne [5]. Wiekszos$¢ prac badawczych poswiecona
jest analizie pola termicznego w ogrzewaniu wodnym [4,
6-11]. Znacznie mniej publikacji dotyczy natomiast
ogrzewania elektrycznego [12-15] i powietrznego [16-19].
W modelowaniu systeméw ogrzewania podtogowego
stosowane sg metody analityczne [9-11, 13, 17] oraz
metody numeryczne [4, 6-8, 12, 14, 15, 18, 19]. Zaletg
metod analitycznych jest mozliwosé otrzymania doktadnego
rozwigzania w postaci wzoru matematycznego. Niestety,
w przypadku badania modeli o skomplikowanej geometrii
oraz w analizie uktadéw nieliniowych, zastosowanie metod
analitycznych jest bardzo trudne, a czasami wrecz

niemozliwe. W takich wlasnie sytuacjach stosowane sg
metody numeryczne. Jesli badane zagadnienia opisane sg
réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi, to zazwyczaj jest
to jedna z nastepujgcych metod: elementéw skonczonych
(FEM) [20, 21], roznic skonczonych (FDM) [22, 23],
objetosci skonczonej (FVM) [24] oraz elementéw
brzegowych (FBM) [24, 25]. W wiekszosci przypadkow
uktady ogrzewania podiogowego modelowane sg jako
ptasko-réwnolegte (dwuwymiarowe) [4, 6-11, 14, 15, 17-19].
Takie uproszczenie znacznie zmniejsza rozmiar modelu,
a tym skraca czas obliczen. Jednakze zastosowanie trzech
wymiarébw pozwala dokladniej zbada¢ rozktad pola
temperatury w przekroju grzejnika, zwilaszcza przy jego
krawedziach. Publikacji poswieconych  modelowaniu
ukfadéw trojwymiarowych jest znacznie mniej, niz artykutow
dotyczacych ukfadow dwuwymiarowych. W pracy [12]
analizowano tréjwymiarowy model ogrzewania
podiogowego z elektrycznymi panelami grzewczymi.
Przeprowadzone tam badania dotyczyty okreslenia wptywu
réznych materiatéw, z ktérych wykonano ptyte podtogowg
i ktérymi jg pokryto, na rozkiad nieustalonego pola
temperatury na powierzchni podtogi oraz na catkowite
zuzycie energii elektrycznej. W symulacjach numerycznych
wykorzystano jawng metode roznic skonczonych. Z kolei
wpracy [13] przedstawiono analityczne rozwigzanie
problemu modelowania dynamiki trojwymiarowego pola
temperatury w jednowarstwowym uktadzie elektrycznego
grzejnika podtogowego pracujgcego z regulatorem. Do
rozwigzania zagadnienia zastosowano metody:
superpozycji  stanéw  (potgczong z  rozdzieleniem
zmiennych), usrednionej stalej czasowej oraz superpozycji
charakterystyk skokowych.

Ze wzgledu na malg liczbe publikacji poswieconych
modelowaniu uktadow ogrzewania podtogowego
z uwzglednieniem trzech wymiaréw, gtéwnym celem
niniejszej pracy jest przedstawienie numerycznej analizy
nieustalonego pola termicznego w wielowarstwowym,
trojwymiarowym modelu elektrycznego grzejnika
podtogowego sterowanego regulatorem dwupotozeniowym.
Dla przyjetego modelu sformutowano odpowiednie
zagadnienie brzegowo-poczatkowe rownania
przewodnictwa cieplnego. Réwnanie to zdyskretyzowano
niejawng metodg réznic skonczonych. Otrzymane uklady
rébwnan rozwigzano metodg iteracyjng (BiCGStab)
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z prekondycjonerem Jacobiego. Ze wzgledu na duzg liczbe
niewiadomych w rozwigzywanych uktadach réwnan, a tym
samym i dtugi czas obliczeri numerycznych, drugim celem
artykutu byto skrocenie tego czasu. Cel ten osiagnieto
poprzez dodatkowe wykorzystanie w  obliczeniach
procesora karty graficznej. Otrzymane wyniki obliczen
przedstawiono w postaci przebiegéow i rozktadéw pola
temperatury.

Fizyczny i matematyczny model
grzejnika podtogowego

Uproszczony model elektrycznie ogrzewanej podfogi
przedstawia rysunek 1.

elektrycznego

Wy

Rys.1. Trojwymiarowy model elektrycznie ogrzewanej podtogi: 1 -
betonowe podtoze, 2 - izolacja cieplna, 3 - wylewka betonowa, 4 -
kabel grzejny, 5 - czujnik temperatury

Zasadniczym elementem grzejnika podtogowego jest
warstwa wylewki betonowej, w ktérej umieszczony jest
kabel grzejny. Kabel zazwyczaj utozony jest w zygzak
(meander) i mocowany do podtoza za pomocg tasmy lub
siatki montazowej. Pod wylewka betonowg znajduje sie
izolacja cieplna (np. utwardzony styropian). Izolacja ta
ogranicza straty ciepta poprzez betonowe podtoze, ktére
stanowi najnizszg warstwe grzejnika podtogowego. Na
zewnetrznych, pionowych krawedziach podtogi, stosuje sie
dodatkowg izolacje boczng zapobiegajgcg przenikaniu
ciepta przez $ciany pomieszczenia. Do  regulaciji
temperatury stosowany jest termostat. Czujnik temperatury

montowany jest pomiedzy dwoma odcinkami kabla
grzejnego jak najblizej goérnej powierzchni  wylewki
betonowe;j.

Rozktad nieustalonego pola temperatury w grzejniku
podtogowym opisuje tréjwymiarowe réwnanie
przewodnictwa cieplnego [22]:

T, (X, y,2,t) . O°T (X, y,2,t) . O°T (X, y,2,t)

ox? oy? oz*

_ 1 aTI (Xa y,Z,t) _ gi (X7 Y, Z’t)
i ot 4

W powyzszym réwnaniu Ti(x,y,z,t) jest rozkladem pola
temperatury w i-tej warstwie grzejnika (i = 1,2,3), w punkcie
o wspotrzednych (x,y,z) i w chwili czasu t. Z kolei gi(3x,y,z,t)

)

oznacza objetosciowag wydajnos¢ zrodet ciepta (W/m®), zas
7 jest dyfuzyjnoscig termiczna:

(1)

) Zi :i-
Cioi

W analizowanym modelu
przyjeto nastepujace zatozenia:

- wlasciwosci materiatow, tj. przewodnos¢ cieplna (4),

ciepto wiasciwe (c;) oraz gestos¢ masy (p;), tworzacych

grzejnika podtogowego

kolejne warstwy grzejnika, majg state wartosci (niezalezne
od temperatury),

- zewnetrzne, pionowe $ciany podtogi (rys.1) sg idealnie
izolowane,

- zagiecia kabla grzejnego (oznaczone na rysunku 1 linig
przerywang) sg pomijane, zas$ liniowa gestos¢ wydzielanej
mocy odpowiednio zwiekszana, tak aby catkowita moc
ukfadu pozostata niezmieniona,

- wszystkie odcinki kabla grzejnego sg réwnolegte do siebie
i majg jednakowg dtugosg,

- odlegtosci pomiedzy sagsiadujgcymi odcinkami kabla sag
takie same,

- odlegtos¢ pierwszego i ostatniego dtugiego odcinka kabla
od krawedzi podiogi jest réwna potowie odlegtosci
pomiedzy sasiadujgcymi odcinkami kabla,

- poczatki i konce odcinkéw kabla znajdujg sie w takiej
samej odlegtosci od krawedzi podtogi.

Z powyzszych zalozeh wynika, ze rozkiad pola
temperatury jest powtarzalny w segmentach ograniczonych
pionowymi ptaszczyznami YZ znajdujgcymi sie w potowie
odlegtosci pomiedzy dtugimi odcinkami kabla grzejnego.
Jednoczesnie, w kazdym z tych segmentdw, rozktad ten
jest symetryczny wzgledem pionowej plaszczyzny XY
przechodzacej przez srodek podtogi i pionowej ptaszczyzny
YZ przechodzgcej przez miejsce potozenia kabla grzejnego.
Zatem analiza rozktadu pola temperatury moze byé
zawezona tylko do segmentu zaznaczonego na rysunku 1
(zakreskowane pole). Rozpatrywany fragment grzejnika
podtogowego przedstawia rysunek 2.

AY

. /i doas

dy

d3 @ 0 é

A,
A

d;

®

dl| @ o

z A,

< >
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Rys.2. Analizowany segment elektrycznie ogrzewanej podtogi

Z przedstawionej powyzej analizy wynika, Zze na
pionowych  ptaszczyznach  ograniczajgcych  obszar
pokazany na rysunku 2 nie ma wymiany ciepta. Opisujg to
nastepujgce warunki:

Ty (x,y,2,t)
(3a) ITX:O —=0dla ye<0,dy>,z €(0,d,),t>0,
(3b)w =0dia ye(0,d,),ze(0,d,),t>0,
x=d,
aTi (%, y,2,t)
Be) ———| =0dh XE<0,dX>,ye<0,dy>,tzo,
z=0
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T, (X, Y,2,t)

(3d) oz

=0dia x(0,d,),y€(0,dy),t>0.

z=d,

Prad elektryczny przeptywajac przez kabel grzejny
powoduje nagrzewanie sie wylewki betonowej. Goérna
powierzchnia tej wylewki emituje ciepto do otoczenia przez
konwekcje naturalng i promieniowanie. Zjawisko to opisuje
warunek brzegowy Ill rodzaju (Hankela):

~ Ty (x,y,z,t)
(4) Ny,
dla xe(0,d,), ze(0,d,),t>0,

:a-|:T3 (X, y= dy’ Z,t)_Tamb:|

gdzie o jest catkowitym wspdtczynnikiem przejmowania
ciepta, zas Ty, temperaturg w pomieszczeniu.

Na dolnej powierzchni betonowego podtoza zatozono
statg (niezmienng w czasie) temperature Ty rowng
temperaturze gruntu:

(5) T, (xy=0,2t)=T, dla xe(0,d,), z(0,d,), t>0.

Na granicach materiatéw (betonowe podioze/izolacja
cieplna oraz izolacja cieplna/wylewka betonowa) powinny
by¢ spetnione warunki ciggtosci temperatury (6a,b)
i strumienia ciepta (7a,b):

T (xy=d,zt)=T,(x,y=d}zt)

6
© dla xe(0,d,), ze(0,d,),t>0,

T, (xy=d +d;,z,t)=T;(x,y=d, +d,,zt)

6b
(©0) dla x<(0.d,), 2€(0.d,), t0,

A T (x,y,2,t)

aT, (X, y,2,t
1 :/12—2( V.2 )
(7a) oy

oy

y=d, y=d,
dla xe(0,d,), ze(0,d,),t>0,
12 6T2(X, y7zat) 223 aT3(X, y,Z,t)
(7b) 2 y=d;+d, % y=d,+d,

dla xe(0,d,), ze(0,d,), t>0.

W rozpatrywanym modelu masa kabla grzejnego jest
bardzo mata w poréwnaniu z masg betonu, z ktérego
wykonana jest wylewka. Podobnie jest ze $rednicg kabla,
ktora jest niewielka w stosunku do przekroju poprzecznego
grzejnika. Zatem w analizie mozna poming¢ rozpatrywanie
struktury kabla i pola temperatury w jego wnetrzu. Kabel
grzejny modelowany jest matym otoczeniem V., (objetoscig
kontrolng) jego osi. Potozenie osi okreslaja wspotrzedne:
x =dyoraz y = d, - dep (rys.2), natomiast potoZenie odcinka
kabla okresla wspotrzedna z € (0,d.). Otoczenie V,, jest
zrodtem ciepta w rozpatrywanym uktadzie. W punktach nie
nalezacych do tego otoczenia objetosciowa wydajnosé
zrodia ciepta wynosi zero. Praca grzejnika steruje regulator
dwupotozeniowy. Regulator wspotpracuje z czujnikiem
temperatury umieszczonym w punkcie A (x = 0, y = d,,
z=d,) na powierzchni podtogi (rys.2). Jesli temperatura
zmierzona przez czujnik osiggnie warto$¢ Torr, to zasilanie
kabla grzejnego jest przerywane. W takim przypadku
objetosciowa wydajnos¢ zrodet ciepta punktdw nalezgcych
do otoczenia kabla jest zerowana. Natomiast, gdy
temperatura punktu potozenia czujnika spadnie do Toy, to
zasilanie kabla jest wigczane i wtedy objetosciowa
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wydajnos¢ zrédet ciepta punktow nalezacych do otoczenia
kabla jest réwna statej wartosci gcqp-

W chwili t = 0 ukfad znajduje sie w stanie ustalonym.
Poniewaz temperatura w pomieszczeniu T, i temperatura
gruntu Ty, majg rozne wartosci, to konieczne jest
wyznaczenie rozktadu pola temperatury T.(x,y,z) w tym
stanie przy wyfgczonym zasilaniu kabla grzejnego. Rozkfad
ten opisuje tréjwymiarowe réwnanie stacjonarnego
przewodnictwa ciepta [22]:

Ty (%, y,2) . Ty (x,y,2) . 0°Ty (%,,2)

=0.
ox? oy? oz?

W réwnaniu (8) nalezy zastosowaé podobne warunki
brzegowe (3)-(7) jak w przypadku rownania (1).
W warunkach tych nalezy zastapi¢ temperature Ti(x,y,z,t)
temperaturg  Ty(x,y,z2). Rozwigzujagc  réwnanie  (8)
z odpowiednio zmienionymi warunkami brzegowymi (3)-(7)
otrzymuje sie rozkiad temperatury w stanie ustalonym, ktéry
jest jednoczesnie warunkiem poczatkowym réwnania (1):

9) T (X Y,2,t=0)=T, (X, y,2).

Réwnania (1)-(7) oraz (9) definiujg zagadnienie
brzegowo-poczgtkowe. Rozwigzanie tego zagadnienia
modeluje prace tréjwymiarowego elektrycznego grzejnika
podtogowego z regulatorem dwupotozeniowym.

Dyskretyzacja modelu matematycznego

Do dyskretyzacji modelu matematycznego
wykorzystano niejawng metode réznic skohnczonych [22].
Analizowany segment elektrycznie ogrzewanej podfogi
pokryto regularng siatkg szescienng. Sposéb oznaczania
kolejnych weztéw siatki pokazano na rysunku 3.

(k+1.m)
Af
(klm-1)
(k-1,m) (k+1.0m)
(k. m)
] (kL m+1) y
A X
‘ (kJ-1,m) z

Ax

Rys.3. Siatka roznic skonczonych

W tréjwymiarowym réwnaniu przewodnictwa cieplnego
(1) przestrzenne pochodne drugiego rzedu zastgpiono
centralnymi  ilorazami  réznicowymi, za$ pochodng
pierwszego rzedu po czasie przyblizono ilorazem
réznicowym przednim. Zaktadajgc taki sam rozmiar siatki
réznic skonczonych w kierunku wszystkich trzech osi (Ax =
Ay = Az) i dokonujgc niezbednych przeksztatcen, otrzymano
réznicowg postac réwnania (1):

(1+6F0 )T\, — Fo, (Tkn++ll,l,m T m + T

10 2
(10) g (Ax)” Fo

4

W powyzszym réwnaniu indeks gorny n okre$la numer

kolejnego kroku po czasie, za$ indeksy dolne (k,I,m)

oznaczajg potozenie wezta w siatce. Wartos¢ liczby

Fouriera Fo;, wystepujgca we wzorze (10), obliczana jest

n+1 n+1 n+l _Th
FTea—tm + T me +Tk,|,m—1) =Tim+
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oddzielnie dla kazdej warstwy modelu grzejnika i wyraza sie
zaleznoscig:

(11) Fo, = AL

(2¢)
gdzie At jest dtugoscig kroku po czasie.

Czlon po znaku plus, wystepujgcy po prawej stronie
réwnania (10), zwigzany jest z modelowaniem
numerycznym kabla grzejnego. Czlon ten bedzie
przyjmowat wartosci rézne od zera dla weztéw lezacych na
osi kabla. W pozostatych weztach, wystepujgca w nim
objetosciowa wydajnos¢ zrédet ciepta, bedzie réwna zero
(gi = 0). Z kazdym weztem lezgcym na osi kabla zwigzana
jest objetos¢ kontrolna V., ktorej wymiary wynikajg ze
skoku siatki roznic skonczonych. Objetos¢ ta jest potowa
szescianu o boku Ax (gdyz Ax = Ay = Az). O$ kabla
przechodzi przez $rodek tego szescianu. Objetosciowa
wydajnos¢ zrédta ciepta odpowiadajgca objetosci kontrolnej
Wynosi:

g — Qcab
@AY

gdzie Q. jest liniowg gestoscig wydzielanej mocy (W/m).
Wielko$¢ Q.. jest jednym z podstawowych parametréw
kabli grzejnych.

Réwnanie (10) pozwala wyznaczy¢ wartos¢ temperatury
tylko w weztach lezgcych wewnatrz modelu grzejnika
i majgcych 6 weztdw sasiadujgcych. W przypadku weztow
znajdujgcych sie na granicach analizowanego obszaru lub
na granicy materiatéw nalezy wyznaczy¢ nowe réwnania,
ktére beda uwzgledniaty przyjete warunki brzegowe. Do
wyznaczenia powyzszych réwnan zastosowano metode
bilansu energetycznego [22]. Otrzymano w ten sposob
ponad 30 réwnan réznicowych wyrazonych odmiennymi
wzorami.

Na dolnej powierzchni podiogi (ptaszczyzna XZ, y = 0)
wszystkie wezty majg statg temperature T, (temperatura
gruntu).

Zapisujgc réwnania roznicowe dla wszystkich weztow
analizowanego obszaru otrzymuje sie uktad algebraicznych
réwnan liniowych. Liczba rownan tego uktadu wynosi
K-(L-1)-M, gdzie K, L i M okreslajg liczbe weztéw siatki
réznic skonczonych, odpowiednio, w kierunku osi X, Y i Z.

Do numerycznego rozwigzania otrzymanego
w powyzszy sposOb uktadu konieczna jest znajomosé
rozktadu pola temperatury we wszystkich weztach modelu
w stanie ustalonym (przed wigczeniem zasilania). Wymaga
to zapisania réwnania (8) w postaci réznicowej. Podczas
dyskretyzacji tego rownania drugie pochodne przestrzenne
zastgpiono  centralnymi ilorazami  réznicowymi. Po
wykonaniu  kilku prostych przeksztatceh  otrzymano
réznicowg postac¢ rownania (8) dla weztéw znajdujagcych sie
wewnagtrz modelu:

(12)

(13) Teertm T Tecuim + Ticrm + Tigiom
T mer T Tigma =0T m =0.

W przypadku weztéw lezgcych na granicach modelu lub
na granicy materiatbw wyznaczono nowe réwnania przy
zastosowaniu metody bilansu energetycznego. Podobnie
jak w przypadku rownan dla stanu nieustalonego, takze
itym razem otrzymano ponad 30 typéw réwnan
réznicowych.

Temperatura weztow lezgcych na dole betonowego
podioza jest stata i rowna temperaturze gruntu T,

Zapisujgc réwnania roéznicowe dla stanu ustalonego
otrzymuje sie takze uktad K-(L-1)-M algebraicznych réwnan

liniowych. Rozwigzanie tego uktadu jest warunkiem
poczatkowym dla uktadu odnoszgcego sie do stanu
nieustalonego.

Rozwigzanie numeryczne uktadu réwnan réznicowych

W wyniku dyskretyzacji analizowanego zagadnienia
brzegowo-poczatkowego otrzymano dwa uktady
algebraicznych réwnan liniowych. Pierwszy uktad stuzy do
wyznaczenia rozktadu pola temperatury w stanie ustalonym
(przy wytgczonym zasilaniu kabla grzejnego), zas$ drugi
uktad - do wyznaczenia rozktadu pola temperatury w stanie
nieustalonym. W celu numerycznego rozwigzania
powyzszych uktadéw napisano program komputerowy
wjezyku C++. W programie tym wykonywane sg
nastepujace operacje:

- odczytanie geometrii modelu, parametrow materiatowych
oraz parametréw symulacji komputerowej,

- obliczenie zastepczej liniowej gestosci wydzielanej mocy
w celu uwzglednienia pominiecia zagie¢ kabla grzejnego,

- pokrycie modelu siatkg réznic skonczonych,

- obliczenie wartosci wspétczynnikéw uktadu rownan dla
stanu ustalonego i uktadu réwnan dla stanu
nieustalonego,

- wyznaczenie poczatkowego rozkiadu pola temperatury
w modelu grzejnika - jednokrotne rozwigzanie uktadu
réwnan dla stanu ustalonego,

- wyznaczenie nieustalonego rozktadu pola temperatury
w modelu grzejnika - wielokrotne rozwigzanie ukfadu
rownan dla stanu nieustalonego (dla kolejnych chwil
czasu),

- zapisanie wybranych rozktadéw pola temperatury w pliku
na dysku komputera.

Macierze wspofczynnikdw w otrzymanych uktadach
rbwnan sg niesymetryczne i majg bardzo malg liczbe
niezerowych elementéw (macierze rzadkie). Z powyzszego
wzgledu do rozwigzania ukiadéw wybrano metode
iteracyjng - stabilizowang metode wzajemnie sprzezonych
gradientow (BiCGStab) [26, 27]. W celu poprawienia
zbieznosci tej metody dodatkowo  zastosowano
prekondycjoner  diagonalny  (Jacobiego) [26, 27].
W komputerowej implementacji algorytmu metody
BiCGStab w pamieci komputera zapisywane byly tylko
niezerowe elementy macierzy wspotczynnikéw. Do
przechowywania tych wartosci zastosowano metode CSR
(Compressed Sparse Row) [26, 27]. W przypadku
wektoréw, wszystkie ich elementy (takze zerowe)
zapisywane byly w pamieci komputera.

W programie komputerowym najwiecej czasu zajmuje
rozwigzanie otrzymanych ukfadéw réwnan. W celu
skrocenia tego czasu algorytm metody BiCGStab
zaimplementowano na tradycyjnym procesorze (CPU) oraz
procesorze karty graficznej (GPU). Wykorzystano
Srodowisko CUDA  przeznaczone dla procesoréw
graficznych firmy Nvidia oraz dostarczane wraz z nim
biblioteki CUBLAS i CUSPARSE. Biblioteka CUBLAS
zawiera implementacje funkcji BLAS przeznaczone dla
macierzy gestych, za$ biblioteka CUSPARSE - dla
macierzy rzadkich. Wykorzystanie wspomnianych bibliotek
zwalnia  programiste z  koniecznosci samodzielnej
implementacji podstawowych operacji macierzowych na
procesorze GPU (np. mnozenie macierzy przez wektor,
obliczanie iloczynu skalarnego i norm wektoréw).

Parametry modelu
komputerowego

W analizowanym modelu elekirycznego grzejnika
podtogowego przyjeto nastepujgce jego wymiary (rys.1
irys.2):

grzejnika i programu
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W, =3,08m, wy, =0,33m, w, =4m, d, =0,15m,
(14) d, =0,Im, d; =0,08m, d, =0,07m, dy =0,33m,
d,=2m, d, =0,06m, d, =1,86m, d, =1,5m.
W konstrukcji grzejnika zatozono, ze wylewka i podtoze
wykonane sg z betonu o takich samych parametrach, zas

izolacja cieplna ze styropianu. Parametry materiatéw
wystepujgcych w modelu grzejnika zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Wiasciwosci materiatow wystepujacych w modelu
rzejnika podtogowego
Parametr anaczenie Materiat i
[jednostkal 1,3 2
Przewodno$¢ cieplna i [W/(m-K)] 1,0 0,04
Ciepto wiasciwe ci [J/(kg-K)] 840 1460
Gesto$¢ masy o [kg/m’] 2000 20

W  rozpatrywanym modelu przyjeto kabel grzejny
o liniowej gestosci wydzielanej mocy Q = 20 W/m. Ze
wzgledu na pominiecie zagie¢ kabla moc ta zostata
odpowiednio zwiekszona, tak aby catkowita moc ukfadu
pozostata niezmieniona. Dodatkowo zatozono, ze straty
ciepta przez pionowe $ciany boczne modelu grzejnika
i dolng powierzchnie betonowego podioza wynoszg 10%
catkowitej mocy uktadu. Z tego wzgledu liniowa gestosé
wydzielanej mocy zostata odpowiednio zmniejszona.
Ostatecznie, zastepcza liniowa gestos¢ wydzielanej mocy
wyniosta  Qcp = 20,15 W/m. Catkowity wspédtczynnik
przejmowania ciepta z goérnej powierzchni wylewki
betonowej miat wartos¢ a = 9 W/(m°K). W pomieszczeniu
zatozono temperature T, = 14 °C, natomiast jako
temperaturg gruntu przyjeto T, =5 °C. Regulator wytgczat
zasilanie kabla grzejnego, gdy temperatura zmierzona
przez czujnik osiggata wartos¢ Torr = 26,5 °C. Zasilanie
kabla byto ponownie wigczane, gdy temperatura punktu
potozenia czujnika spadata do Ty = 25,5 °C.

Analizowany segment modelu grzejnika pokryto
regularng siatkg réznic skonczonych. Zastosowano dwie
gestosci siatki. W pierwszym przypadku skok siatki wynidst
Ax = 0,005 m, za$ w drugim przypadku Ax = 0,0025 m.
W tabeli 2 zestawiono zastosowane siatki oraz
charakterystyke odpowiadajgcych im uktadow
algebraicznych réwnan liniowych.

Tabela 2. Podziat modelu grzejnika podtogowego i parametry
uktadu réwnan

Skok siatki . Liczba Liczba niezerowych
Siatka - . .
Ax [m] niewiadomych | elementéw macierzy
0,005 16x68x402 396 990 2711988
0,0025 32x136%804 3 066 228 21198 018

Analizowano niestacjonarne pole temperatury w ciggu
24 h od wigczenia zasilania kabla grzejnego. Przy zatozonej
diugosci kroku po czasie At = 2 s, dato to w sumie 43 200
krokéw metody obliczeniowe;j.

Wszystkie obliczenia wykonano na komputerze klasy
PC (procesor Intel Core i7-4930K 3,4 GHz, 16 GB RAM
DDR3) i karcie graficznej Nvidia GeForce GTX 780Ti (1880
rdzeni CUDA, 3072 MB RAM GDDRS5). Do napisania
programu wykorzystano kompilator Microsoft Visual Studio
Enterprise 2015 oraz wspofpracujgce z nim $rodowisko
CUDA w wersji 8.0.

Wyniki obliczen i ich interpretacja

W  wyniku uruchomienia programu komputerowego
otrzymano rozkiad nieustalonego pola temperatury we
wszystkich  weztach modelu elektrycznego grzejnika
podiogowego. Na rysunku 4 przedstawiono otrzymane
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przebiegi temperatury w wybranych jego punktach (A-E).
Potozenie tych punktéw w modelu grzejnika przedstawia
rysunek 5.
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Rys.4. Temperatura w wybranych punktach (A-E) modelu grzejnika
podtogowego
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Rys.5. Potozenie punktow A-E w modelu grzejnika

Analizujgc rysunek 4 mozna zauwazyC, ze
,fozgrzewanie”  grzejnika  podiogowego  (osiggniecie
temperatury pracy) zajmuje ok. 11 godzin. Po tym czasie
pracg grzejnika steruje regulator. Na rysunku 4 wyraznie
widoczne sg chwile wtgczania i wytgczania zasilania kabla
grzejnego. Punkt A odpowiada miejscu umieszczenia
czujnika temperatury. Przebieg temperatury w tym punkcie
pozwala  dokftadnie  przesledzi¢ prace regulatora
temperatury. Punkty B i C potozone sg w potowie przekroju
podtogi. Punkt B znajduje sie w potowie odlegtosci
pomiedzy sgsiadujgcymi odcinkami kabla grzejnego, za$
punkt C - bezposrednio nad kablem grzejnym. Temperatura
punktu C jest najwyzsza wsréd wszystkich punktow
powierzchni podtogi. W przypadku tego punktu wystepuja
takze najwieksze amplitudy oscylacji temperatury. Punkty D
i E znajdujg sie na krawedzi podtogi. Przebiegi temperatury
w tych punktach praktycznie pokrywajg sie (rys.4). Punkt D
jest najbardziej oddalony od kabla grzejnego wiec jego
temperatura jest najnizsza sposréd wszystkich punktéw na
powierzchni podtogi.

Praca regulatora temperatury pokazana jest na rysunku
6. Po uruchomieniu ogrzewania podtogowego nastepuje
wzrost temperatury wszystkich jego punktow. Regulator
wytgcza zasilanie kabla grzejnego, gdy temperatura punktu
A osiggnie warto$¢ Torr. Na rysunku 6 widoczny jest wtedy
szybki spadek temperatury. Gdy temperatura zmierzona
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przez czujnik spadnie do Toy to regulator ponownie wigcza
zasilanie kabla. Jednakze wzrost temperatury obserwowany
jest z opdznieniem, gdyz strumien ciepta dociera do punktu
A dopiero po pewnym czasie. Opisana sytuacja powtarza
sie dla kazdego cyklu pracy regulatora.
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Rys.6. Praca regulatora temperatury

Na rysunkach 7a i 7b przedstawiono rozkiady pola
temperatury na powierzchni poditogi (ptaszczyzna XZ) dla
dwoch  wybranych chwil czasu, odpowiadajgcych
pierwszemu wytaczeniu zasilania kabla grzejnego
i ponownemu jego wigczeniu. Najwieksze zmiany wartosci
temperatury mozna zaobserwowaé przy lewej krawedzi
grzejnika. Przemieszczajgc sie w kierunku srodka podtogi
rozktad pola temperatury staje sie rownomierny. Na rysunku
7a mozna zauwazy¢, ze temperatura nad kablem grzejnym
jest najwyzsza, natomiast przy lewej krawedzi podtogi
mocno spada. Na rysunku 7b zasilanie kabla jest
wytgczone wiec rozkfad temperatury w znacznej czesci
powierzchni podtogi jest rownomierny.
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Rys.7a. Rozktad pola temperatury na powierzchni podtogi
(ptaszczyzna XZ) w chwili czasu t = 11,26 h (pierwsze wytgczenie
zasilania kabla grzejnego)
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Rys.7b. Rozktad pola temperatury na powierzchni podtogi
(ptaszczyzna XZ) w chwili czasu t = 12,19 h (ponowne witgczenie
zasilania kabla grzejnego)

Na rysunkach 8a i 8b pokazano rozkiad pola
temperatury na ptaszczyznie YZ przechodzacej przez o$
kabla grzejnego. Na rysunkach tych widoczne jest dziatanie
izolacji cieplnej. Strumien ciepta nie przenika w dét podtogi
wiec temperatura w warstwie izolacji bardzo szybko spada.
Na rysunku 8a doktadnie wida¢ miejsce potozenia kabla
grzejnego (obszar o najwyzszej temperaturze).
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Rys.8a. Rozktad pola temperatury w przekroju podtogi
(ptaszczyzna YZ) w chwili czasu t = 11,26 h (pierwsze wytgczenie
zasilania kabla grzejnego)
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Rys.8b. Rozktad pola temperatury w przekroju podtogi
(ptaszczyzna YZ) w chwili czasu t = 12,19 h (ponowne wigczenie
zasilania kabla grzejnego)

Wydajnos¢ obliczen wykonywanych na procesorach
CPUi GPU

Oceniajgc wydajnos¢ obliczen réwnolegtych poréwnuje
sie czas wykonania programu wykorzystujgcego tylko
tradycyjny procesor (CPU) z czasem wykonania programu,
ktéry wykorzystuje tradycyjny procesor (CPU) i procesor
karty graficznej (GPU). Konieczne zatem bylo napisanie
sekwencyjnej wersji programu rozwigzujgcego analizowane
zagadnienie. W programie tym, tak jak w programie
réwnolegtym, do rozwigzania uktadu algebraicznych réwnan
liniowych zastosowano metode BiCGStab
z prekondycjonerem Jacobiego. Do realizacji operacji na
wektorach i macierzach zastosowano natomiast biblioteke
Intel Math Kernel Library (MKL) w wersji 10.3 [28].
Biblioteka ta zawiera procedury algebry liniowej (BLAS)
specjalnie zoptymalizowane dla procesoréw firmy Intel.

Obliczenia przeprowadzono dla dwdch gestosci siatek.
Na podstawie otrzymanych czaséw obliczen wyznaczono
przyspieszenie S. W przypadku zastosowania procesorow
kart graficznych przyspieszenie to definiowane jest
w nastepujacy sposob [29]:

(15) S = ey

>

tCPU +GPU

gdzie tcpy jest czasem wykonania programu sekwencyjnego
tylko na tradycyjnym procesorze (CPU), za$ tcpy+gpu jest
czasem wykonania programu réwnolegtego na tradycyjnym
procesorze (CPU) i procesorze karty graficznej (GPU).

Otrzymane czasy obliczen oraz  wyznaczone
przyspieszenia przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3. Czasy wykonywania programu i przyspieszenie obliczen

Czas obliczen

Siatka — —— Przyspieszenie
16x68x402 906,885 307,247 2,947
32x136x804 12 247,138 2 401,532 5,100

Dodatkowe zastosowanie procesora GPU pozwolito
skrocic  czas  obliczen w  stosunku do obliczen
wykonywanych tylko na procesorze CPU. W przypadku
siatki 16 x 68 x 402 skrécono czas obliczen prawie
3-krotnie (z ok. 15 minut do ok. 5 minut), zas w przypadku
siatki 32 x 136 x 804 czas obliczeh zostat skrocony ponad
5-krotnie (z ok. 3,5 godziny do 40 minut). Wieksze
przyspieszenia obliczen w drugim przypadku wynika z duzo
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wiekszego rozmiaru otrzymanych uktadéw algebraicznych
réwnan liniowych. Pocigga to za sobg lepsze wykorzystanie
mocy obliczeniowej procesora karty graficzne;.

Uwagi koncowe

W artykule przedstawiono numeryczng
nieustalonego pola temperatury w trojwymiarowym,
wielowarstwowym modelu elektrycznego  grzejnika
podiogowego sterowanego regulatorem dwupotozeniowym.
W tym celu opracowano analityczny i numeryczny model
elektrycznie ogrzewanej podiogi. Nastepnie sformutowano
odpowiednie zagadnienie brzegowo poczatkowe, ktére
dyskretyzowano niejawng metodg roznic skonczonych.
Otrzymane uktady réwnan rozwigzano przy wykorzystaniu
metody BiCGStab z prekondycjonerem Jacobiego.
Napisano program komputerowy wykorzystujacy
w obliczeniach tradycyjny procesor oraz procesor karty
graficznej. W wyniku uruchomienia programu otrzymano
rozktady nieustalonego pola temperatury w catym modelu
elektrycznie ogrzewanej podtogi. Przedstawione w artykule
przebiegi i rozklad temperatury potwierdzajg zgodnosé
otrzymanych wynikéw z fizykg analizowanych zjawisk.
Zbadano wydajnos¢ opracowanego programu
komputerowego. Dodatkowe zastosowanie procesora GPU
pozwolito na 3-krotne (rzadsza siatka) lub 5-krotne (gestsza
siatka) skrocenie czasu obliczen. Wyniki te s3
poréwnywalne z wynikami prezentowanymi w innych
publikacjach [30, 31]. Procesory kart graficznych majg
najwiekszg wydajnosé, gdy obliczenia zmiennoprzecinkowe
wykonywane sg z pojedynczg precyzjg. W opracowanym
programie  zastosowano podwdjng  precyzje, gdyz
w przypadku pojedynczej precyzji pojawity sie problemy ze
zbieznoscig zastosowanej metody iteracyjne;.
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