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Mieszany warunek brzegowy Dirichleta i Neumanna
w metodzie rozdzielania zmiennych

Streszczenie. Rozpatrzono trzy metody uwzgledniania mieszanego warunku Dirichleta i Neumanna wystepujacego na brzegu stafej wspotrzednej w
metodzie rozdzielania zmiennych: metode rozwiniecia w szereg (uogdlnienie tej, ktéra jest stosowana w przypadku warunku jednorodnego), metode
polegajaca na przeksztatceniu otrzymanych szeregéw i metode kolokacji. Wskazano na specyficzne problemy na przyktadzie prostego zagadnienia

dotyczgcego pola przeptywowego.

Abstract. Three methods of considering the mixed Dirichlet and Neumann boundary condition in the method of separating variables were
considered: the method of expansion into series (generalization of the one that is used in the case of a homogeneous condition), the method of
transforming the obtained series and the method of collocation. Specific problems are indicated on the example of a simple electroconductive field
problem. (Mixed Dirichlet and Neumann boundary condition in the method of separation of variables).

Stowa kluczowe: Mieszany warunek Dirichleta i Neumanna; metoda rozdzielania zmiennych; metoda kolokacji.
Keywords: Mixed Dirichlet-Neumann boundary condition; method of separation of variables; collocation method.

Wstep
Jedng z analitycznych metod stosowanych szeroko w

analizie zagadnien polowych jest metoda rozdzielania

zmiennych (MRZ). Chociaz jej zastosowanie ograniczone
jest do obszaréw o prostych ksztattach, jak prostokaty, kota,
sfery, jest ona bardzo uzyteczna do uzyskania rozwigzania
wyidealizowanych zagadnien. Fakt, Zze otrzymuje sie
zaleznos¢ analityczng, pozwala na badanie rozwigzania w
funkcji réznych parametréw zagadnienia, takich jak
wymiary, wartosci wspétczynnikéw materialowych czy
wartosci warunkoéw brzegowych, co pozwala na czesto
uchwycenie kluczowych zaleznosci. Pomimo znacznych
czesto uproszczen przyjetych w celu uzyskania rozwigzania

w postaci zwartego wzoru rozwigzanie takie jest bardzo

pozagdane i stanowi istotny punkt odniesienia podczas

analizy danego problemu z uwzglednieniem bardziej
realistycznych zatozen.

Do uzyskania jednoznacznego rozwigzania rownania
rézniczkowego opisujgcego zagadnienie polowe konieczne
jest zadanie warunkéw brzegowych. Jednak nie oznacza to
jeszcze, ze uda sie wyznaczy¢ analitycznie wszystkie state
catkowania. Aby zastosowanie MRZ byto mozliwe, muszg
by¢ spetnione pewne warunki:

1) rozpatrywane rownanie musi pozwala¢ na rozdzielenie
zmiennych w przyjetym ukfadzie wspotrzednych — nie
zawsze jest to mozliwe, np. rbwnanie Helmholtza ma
posta¢ uniemozliwiajgcg rozdzielenie zmiennych w
ukfadzie dwubiegunowym;

2) na brzegach rozpatrywanego obszaru jedna ze
wspoirzednych powinna by¢ stata; matematycznie rzecz
biorgc, najlepiej jest, jesli w danym uktadzie
wspotrzednych obszar jest kostkg, np. prostokgtem w
uktadzie wspotrzednych kartezjanskich, kotem Ilub
pierscieniem kotowym lub jego wycinkiem w uktadzie
biegunowym itp.;

3) na danym fragmencie brzegu o statej wspotrzednej
powinien by¢ zadany warunek brzegowy tego samego
rodzaju (np. na brzegu x = 0 warunek Dirichleta lub
Neumanna; jesli na czesci takiego brzegu zadano
warunek Dirichleta, a na drugiej — warunek Neumanna,
to prowadzi to do klopotéw obliczeniowych [1,2]). Praca
dotyczy wiasnie tego aspektu.

Czasami powyzsze ograniczenia moga by¢ nieco

ostabione, jak pokazano np. w pracach [3-6]. Jednak w

wielu przypadkach wystepujg trudnosci matematyczne,

ktére uniemozliwiajg petne wykorzystanie potencjatu MRZ.

W pracy na prostym przyktadzie wskazano na kiopoty

pojawiajgc sie w przypadku, gdy na fragmencie brzegu
bedgcego powierzchnig statej wspotrzednej zadano
warunek Dirichleta (wartos¢ poszukiwanej funkcji), a na
dopetniajgcym fragmencie tej powierzchni brzegowej —
warunek Neumanna (warto$¢ pochodnej poszukiwanej
funkcji). W literaturze mozna znalezé kilka metod
stosowanych w rozpatrywanym przypadku, np. [7-10].

Okreslenie problemu

Dla ustalenia uwagi rozpatrzono proste akademickie
zagadnienie z zakresu pola przeptywowego. Dana jest
kotowa ptytka o statej grubosci i konduktywnosci
elektrycznej umieszczona w srodowisku nieprzewodzacym.
Do jej przeciwlegtych czesci $ciany bocznej przytozono
symetrycznie dwie elektrody umozliwiajgce doprowadzenie i
odprowadzenie pradu. Kazda elektroda obejmuje brzeg o
kacie rozwarcia 2a. Wychodzgc =z réwnan pola
przeptywowego otrzymuje sie¢ réwnanie Laplace’a dla
potencjatu ¥ w obszarze ptytki Q. Na elektrodach zadany
jest zerowy warunek Dirichleta 7V = +U. Na pozostatych
fragmentach brzegu zadany jest zerowy warunek
Neumanna wynikajgcy z braku przeptywu pradu przez te
powierzchnie brzegowe. Bez zmniejszania ogodlnosci
przyjeto, ze ptytka ma promien réwny 1, a potencjat elektrod
wynosi +1 (co mozna zawsze uczyni¢ stosujgc wymiary i
wielkosci  wzgledne). W tak przyjetym ukiadzie
wspotrzednych zagadnienie przyjmuje postac¢ rownan:

VIV (P)=0 PeQ,
V(P)=+1 Ped,

™ V(P)=-1 PeB,
v PeS\(AUB).
on

cllon=10

Rys. 1. Widok obszaru obliczeniowego
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Rozwigzanie ogdlne

Ze wzgledu na symetrie mozna rozpatrywac¢ jedynie
wycinek kota znajdujgcy sie w pierwszej ¢wiartce uktadu
wspotrzednych (zacieniowany fragment na rysunku 1). Na
linii x = 0 musi zachodzi¢ ¥V = 0, a na linii y = 0 dV/dn = 0.
Spetnienie réwnania Laplace’a w obszarze plytki,
skohczona warto$¢ potencjatu oraz symetria wzgledem osi
Ox i Oy wymagajg, aby rozwigzanie miato nastepujacg
postac

2) V(r,p)= Y v,r"cosng
n=1,3,5,...
gdzie v, sg nieznanymi wspotczynnikami, przy czym

wystepujg tylko nieparzyste harmoniczne przestrzenne. Ich
wartosci wynikajg z niewykorzystanych jeszcze warunkéw
na brzegu r = 1, tj. na brzegu z mieszanym warunkiem
Dirichleta i Neumanna. Tutaj wlasnie pojawiajg sie kiopoty
ze znalezieniem wartosci tych wspotczynnikow.

Rozwigzanie dla warunku Neumanna

Gdyby na elektrodach A i B zadano warunek
Neumanna, dalsza procedura bytaby banalna.
Postepowanie to zostanie tutaj krétko przytoczone po to,
aby pokaza¢ pbézniej, dlaczego w przypadku warunku
mieszanego powstaje ktopot. Niech wiec na brzegu r = 1
zadany jest warunek Neumanna dVi/dn = q(p), gdzie g jest
znang funkcja. Oblicza sie

(3) 2—1/(1’ =1,¢) =Y nv,cosng
r

n=1

a funkcje ¢(p) rozwija sie w szereg Fouriera

@) q(p) =D q, cosng

n=1

Przyréwnujac obydwa wyrazenia, dostaje sie v,N = g,/n,
gdzie goérnym indeksem N zaznaczono, ze jest to wzor
dotyczacy przypadku z zadanym warunkiem Neumanna.
Wspotczynniki rozwinigcia ¢, oblicza sig jako

_ (g,cosng)

(5) 40 .
|lcos ng|

gdzie zapis (g, h) oznacza iloczyn skalarny funkcji g i 2 na
przedziale [0, #/2], a ||g|| jest norma funkcji ¢ w tym
przedziale:

/2
(6) (g.= [g@hip)de, |g] =(g.2)
0

W rozpatrywanym przypadku ze wzgledu na symetrie
musi by¢ g(—¢) = q(p) oraz q(z — ¢) = —q(p). Prowadzi to do
zaleznosci

(7) v,Il\I :ijq(g)) cosnpde, n=13,5,...
nr y

Uwzgledniono przy tym fakt, ze g(¢) = 0 poza elektrodami.
O ile tylko ¢(p) spetnia warunki rozwijalnosci w szereg
Fouriera, procedura ta pozwala na wyznaczenie dowolnego
v,¥ W sposéb w petni analityczny.

Przypadek z warunkiem mieszanym
Wréémy do przypadku z warunkami Dirichleta na
elektrodach. Na brzegu » = 1 zadany jest zatem mieszany

warunek Neumanna i Dirichleta. W pracy [3]
zaproponowano podejscie polegajgce na uogodlnieniu
przedstawionego wyzej postepowania. W tym celu definiuje
sie pomocniczg funkcje zwigzang z zerowym warunkiem
Neumanna na brzegu r = 1 poza elektrodami:

Vi(l,p) dlap<a,

8 —
(®) pio) {0 dlag>o.

przy czym ze wzgledu na symetrie rozpatruje sie
zacieniowang na rysunku 1 c¢wiartke ptytki. Funkcje te
rozwija sie w szereg Fouriera

9) p(@)= D p,cosng
n=1,3,5,...

i przyrbwnuje do wyrazenia (3), otrzymujac p, = nv,, przy
czym
_(p,cosny) _ SVPD,,

(10) 28
||cos n(p" k=1,35,...

n

gdzie gérny indeks D symbolizuje przypadek z warunkiem
Dirichleta, natomiast

3 (coskp,cosnp)g 4 B
nk — 2 -
an [cosng]
_ g[sin(k +ma  sin(k—ma }
T k+n k—n

przy czym dla k = n nalezy wzig¢ odpowiednig granice. Stad
uwzgledniajac p, = nv,°, trzymuje sie zalezno$é
D ;. D
nvn = zk\/k an,
k=1,35,...

(12) n=13,5,..

W ten sposdb uwzgledniono zerowy warunek
Neumanna, ale nie uwzgledniono jeszcze warunku
Dirichleta na elektrodach. Postepuje sie zatem znowu
podobnie. Definiuje sie pomocnicza funkcje:

1 dlag<a,
u(p) =
V(l,p) dlag>a,

(13)
ktérg rozwija sie w szereg Fouriera wu;cosp + wuzcos3p +
uscos5p + ..., a nastepnie przyrébwnuje do V(1, ¢),
otrzymujac rowno$é v,> = u,. Wspétczynniki u, wynosza

(u,cosng) -
(14) u, =————2=C,+ 2 Cpuv
||cos mp" k=1,35,..
gdzie
44 4
(15) C, =—jcosngod(p=—smna, n=13,5,...
T nrw
cos kp,CoSng),
(t6) =M hri 5y

2
|cosng|

gdzie o, jest delta Kroneckera. Wtedy réwnanie v, = u,
prowadzi do zaleznosci

(7) > D, =C,,  n=135,.

k=13,5,...
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Aby spetni¢ wymagane warunki brzegowe, konieczne
jest spetnienie rownosci (12) oraz (17). Czy jest to jednak
mozliwe? Najpierw przeanalizujmy przypadek, kiedy a = /2,
co de facto oznacza zadanie na catym brzegu r = 1
warunku Dirichleta. Wtedy D,; = J,, i rownanie (12) jest
tozsamosciowo spetnione, a réwnanie (17) daje v,” = C,.
Rozwigzanie zatem istnieje przynajmniej dla a = #/2, cho¢
wystepuje wtedy skok potencjatu dla r =1 ¢ =+ z/2.

Rozpatrzmy teraz przypadek dowolnej wartosci o.
Roéwnania (12) i (17) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej.
W tym celu wprowadzmy wektory kolumnowe vy, i C, ktorych
elementami sg wspdtczynniki odpowiednio v, i C,.
Wprowadzmy takze macierz D o elementach D, oraz
macierz E o elementach (k/n)D,,. Réwnania (12) i (18) w
zapisie macierzowym przyjmujg postac

(18) vp = Evp, Dvp,=C
Gdyby rozpatrywane macierze byty skonczenie wymiarowe,
powyzsze zagadnienie miatoby rozwigzanie tylko wowczas,
jezeli E bytaby macierzg jednostkowg. Wydaje sie zatem,
ze rozwigzanie nie istnieje z powodu postaci macierzy E,
ktora jednostkowa nie jest. Wyobrazmy sobie jednak, ze na
elektrodzie A zadano taki warunek Dirichleta, jaki wynika z
wartosci V(r, ¢) danej wzorem (2) przy wspotczynnikach v,
okreslonych wzorem (7), tzn. zamiast wzoru (13) bytby

o0
> v cosng dlagp<a,
13.5....
u(p)=1"">
> vy cosng dlag>a,
n=135...

(19)

W takim przypadku wektor C miatby posta¢ Dvy, a drugie z
réwnan (18) przyjetoby postaé Dvp = Dvy. O ile tylko
macierz D jest odwracalna, dochodzi sie do wniosku ze v =
vy, czyli tak jak by¢ powinno. Przynajmniej wiec w tym
przypadku rozwigzanie istnieje. Tak wiec wydaje sie, ze
przynajmniej w niektorych przypadkach wspotczynniki vp
powinno da¢ sie wyznaczyé. Poniewaz wspétczynniki Dy,
nie zalezg od wartosci potencjatu na elektrodzie A, to
réwniez macierze E i D od niego nie zalezg. Zatem wydaje
sie ze pomimo tego, iz E nie jest macierzg jednostkowa,
rozwigzanie rownan (18) istnieje.

Powyzsze rozwazania wskazujg, ze rozwigzanie
zagadnienia istnieje. Przyblizona posta¢ rozwigzania
zostanie wyznaczona przy zatozeniu, ze wspotczynniki v,”
malejg wraz ze wzrostem n, przynajmniej poczgwszy od
pewnego n. Pomijajgc wspolczynniki dla N > O,
nieskonczone macierze obcina sie tak, aby powstata pewna
liczba réwnan M < N wynikajgca z réwnania (13) i pozostata
liczba N — M réwnan wg réwnania (17). Racjonalne wydaje
sie przyjecie M = [N2]. Otrzymuje sie wtedy nastepujacy
ukfad réwnan:

(E=Duyn | p Opra
20 { Dv-ayn }VNXI _|:C(NM)><1:|
Inna metoda polega na utworzeniu z réwnan (18)
jednego réwnania, np.
DEvp =C
(E-1+D)vp =C
(I-E+DE)vy=C

(21)

i wiele innych. Nastepnie obcina wymiary macierzy do N i
rozwigzuje powstaty uktad réwnan. Nalezy tutaj zwrécié
uwage, ze w ogolnosci obcieta macierz DE nie jest réwna

iloczynowi obcietych macierzy D i E, a wiec nie poleca sie
tych postaci réwnan, ktére zawierajg iloczyny macierzy
nieskonczenie wymiarowych. Najbardziej wskazane z
réwnan (21) jest wiec drugie.

Jeszcze inny sposob polega na wykorzystaniu metody
kolokacji. Obiera sie N punktéw na brzegu z mieszanym
warunkiem. Niech punkty te majg wspotrzedne biegunowe
(1, ¢,). Nastepnie uktada sie rownania:

(22) > P coskp, =1 gdy0<g, <a

k=13.5,...

(23) > kvP coskp, =0 gdya<g, <§

k=1,3,5,...

Nastepnie szeregi obcina sie do N wyrazéw najnizszego
rzedu, a powstaty uktad réwnan rozwigzuje ze wzgledu na
wspdtczynniki v,°. Ten sposéb jest najprostszy, gdyz nie
wymaga obliczania catek.

Wyniki i dyskusja

Na podstawie powyzszych rozwazah wykonano
obliczenia numeryczne trzema metodami wyznaczania
wspdtczynnikéw v,P: metodg | przedstawiong wzorem (20),
metodg |l przedstawiong wzorem (21) pozycja 2, metodg lll
(kolokacji) wg wzoréw (22)-(23). Na rysunku 2a pokazano
wykres potencjatu (1, ¢) uzyskany rozpatrywanymi
metodami dla a = n/4 z uwzglednieniem 20 wyrazéw o
nieparzystych indeksach. Najgorzej wypada metoda |, ktéra
prowadzi do bardzo zle uwarunkowanej macierzy i bardzo
duzych btedéow w rozwigzaniu (nie pomaga tu nawet
metoda SVD). Metody Il i Ill dajg zblizone rozwigzania.
Rysunek 2b przedstawia wykres 7(1, ¢) uzyskanego
metodg Il przy 100 nieparzystych wyrazach. Potwierdza on
poprawnos$¢ metody.

a)
, a=45°

20 nieparzystych wyrazéw

~1.0}|
b)

(L, ¢) a=45" metoda II

1.0 Dir 11

0.8

0.6

0.4

¢[°]

Rys. 2. Wykres potencjatu na brzegu r = 1: a) dla rozpatrywanych
metod przy uwzglednieniu 20 nieparzystych wyrazéw, b) dla
metody |1l przy uwzglednieniu 100 nieparzystych wyrazow
(zaznaczono takze rozwigzanie z warunkiem Neumanna)
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Na rysunku 3a pokazano wykres pochodnej dV/dr na
rozpatrywanym brzegu dla 20 wyrazéw, a na rysunku 3b -
dla metody Il przy 100 wyrazach o nieparzystych
indeksach. Jak w przypadku potencjatu, metoda | zawodzi
zupetnie, ale metody Il i lll dajg zblizone wyniki. Uwage
przyciggajg oscylacje, ktére nie zanikajg nawet dla duzej
liczby uwzglednionych wyrazéw (efekt Gibbsa). Jest to
zwigzane ze skokiem pochodnej na krancu elektrody w
punkcie styku warunku Neumanna i Dirichleta.

a)

av(l. ¢) a=45° 20 nieparzystych wyrazow

an

A L] ]
3 1 | [[P‘ \I'
3 U
Neumann \\\ f { [
RN T |
) [ ‘.‘1. | |
........:.,..-L.‘.!._-#-.‘x“ = W V- o
20| 40 i 36; 80 0
-1 |
i
| |
b)

av(l, g) a=45" metoda II

an

)

[

6

l

41 Dir 11

2t

L Neumann

Rys. 3. Wykres pochodnej normalnej potencjatu na brzegu r = 1: a)
dla rozpatrywanych metod przy uwzglednieniu 20 nieparzystych
wyrazéw, b) dla metody Il przy uwzglednieniu 100 nieparzystych
wyrazéw (zaznaczono takze rozwigzanie z warunkiem Neumanna)

Na rysunku 4 poréwnano spektrum wartosci
bezwzglednych wspotczynnikow v,? uzyskanych
rozpatrywanymi metodami i dodatkowo v, . Duze wartosci
tych wspétczynnikéw uzyskane metodg | wynikajg z btedéw
numerycznych. Metody 1l i Il dajg zblizone wartosci
wspotczynnikow, ale nie jednakowe.

|vul @Neumann ODirl mDirll o0Dirlll
1.000gF
0.500F
0.100; @ ™
0.050 .
I L -
[ = [ ] | -
0.010} ne .| L
cf - o
0.005¢ e r u *
[ © L] ° [ .
[ ° . o w
L ]
L ]
0.001 - '® 9 o 'y
T .. ° n
357 9111315171921232527293133353739

Rys. 4. Poréwnanie spektrow wspétczynnikbw rozwigzania
uzyskane rozpatrywanymi metodami; zaznaczono takze spektrum
dla przypadku z warunkiem Neumanna

Na rysunku 5 pokazano =zalezno$¢ wskaznika
uwarunkowania macierzy gtéwnej w kazdej z trzech metod
(rozumianego jako iloraz maksymalnej i minimalnej wartosci

osobliwej). Metoda | daje bardzo zle uwarunkowany ukfad
réwnan, natomiast metody Il i Ill sg poréwnywalne, cho¢
metoda Il daje uktad réwnan lepiej uwarunkowany.

e

liczba nieparzystych wyrazéw
20 30 40

Rys. 5. Poréwnanie wskaznikow uwarunkowania macierzy gtéwnej
ukfadu réwnan na wspotczynniki rozwigzania

Whnioski

Mieszany warunek Dirichleta-Neumanna w przypadku
metody rozdzielania zmiennych sprawia kftopoty i wymaga
numerycznego wyznaczania wspotczynnikdw rozwigzania.
Najprostsza w realizacji jest metoda kolokacji, chociaz
wydaje sie, ze w rozpatrywanym przypadku metoda Il daje
nieco doktadniejsze wyniki. Jednak nie zawsze tak jest, jak
pokazano w pracy [10].
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