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Analityczno-numeryczna metoda obliczania rozkładu gęstości 
prądu toru prądowego z przewodami o przekroju kołowym  

 
 

Streszczenie. Zaproponowano numeryczno-analityczną metodę analizy torów prądowych z przewodami o przekroju kołowym. Metoda wywodzi się 
ze znanego podejścia, aby sąsiednie przewody traktować jak nitkowe. Polega na obliczeniu kolejnych poprawek uwzględniających skończone 
rozmiary przewodów. Jak przykład rozpatrzono tory trójfazowe w różnych konfiguracjach. Otrzymane poprawki w gęstości prądu sięgały 10%. 
 

Abstract. A numerical-analytical method of analyzing current busducts with wires of circular cross-section was proposed. The method is derived 
from the approach to treat the neighboring wires as current filaments. It consists in calculating subsequent corrections taking into account the finite 
sizes of wires. Three-phase circuits in various configurations were considered. The obtained corrections in the current density reached up to 10%. (A 
numerical-analytical method of analyzing current busducts with wires of circular cross-section) 
 
Słowa kluczowe: gęstość prądu, tor wieloprzewodowy, włókno prądowe, metoda kolejnych reakcji. 
Keywords: current density, multiwiere busduct, current filament, successive reactions. 
 
 

Wprowadzenie 
Układ przewodów o przekroju kołowym jest bardzo 

często stosowany w liniach przesyłowych i torach 
prądowych. Przykładowo w trójfazowej linii kablowej 
znajdują się często trzy cylindryczne przewody w aranżacji 
płaskiej lub trójkąta równobocznego [1]. Wskutek zjawiska 
indukcji elektromagnetycznej w każdym przewodzie 
indukowane są prądy wirowe, które często formalnie 
rozdziela się na pochodzące od zjawiska naskórkowości 
oraz zjawiska zbliżenia. Prądy te zmieniają gęstości prądów 
w przewodach. W konsekwencji całkowite gęstości prądu w 
przewodnikach stają się nierównomierne i niesymetryczne i 
znacząco wpływają na pole elektromagnetyczne, straty 
mocy w przewodach oraz macierz impedancji takiego 
układu przewodników [2-3]. Wiedza na temat rozkładu 
gęstości prądu jest istotna i niezbędna do określenia 
właściwości sieci takich linii oraz projektowania ich 
zwłaszcza w przypadku torów o dużych prądach lub 
częstotliwościach. 

Pomimo ogromnego rozwoju metod numerycznych i 
powstania wielu pakietów obliczeniowych, zwłaszcza 
korzystających z metody elementów skończonych, wciąż 
istnieje potrzeba stosowania zależności analitycznych, 
nawet, jeśli są one przybliżone. Wynika to z tego, że 
metody numeryczne, choć nieograniczone geometrią 
układu i innymi aspektami, nie dają zależności ogólnych, 
które można by poddać analitycznej ocenie i wyciągnąć z 
nich pewne wnioski ogólne. Poza przypadkiem kabla 
współosiowego otrzymanie czysto analitycznych rozwiązań 
napotyka poważne problemy matematyczne. Przykładowo, 
w metoda rozdzielania zmiennych nie daje się zastosować 
już w przypadku dwóch przewodów o przekroju kołowym o 
skończonych rozmiarach. Zaproponowano wiele podejść 
mających na celu uzyskanie przybliżonych rozwiązań, np.: 
 wprowadzanie znacznych uproszczeń - np. założenie, 
że sąsiednie przewody wytwarzają w przybliżeniu 
równomierne pole magnetyczne w miejscu obecności 
danego przewodu [4] lub też traktowanie sąsiednich 
przewodów jako nieskończenie cienkich (np. [5-6]); 
 stosowanie przybliżonych wyrażeń analitycznych, np. w 
pracy [7] wyrażono gęstość prądu w postaci szeregu 
potęgowego, a pracy [8] zastosowano rozwinięcie 
multipolowe ze skończoną liczbą wyrazów; 
 stosowanie metod numerycznych, zwłaszcza elementów 
skończonych (np. [9]), elementów brzegowych (np. [10]), 
FTDT (np. [11]), rozwiązywanie równania Fredholma z 
różnymi funkcjami bazowymi [12]; 
 używanie metod analityczno-numerycznych, np. metody 
Bubnowa-Galerkina i rozdzielania zmiennych [13]; 

 dyskretyzacja przewodów jako linii wiązkowej o wielu 
przewodach o „małym” przekroju poprzecznym [2,3,14]. 

Powyższe wskazuje, że rozpatrywana tematyka jest 
ciągle aktualna. Najbardziej wartościowe są proste 
rozwiązania analityczne. Podejście takie zaprezentowano 
m.in. w pracach [3,5], gdzie sąsiednie przewody zastąpiono 
włóknami prądowymi. W pracy [15] zaproponowano 
uwzględnienie skończonych rozmiarów sąsiednich 
przewodów w sposób przybliżony jako wiązki włókien w 
przypadku dwóch przewodów. W niniejszej pracy 
zastosowano tę metodę do obliczeń dotyczących torów 
trójfazowych w różnych układach. Warto podkreślić, że 
chociaż metoda wymaga pewnych obliczeń numerycznych, 
to nie jest konieczne rozwiązywanie układu równań 
algebraicznych. 

 

Przedstawienie zagadnienia 
Punktem wyjścia jest model toru prądowego w postaci 

układu K nieskończenie długich równoległych przewodów 
umieszczonych w nieprzewodzącym i niemagnetycznym 
środowisku. Wszystkie przewody są niemagnetyczne, mają 
niezmienny kołowy przekrój poprzeczny (Rk - promień k-
tego przewodu, σk - jego przewodność, k = 1, 2, …, K) 
Zakłada się, że wiodą prądy sinusoidalne o pulsacji ω o 
zespolonej wartości skutecznej Ik. Powyższe założenia 
pozwalają zastosować obliczenia 2D w przekroju 
poprzecznym konfiguracji. Z uwagi na domyślne założenie 
liniowości gęstość prądu w k-tym przewodzie można 
wyrazić jako 
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gdzie Wik są w ogólności funkcjami rozmiarów, położenia 
przewodów, częstotliwości i właściwości materiałowych, 
lecz nie zależą od prądów. Wyodrębniając część zależną 
od prądu w tym przewodzie i część zależną od pozostałych 
prądów, gęstość prądu można formalnie przedstawić jako 
część związaną z efektem naskórkowości (indeks górny „s” 
- skin effect) oraz z efektem zbliżenia (indeks górny „p” - 
proximity effect). Znalezienie ściśle dokładnych funkcji Wik 
jest możliwe tylko szczególnych przypadkach o symetrii 
współosiowej. W przypadku układu przewodów walcowych 
idea zaprezentowana m.in. w pracach [6-11] polega na tym, 
że w obliczeniach dotyczących k-tego przewodu wszystkie 
pozostałe przewody traktowane są jak nieskończenie 
cienkie włókna. Pozwala to uzyskać w pełni analityczne 
rozwiązanie zagadnienia zastępczego, które często 
wystarcza w praktyce. Rozwiązanie to będzie oznaczone 
tutaj chwilowo tyldą: 
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gdzie In - zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego 
rodzaju rzędu n, (r, θ) - współrzędne punktu w układzie 
biegunowym związanym z i-tym przewodem, (rk, θk) - 
współrzędne biegunowe środka k-tego przewodu tym 
układzie współrzędnych, δi - głębokość wnikania pola do i-
tego przewodu, natomiast 
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Przedstawiony sposób jest przybliżony, gdyż zaniedbuje 
skończone rozmiary przekroju poprzecznego sąsiednich 
przewodów. Powstaje pytanie, jaki błąd powoduje takie 
zaniedbanie. Aby go oszacować, potrzebne jest porównanie 
z rozwiązaniem dokładnym. Takiego jednak w ogólności nie 
ma. Wobec tego z takie należy przyjąć rozwiązanie 
uzyskane bądź innymi metodami przybliżonymi (np. FEM), 
bądź też skonstruować dokładniejsze przybliżenie 
rozwiązania oryginalnego problemu. W dalszej części pracy 
wykorzystano obydwa podejścia. 

 

Metoda wyznaczania poprawek do rozwiązania 
Przedstawiona niżej procedura oparta jest na zasadzie 

kolejnych reakcji. Rzecz jasna, jest to zabieg czysto 
formalny, mający na celu zwiększanie dokładności 
rozwiązania. W zerowym kroku uwzględniane jest tylko 
zjawisko naskórkowości. Wywołane nim gęstość prądu Ji

s 
będzie oznaczana dalej przez Ji

(0). Te prądy płynące w 
sąsiednich przewodach wywołują prądy wirowe Ji

p 
oznaczane dalej przez Ji

(1). Ponieważ Ji
(0) ma rozkład 

niezależny od współrzędnej kątowej, pole magnetyczne na 
zewnątrz każdego z sąsiednich przewodów jest takie jak od 
zastępczego przewodu nitkowego. Stąd też poprawka Ji

(1) 
często opisuje zjawisko zbliżenia w sposób wystarczająco 
dokładny. Zaindukowane w przewodzie prądy wirowe o 
gęstości Ji

(1) oddziałują wytworzonym polem magnetycznym 
na sąsiednie przewody i wywołują w nich prądy wirowe 
dodatkowe prądy wirowe. Oznaczmy ich gęstość przez Ji

(2). 
Oczywiście te prądy wywołują dalsze poprawki, a 
wypadkowa gęstość prądu po uwzględnieniu M reakcji 
wynosi 
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Istotną rzeczą jest obliczenie m-tej poprawki. Obliczenie 
jej w sposób analityczny sprawia problem dla m ≥ 2. W 
pracy ograniczono się do uproszczonej numerycznej 
realizacji tych obliczeń. W tym celu każdy z przewodów 
dzieli się na sektory i przypisuje im prądy o gęstości 
wynikającej z poprawki m-1: 

(7)  ksksks
m
k

m
ks SθrJI ),()1()1(    

gdzie (rks, θks) są współrzędnymi środka s-tego sektora k-
tego przewodu, zaś Sks - jest polem powierzchni tego 
sektora. Następnie korzysta się z rozwiązania dla przewodu 
walcowego i znajdującego się w jego pobliżu włókna. 
Następnie oblicza się poprawkę do gęstości prądu w 
sąsiednich przewodach od tego włókna wg wzoru (6), który 
prowadzi do zależności: 
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gdzie funkcja Λ dana jest wzorem (4), natomiast (ri,ks, θi,ks) 
są współrzędnymi środka s-tego sektora k-tego przewodu 
we układzie biegunowym związanym z i-tym przewodem. 
Jeśli wprowadzimy K wektorów kolumnowych o elementach 
będących gęstością prądu 
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oraz K macierzy 
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to można zapisać 
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Oznacza to, że m-tą poprawkę (jej numeryczną postać) 
można uzyskać bez rozwiązywania układu równań, lecz 
znając jedynie poprawkę poprzednią. Macierze Λi można 
przygotować raz na początku obliczeń. Wadą jest to, że jest 
to obliczenie tych macierzy jest dość kosztowne czasowo. 
Jednak po ich obliczeniu można uzyskać dowolną 
poprawkę, a w efekcie dowolnie dokładne przybliżenie 
rozwiązania. 

 

Przykład - analiza torów trójfazowych 
W charakterze przykładu rozpatrzono typowe układy 

trójfazowych torów prądowych z jednym szynoprzewodem 
na fazę. Rozpatrywano konfiguracje płaskie i trójkątne bez 
przewodu i z przewodem neutralnym oraz dodatkowo układ 
czworokątny z przewodem neutralnym. Przyjęto, że 
wszystkie przewody są jednakowe i mają promień R, a 
odległości między sąsiednimi najbliższymi przewodami jest 
jednakowa i wynosi d. 

Na rysunku 1 przedstawiono rozkład gęstości prądu w 
przypadku jednej z konfiguracji (układ płaski 
trójprzewodowy) dla przypadku R/δ = 1 oraz d/R = 3. 
Wartości poprawki m=2 (pierwsza korekta do wzoru 
przybliżonego) wynosi w tym przypadku do około 2% 
gęstości prądu DC, następna reakcja to około 0,1%, dalsze 
(nie zaznaczone) są o rzędy wielkości mniejsze. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Rys.1. Względny rozkład gęstości prądu (górny rząd) oraz jej 
kolejne składowe (dalsze rzędy) trójprzewodowym torze 
trójfazowym w układzie płaskim dla d/R = 3, R/δ = 1 i 
symetrycznym zgodnym układzie faz 
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Rysunek 2 przedstawia procentowy błąd w rozkładzie 
gęstości prądu dla M = 1 (klasyczne przybliżenie) i M = 6 
(uznane za dokładne) w rozpatrywanym wyżej przypadku. 
Błąd sięga maksymalnie około 2%. Warto zwrócić uwagę, 
że największe różnice występują na powierzchni 
przewodów. 

 
 
 
 
 
 
 

Rys.2. Rozkład procentowego błędu w gęstości prądu w 
trójprzewodowym torze w układzie płaskim z prądami 
symetrycznymi kolejności zgodnej dla d/R = 3, R/δ = 1 

 
Rysunek 3 przedstawia rozkład gęstości prądu na 

powierzchni przewodów dla rozpatrywanego przypadku. 
Liniami ciągłymi zaznaczono rozwiązanie J[6], a liniami 
przerywanymi rozwiązanie J[1]. Zaznaczono także 
rozwiązanie uzyskane metodą elementów skończonych, 
które pokrywa się z uzyskanym opisaną wyżej metodą. 
Przybliżone rozwiązanie w tym przypadku tylko analityczne 
J[1] tylko nieznacznie różni się od J[6] i JFEM i z powodzeniem 
można stosować przybliżone rozwiązanie J[1]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys.3. Rozkład względnej gęstości prądu na powierzchni 
trójprzewodowego toru w układzie płaskim z prądami 
symetrycznymi kolejności zgodnej dla d/R = 3, R/δ = 1 

 
W przedstawionym przykładzie poprawka do 

rozwiązania przybliżonego J[1] wynosi do około 2%, a więc 
jest w praktyce pomijalnie mała. Jednak nie zawsze tak jest, 
gdyż zależy to m.in. od odległości między przewodami. Na 
rysunku 4 pokazano wpływ odległości między przewodami 
na procentowy błąd względny rozwiązania przybliżonego 
J[1] względem J[6] (uznanego praktycznie dokładne) w 
wybranych punktach różnych konfiguracji trójfazowych 
torów prądowych z jednym przewodem na fazę z prądami 
symetrycznymi kolejności zgodnej dla R/δ = 1. Największe 
błędy występują w konfiguracji płaskiej z przewodem 
neutralnym i dla d = 2,4R sięgają około 9% (w przewodzie 
neutralnym) do 5% w przewodach fazowych. 

Na poprawki wpływ ma także głębokości wnikania pola. 
Przedstawione wyżej rozważania dotyczyły przypadku, gdy 
głębokość wnikania pola była równa promieniowi R. Dla 
wyższych harmonicznych będzie ona znacznie mniejsza, w 
związku z tym na rysunku 5 przeanalizowano wpływ 
głębokości wnikania pola na zmiany w rozkładzie gęstości 
prądu dla różnych konfiguracji w przypadku d/R = 3. Wynika 
z niego, że wzrost częstotliwości powoduje zwiększenie 
błędów. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys.4. Zależność procentowego błędu rozwiązania J[1] w 
wybranych punktach typowych konfiguracji torów trójfazowych w 
funkcji odległości między przewodami w wybranych torach dla (R/δ 
= 1, prądy symetryczne kolejności zgodnej) 
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Rys.5. Zależność procentowego błędu rozwiązania J[1] w 
wybranych punktach typowych konfiguracji torów trójfazowych w 
funkcji R/δ (prądy symetryczne kolejności zgodnej, d/R = 3) 

Wnioski 
Zaproponowana metoda pozwala w drodze kolejnych 

poprawek uwzględnić skończone rozmiary sąsiednich 
przewodów. Jeśli rozmiary przewodów są mniejsze od 
głębokości wnikania pola oraz od odległości między 
przewodami, poprawki można zaniedbać. Tak jest w 
przypadku torów trójfazowych dla podstawowej 
harmonicznej, jednak obecność wyższych harmonicznych o 
dużych amplitudach może istotnie wpłynąć na rozkład 
gęstości prądu i dodatkowe straty z tym związane. 
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