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Analityczno-numeryczna metoda obliczania rozktadu gestosci
pradu toru pragdowego z przewodami o przekroju kolowym

Streszczenie. Zaproponowano numeryczno-analityczng metode analizy toréow pradowych z przewodami o przekroju kotowym. Metoda wywodzi sige
ze znanego podejscia, aby sgsiednie przewody traktowac jak nitkowe. Polega na obliczeniu kolejnych poprawek uwzgledniajgcych skonczone
rozmiary przewodow. Jak przyktad rozpatrzono tory tréjfazowe w réznych konfiguracjach. Otrzymane poprawki w gesto$ci pradu siegaty 10%.

Abstract. A numerical-analytical method of analyzing current busducts with wires of circular cross-section was proposed. The method is derived
from the approach to treat the neighboring wires as current filaments. It consists in calculating subsequent corrections taking into account the finite
sizes of wires. Three-phase circuits in various configurations were considered. The obtained corrections in the current density reached up to 10%. (A
numerical-analytical method of analyzing current busducts with wires of circular cross-section)

Stowa kluczowe: gestosc pradu, tor wieloprzewodowy, widékno pradowe, metoda kolejnych reakc;ji.
Keywords: current density, multiwiere busduct, current filament, successive reactions.

Wprowadzenie

Uktad przewoddéw o przekroju kotowym jest bardzo
czesto stosowany w liniach przesytowych i torach
prgdowych. Przyktadowo w trojfazowej linii kablowe;j
znajdujg sie czesto trzy cylindryczne przewody w aranzacji
ptaskiej lub tréjkata rownobocznego [1]. Wskutek zjawiska
indukcji  elektromagnetycznej w kazdym przewodzie
indukowane sa prady wirowe, ktére czesto formalnie
rozdziela sie na pochodzgce od zjawiska naskoérkowosci
oraz zjawiska zblizenia. Prady te zmieniajg gestosci pradéw
w przewodach. W konsekwenc;ji catkowite gestosci prgdu w
przewodnikach stajg sie nierdwnomierne i niesymetryczne i
znaczgco wptywajg na pole elektromagnetyczne, straty
mocy W przewodach oraz macierz impedancji takiego
uktadu przewodnikéw [2-3]. Wiedza na temat rozkifadu
gestosci pradu jest istotna i niezbedna do okreslenia
wiasciwosci sieci takich linii oraz projektowania ich
zwlaszcza w przypadku torow o duzych pradach Ilub
czestotliwosciach.

Pomimo ogromnego rozwoju metod numerycznych i
powstania wielu pakietdw obliczeniowych, zwtaszcza
korzystajgcych z metody elementéw skonczonych, wcigz
istnieje potrzeba stosowania zaleznosci analitycznych,
nawet, jedli sg one przyblizone. Wynika to z tego, ze
metody numeryczne, choé nieograniczone geometrig
uktadu i innymi aspektami, nie dajg zaleznosci ogdlnych,
ktére mozna by poddac analitycznej ocenie i wyciagnaé z
nich pewne wnioski ogodlne. Poza przypadkiem kabla
wspotosiowego otrzymanie czysto analitycznych rozwigzan
napotyka powazne problemy matematyczne. Przyktadowo,
w metoda rozdzielania zmiennych nie daje sie zastosowac
juz w przypadku dwoch przewoddéw o przekroju kotowym o
skohczonych rozmiarach. Zaproponowano wiele podejsé
majgcych na celu uzyskanie przyblizonych rozwigzan, np.:

e wprowadzanie znacznych uproszczen - np. zatozenie,
ze sgsiednie przewody wytwarzajg w przyblizeniu
rbwnomierne pole magnetyczne w miejscu obecnosci
danego przewodu [4] lub tez traktowanie sgsiednich
przewoddw jako nieskonczenie cienkich (np. [5-6]);

e stosowanie przyblizonych wyrazen analitycznych, np. w
pracy [7] wyrazono gestos¢ pradu w postaci szeregu
potegowego, a pracy [8] zastosowano rozwiniecie
multipolowe ze skonczong liczbg wyrazow;

¢ stosowanie metod numerycznych, zwtaszcza elementow
skohczonych (np. [9]), elementéw brzegowych (np. [10]),
FTDT (np. [11]), rozwigzywanie réwnania Fredholma z
réznymi funkcjami bazowymi [12];

e uzywanie metod analityczno-numerycznych, np. metody
Bubnowa-Galerkina i rozdzielania zmiennych [13];
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e dyskretyzacja przewodoéw jako linii wigzkowej o wielu
przewodach o ,matym” przekroju poprzecznym [2,3,14].

Powyzsze wskazuje, ze rozpatrywana tematyka jest
ciggle aktualna. Najbardziej wartosciowe sg proste
rozwigzania analityczne. Podejscie takie zaprezentowano
m.in. w pracach [3,5], gdzie sgsiednie przewody zastgpiono
widknami prgdowymi. W pracy [15] zaproponowano
uwzglednienie  skonczonych rozmiarow  sgsiednich
przewoddw w sposéb przyblizony jako wigzki wtokien w
przypadku dwoch  przewodéw. W  niniejszej pracy
zastosowano te metode do obliczen dotyczgcych toréw
trojfazowych w réznych uktadach. Warto podkreslic, ze
chociaz metoda wymaga pewnych obliczerh numerycznych,
to nie jest konieczne rozwigzywanie uktadu réwnan
algebraicznych.

Przedstawienie zagadnienia

Punktem wyjscia jest model toru prgdowego w postaci
uktadu K nieskonczenie dtugich réwnolegtych przewodéw
umieszczonych w nieprzewodzacym i niemagnetycznym
Srodowisku. Wszystkie przewody sg niemagnetyczne, majg
niezmienny kotowy przekréj poprzeczny (Rx - promien k-
tego przewodu, ok - jego przewodnos¢, k = 1, 2, ..., K)
Zaktada sie, ze wiodg prady sinusoidalne o pulsacji w o
zespolonej wartosci skutecznej [«. Powyzsze zatozenia
pozwalajg zastosowa¢ obliczenia 2D w przekroju
poprzecznym konfiguracji. Z uwagi na domysine zatozenie
liniowosci gestos¢ pradu w k-tym przewodzie mozna
wyrazi¢ jako

K
il + D Wl =J;+J7
k=1 k=lk#i

gdzie Wi sg w ogolnosci funkcjami rozmiaréw, potozenia
przewoddéw, czestotliwosci i wiasciwosci materiatowych,
lecz nie zalezg od prgdéw. Wyodrebniajac czes¢ zalezng
od pradu w tym przewodzie i cze$¢ zalezng od pozostatych
pradow, gestos¢ prgdu mozna formalnie przedstawi¢ jako
czes¢ zwigzang z efektem naskérkowosci (indeks gérny ,s”
- skin effect) oraz z efektem zblizenia (indeks goérny ,p” -
proximity effect). Znalezienie $cisle doktadnych funkcji Wi
jest mozliwe tylko szczegdlnych przypadkach o symetrii
wspotosiowej. W przypadku uktadu przewodéw walcowych
idea zaprezentowana m.in. w pracach [6-11] polega na tym,
ze w obliczeniach dotyczgcych k-tego przewodu wszystkie
pozostate przewody traktowane sg jak nieskonczenie
cienkie wtokna. Pozwala to uzyska¢ w pemni analityczne
rozwigzanie zagadnienia zastepczego, ktére czesto
wystarcza w praktyce. Rozwigzanie to bedzie oznaczone
tutaj chwilowo tylda:

K
(N L= 2 Wl =Wl +
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gdzie I, - zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego
rodzaju rzedu n, (r, 6) - wspotrzedne punktu w uktadzie
biegunowym zwigzanym z i-tym przewodem, (ri, 6k) -
wspotrzedne biegunowe $rodka k-tego przewodu tym
uktadzie wspotrzednych, &; - glebokos¢ wnikania pola do i-
tego przewodu, natomiast

(4) Alp,p;¢.7)= —VZC
n -1

Przedstawiony sposob Jest przyblizony, gdyz zaniedbuje
skohczone rozmiary przekroju poprzecznego sgsiednich
przewoddw. Powstaje pytanie, jaki blgd powoduje takie
zaniedbanie. Aby go oszacowac, potrzebne jest porownanie
z rozwigzaniem doktadnym. Takiego jednak w ogélnosci nie
ma. Wobec tego z takie nalezy przyjg¢ rozwigzanie
uzyskane bgdz innymi metodami przyblizonymi (np. FEM),
badz tez skonstruowa¢ doktadniejsze przyblizenie
rozwigzania oryginalnego problemu. W dalszej czesci pracy
wykorzystano obydwa podejscia.

1,(py) L) s

Metoda wyznaczania poprawek do rozwigzania

Przedstawiona nizej procedura oparta jest na zasadzie
kolejnych reakcji. Rzecz jasna, jest to zabieg czysto
formalny, majgcy na celu zwiekszanie dokfadnosci
rozwigzania. W zerowym kroku uwzgledniane jest tylko
zjawisko naskoérkowosci. Wywo’rane nim gesto$¢ pradu J°
bedzie oznaczana dalej przez JO. Te prady ptynace w
sgsiednich przewodach wywolUJa pradY wirowe  JP
oznaczane dalej przez J. Poniewaz J'° ma rozktad
niezalezny od wspétrzednej katowej, pole magnetyczne na
zewnatrz kazdego z sgsiednich przewodow jest takie jak od
zastepczego przewodu nitkowego. Stad tez poprawka JO
czesto opisuje zjawisko zblizenia w sposéb wystarczajgco
doktadny. Zaindukowane w przewodzie prady wirowe o
gestosci JO oddziatujg wytworzonym polem magnetycznym
na sgsiednie przewody i wywotujg w nich prgdy wirowe
dodatkowe prady wirowe. Oznaczmy ich gestos$¢ przez J@.
Oczywiscie te prady wywolujg dalsze poprawki, a
wypadkowa gestosé pragdu po uwzglednieniu M reakcji
wynosi

(5) JM )= fzﬁ"’u)
m=1

gdzie

®  JO=- ZUJ“” ”(Y)1n| s

kls

Istotng rzeczg jest obllczenle m-tej poprawki. Obliczenie
jej w sposob analityczny sprawia problem dla m =2 2. W
pracy ograniczono sie do uproszczonej numerycznej
realizacji tych obliczen. W tym celu kazdy z przewodoéw
dzieli sie na sektory i przypisuje im prady o gestodci
wynikajgcej z poprawki m-1:

(7) 15(’:71) = lgcmil) (rlcweks)skv

gdzie (rks, 6ks) sg wspotrzednymi $rodka s-tego sektora k-
tego przewodu, zas Sys - jest polem powierzchni tego
sektora. Nastepnie korzysta sie z rozwigzania dla przewodu
walcowego i znajdujgcego sie w jego poblizu widkna.
Nastepnie oblicza sie poprawke do gestosci prgdu w
sgsiednich przewodach od tego wiékna wg wzoru (6), ktory
prowadzi do zaleznosci:
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gdzie funkcja A dana jest wzorem (4), natomiast (fiks, Biks)
sg wspotrzednymi srodka s-tego sektora k-tego przewodu
we ukfadzie biegunowym zwigzanym z i-tym przewodem.
Jesli wprowadzimy K wektorow kolumnowych o elementach
bedacych gestoscig pradu

9) Jl(fm) = {lgcm)(rksﬂgks) s

oraz K macierzy

R
(10) A=l g, R rr
”Ri Rz i ks &

to mozna zapisaé

(11 I = ZAJ(’" D
i=1i#k

Oznacza to, ze m-tg poprawke (jej numeryczng postac)
mozna uzyska¢ bez rozwigzywania uktadu réwnan, lecz
znajac jedynie poprawke poprzednig. Macierze A; mozna
przygotowacé raz na poczgtku obliczen. Wadg jest to, ze jest
to obliczenie tych macierzy jest do$¢ kosztowne czasowo.
Jednak po ich obliczeniu mozna uzyska¢ dowolng
poprawke, a w efekcie dowolnie doktadne przyblizenie
rozwigzania.

Przyktad - analiza toréw tréjfazowych

W charakterze przyktadu rozpatrzono typowe ukfady
tréjfazowych toréow pradowych z jednym szynoprzewodem
na faze. Rozpatrywano konfiguracje plaskie i tréjkatne bez
przewodu i z przewodem neutralnym oraz dodatkowo uktad
czworokatny z przewodem neutralnym. Przyjeto, ze
wszystkie przewody sg jednakowe i majg promien R, a
odlegtosci miedzy sasiednimi najblizszymi przewodami jest
jednakowa i wynosi d.

Na rysunku 1 przedstawiono rozktad gestosci pradu w
przypadku jednej z  konfiguracji (uklad  ptaski
trojprzewodowy) dla przypadku R/O = 1 oraz d/IR =
Wartosci poprawki m=2 (pierwsza korekta do wzoru
przyblizonego) wynosi w tym przypadku do okoto 2%
gestosci prgdu DC, nastepna reakcja to okoto 0,1%, dalsze
(nie zaznaczone) sg o rzedy wielkosci mniejsze.
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Rys.1. Wzgledny rozkiad gestosci pradu (gérny rzad) oraz jej
kolejne skladowe (dalsze rzedy) trojprzewodowym torze
trojfazowym w uktadzie ptaskim dla d/R = 3, RI6 = 1 i
symetrycznym zgodnym uktadzie faz
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Rysunek 2 przedstawia procentowy btgd w rozkfadzie
gestosci pragdu dla M = 1 (klasyczne przyblizenie) i M = 6
(uznane za doktadne) w rozpatrywanym wyzej przypadku.
Btad siega maksymalnie okoto 2%. Warto zwréci¢ uwage,

wystepujg na

ze najwieksze roznice

przewodéw.

powierzchni

Rys.2. Rozkiad procentowego btedu w gestosci
trojprzewodowym torze w ukftadzie pltaskim z
symetrycznymi kolejnosci zgodnej dla d/R =3, R/I6 =1

pradu w
pradami

Rysunek 3 przedstawia rozktad gestosci pradu na
powierzchni przewoddéw dla rozpatrywanego przypadku.
Liniami ciggtymi zaznaczono rozwigzanie , a liniami
przerywanymi  rozwigzanie Zaznaczono takze
rozwigzanie uzyskane metodg elementow skonczonych,
ktére pokrywa sie z uzyskanym opisang wyzej metoda.
Przyblizone rozwigzanie w tym przypadku tylko analityczne
M tylko nieznacznie rézni sie od i Jrem | z powodzeniem
mozna stosowac przyblizone rozwigzanie J .

1J1
Jne
1.6+

——— total
g
skin effect

2 L2 1o
Ov;[]

Rys.3.

Rozktad wzglednej
trojprzewodowego toru w
symetrycznymi kolejnosci zgodnej dla d/R= 3, RI6 =1

gestosci
uktadzie

pragdu na powierzchni
ptaskim z prgdami

W  przedstawionym Przykiadzie poprawka  do
rozwigzania przyblizonego S wynosi do okofo 2%, a wiec
jest w praktyce pomijalnie mata. Jednak nie zawsze tak jest,
gdyz zalezy to m.in. od odlegtosci miedzy przewodami. Na
rysunku 4 pokazano wptyw odlegtosci miedzy przewodami
na procentowy bi?d wzgledny rozwigzania przyblizonego
M wzgledem ¥ (uznanego praktycznie doktadne) w
wybranych punktach réznych konfiguracji tréjfazowych
toréw pradowych z jednym przewodem na faze z prgdami
symetrycznymi kolejnosci zgodnej dla R/d = 1. Najwieksze
btedy wystepuja w konfiguracji ptaskiej z przewodem
neutralnym i dla d = 2,4R siggajg okoto 9% (w przewodzie
neutralnym) do 5% w przewodach fazowych.

Na poprawki wptyw ma takze gtebokosci wnikania pola.
Przedstawione wyzej rozwazania dotyczyty przypadku, gdy
gtebokos¢ wnikania pola byta réwna promieniowi R. Dla
wyzszych harmonicznych bedzie ona znacznie mniejsza, w
zwigzku z tym na rysunku 5 przeanalizowano wptyw
gtebokos$ci wnikania pola na zmiany w rozktadzie gesto$ci
pradu dla réznych konfiguracji w przypadku d/R = 3. Wynika
z niego, ze wzrost czestotliwosci powoduje zwigkszenie
btedow.
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Rys.4. Zaleznosé procentowego bledu rozwigzania J" w
wybranych punktach typowych konfiguracji toréw tréjfazowych w
funkcji odlegtosci miedzy przewodami w wybranych torach dla (R/6
= 1, prady symetryczne kolejnosci zgodnej)
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Rys.5. Zaleznosé procentowego bledu rozwigzania J" w

wybranych punktach typowych konfiguracji toréw tréjfazowych w
funkcji R/6 (prady symetryczne kolejnosci zgodnej, d/R = 3)

Whioski

Zaproponowana metoda pozwala w drodze kolejnych
poprawek uwzgledni¢ skonczone rozmiary sgsiednich
przewodéw. Jesli rozmiary przewoddéw sg mniejsze od

gtebokosci wnikania pola oraz od odlegtosci miedzy
przewodami, poprawki mozna zaniedbaé. Tak jest w
przypadku  toréw  tréjfazowych dla  podstawowej

harmonicznej, jednak obecnos¢ wyzszych harmonicznych o
duzych amplitudach moze istotnie wptyngé na rozkiad
gestosci pradu i dodatkowe straty z tym zwigzane.
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