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Analiza rozktadu pola przeptywowego w cienkiej warstwie
przewodzacej z defektem eliptycznym

Streszczenie. W artykule zaprezentowano analityczne rozwigzanie zagadnienia obliczania rozktadu pola przeptywowego w cienkiej warstwie
przewodzgcej z defektem (peknigciem) o ksztaicie elipsy. Wyprowadzono wzory na funkcje potencjatu i sktadowych pola elektrycznego oraz
przyblizony wzér pozwalajgcy oszacowac wplyw defektu na natezenie pradu w $ciezce przewodzgcej. Ponadto podano wzory dla pekniecia
nieskonczenie cienkiego oraz dokonano oceny wptywu tej idealizacji na oszacowanie natezenia prgdu w $ciezce.

Abstract. The article presents an analytical solution of the problem of calculating the flow field distribution in a thin electroconductive layer defected
with the cracks in the shape of an ellipse. The formulas for the functions of the potential and the electric field components as well the approximate
formula allowing to estimate the impact of the defect on the current in the electroconductive layer were derived. In addition, formulas for infinitely thin
cracks were given and the impact of this idealization on the estimation of current in the electric path was assessed. (Analysis of flow field

distribution in a thin conductive layer with an elliptical defect).

Stowa kluczowe: pole przeptywowe, cienkie warstwy przewodzgce, elektronika noszona, tekstronika
Keywords: flow field, thin conductive layer, wearable electronics, textronics.

Wstep

W wielu praktycznych zastosowaniach, coraz czesciej
zachodzi potrzeba wytwarzania uktadéw elektronicznych na
podtozach elastycznych, np. materiatach tekstylnych. Takie
uktady sg stosowane w odziezy noszonej tam, gdzie wazne
sg funkcje pomiaru i kontroli (temperatura, wilgotnosé,
cisSnienie, analiza kinematyczna i czujniki ruchu,
monitorowanie szybkosci odpowiedzi, czujnik aktywnosci
serca, bioczujniki itp.) [1-6]. Zagadnieniami tymi zajmuje sie
nowa gatgz elektrotechniki nazwana tekstronikg. Jednym z
podstawowych probleméw technologicznych tekstroniki jest
wytwarzanie na podtozu  tekstylnym  niezawodnie
dziatajgcych sciezek przewodzacych, narazonych w trakcie
uzytkowania na réznego rodzaju naprezenia mechaniczne,
gtéwnie zginajgce i rozciggajgce. Tematyce tej poswiecono
szereg badan laboratoryjnych [7,8]. Zaprezentowano
rezultaty badan wptywu liczby zgie¢ tekstronicznych warstw
przewodzacych otrzymanych metodg fizycznego
prézniowego napylania (PVD) na jej rezystancje. Wzrost
rezystancji spowodowany jest powstawaniem wielu
mikropeknie¢ w miejscu zginania, ktorych liczba i wielkosé
narasta w miare zwiekszania liczby zgie¢ (Rys. 1.).

Rys.1.

Obraz mikroskopowy cienkiej
wykonanej ze ziota na kompozytowym podtozu tekstylnym po
procesie wielokrotnego zginania (mikroskopia stereoskopowa)

warstwy przewodzacej

Celem niniejszej pracy jest teoretyczna analiza rozktadu
gestosci prgdu w cienkiej warstwie przewodzacej
zawierajgcej defekt (pekniecie) i na tej podstawie
oszacowanie jego wptywu na prad catkowity i rezystancje
Sciezki.
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Pekniecie eliptyczne w nieograniczonym obszarze

Na drodze analitycznej mozna otrzymac¢ doktadne
rozwigzanie zagadnienia pola przeptywowego w cienkiej
warstwie przewodzacej z defektem o ksztalcie elipsy
(Rys.2.). Zaklada sie, ze przeptyw pradu jest wymuszany
przez state i jednorodne pole elektryczne o znanym
natezeniu E,, pochodzgcym z zewnetrznego zrodta oraz, ze
obszar pekniecia wypetniony jest idealnym dielektrykiem.
Ponadto przyjmuje sie, ze funkcje pola nie zalezg od
wspoirzednej z prostopadtej do ptaszczyzny XY.
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Rys.2. Analizowany model przewodzacej warstwy z defektem

Przy  takich  zatozeniach, =zarébwno w obszarze
przewodzacym €', jak i dielektrycznym Q" pole elektryczne

posiada potencjat skalarny @ = @(X,y)
(1 E =-gradg

spetniajgcy réwnanie Laplace’a

) Ap=0

Na granicy obszaréw I" funkcja potencjatu musi by¢ ciggta
oraz spetnia¢ zerowy warunek Neumanna od strony
obszaru Q"

0
) L =0

on |+
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(zwrot wersora normalnego przyjeto jak zwykle, od obszaru

przewodzgcego do dielektrycznego, zatem symbol rr
oznacza powierzchnie brzegowg od strony przewodnika).

Rozwigzanie w obszarze przewodzgcym
Funkcja potencjalu w obszarze przewodzgcym moze
by¢ zapisana jako:

(4) P =0y + i
gdzie:
(5) @o(X,y)=—Ey(xcosa + ysina)

jest potencjatem pola wymuszajgcego, a ¢ potencjatem
indukowanym, spowodowanym obecnoscig defektu. Oba
potencjaty spetniajg réwnanie (2).

W celu znalezienia potencjalu ¢ zastosowano

wspotrzedne eliptyczne 7, w zdefiniowanymi zaleznosciami

[9]:
X =ccoshncos
o { ncosy

y =cCsinh#siny

Na brzegu S wspoéitrzedna 7 przyjmuje statg warto$c,
ktérg mozna roznie powigza¢ z parametrami elipsy a, b, ¢
(c*= a’~b?, a>b, por. Rys. 2.):

a+b 1. a+b

a
(7) =arcosh—=In——=—In——
To c c 2 a-b

Na podstawie (3) — (6), w obszarze Q', otrzymuje sie:

0,

o9 O,
(8) on

- on

n=1
= EOC(cosa sinh 7, cosy +sina coshyy sint//)

Zaleznos¢ (8) stanowi warunek brzegowy dla funkcji

potencjalu  indukowanego w obszarze Q. We
wspotrzednych eliptycznych rownanie (2) przyjmuje postac:
2 2
©) 92,29 g
on” oy

(Laplasjan we wspétrzednych eliptycznych [9] ma bardziej
ztozong forme niz sugerowatoby to rownanie, jednak samo
réwnanie Laplace’a sprowadza sie do (9).)

Rozwigzanie zagadnienia sformutowanego réwnaniami
(8), (9) uzyskano przez zastosowanie metody separacji
zmiennych. W rezultacie otrzymano:

(10) o, (n.p) = —EOC‘I Ztg [bcosacost// + asinasinz//]e’”

Po uwzglednieniu (4), (5), (6) otrzymuje sie petng funkcje
potencjatu w obszarze Q' w postaci:

(11) (/J'(?],l//):—EM/Z—H;[acoshiy—bsinhiy]cos(l//—a)

Korzystajgc z (1) i operatora gradientu we wspétrzednych
eliptycznych [9] otrzymuje sie:

E,(asinh7 —bcosh7)
(a- b)\/cosh2 n—cos’y

(12 Ej(n.y)= cos(y —a)

(13) E.},(Ual//)= —Eo(acoshn—bsinhiy) sin(y/—a)
(a- b)\/cosh2 n—cos’w
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Transformujgc  nastepnie uktadu

kartezjanskiego otrzymano:

(11) - (13) do

(14)

o' (x,y)= aEOb -[(sgn(x)bP, — ax)cos — (sgn(y)aP, — by)sinc]
(15)

l__EO. Q1+1 _ _ Ql_l .
(= a b ngn(x)2Pl bx aj cosa —sgn(y) 72P2 axsin a}

(16)

E; = ;—E(k)) {sgn(x)szF; ! by cosa —[sgn(y)QzHaX —b]sina}

2P,
gdzie:
(1) po X oY -e4D. o [oXTry’ 4D
2 2
x2+y2—c? X2 4yt =c?
(18) Q=" Q="
(19) D=y(+y*—cF +(2ey)

Poszukiwany rozktad pola gestosci pradu otrzymuje sie na
podstawie (15) i (16) korzystajac z lokalnego prawa Ohma:

(20) J=E
Rozwigzanie w obszarze dielektrycznym

Podstawiajgc (7) do (11) otrzymuje sie potencjat na
granicy obszaru Q":

21) ' (9.w) =—Ep(a+b)cos(y — )

Poniewaz funkcja potencjatu musi by¢ ciagta, zaleznosé
(21) stanowi réwnoczes$nie warunek brzegowy dla
potencjatu w obszarze Q. Stosujgc ponownie separacje
zmiennych otrzymuje sie w tym obszarze rozwigzanie:

(22)

o(ny) = —Eo(a+ b(ﬁcoshncosy/ cosa +%sinhnsiny/sin aj
a

co po transformac;ji do uktadu kartezjanskiego daje

(23) (p“(x, y): —Eo(a+b)'(1cosa+%sina)
a
Il a+b
(24) E, =E, cosa
(25) BV -g, 2T b ina

Oznacza to, ze pole elektryczne w obszarze Q" jest polem
jednorodnym o wartosci:

cos’a  sin‘a

(26) BV =Eja+b)——+=5

Z warunku ciggtosci stycznej sktadowej natezenia pola
elektrycznego wynika, ze wzor ten okresla jednoczesnie
maksymalng wartos¢ pola elektrycznego przy powierzchni S
od strony obszaru przewodzgcego. Stad, po skorzystaniu z
(20), mozna fatwo okresli¢ maksymalng warto$¢ gestosci
pragdu w analizowanym uktadzie.

Na rysunku 3. Przedstawiono przyktadowy wykres
funkcji potencjatu opisanej wzorami (14), (23), dla a = 3
mm, b =1 mm, E, = 1V/m, a = 60°.
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Rys.3. Obliczony na podstawie wzoréw (14) (23) rozktad potencjatu
(biatym kolorem oznaczono linie pradu)

Rysunek 4. llustruje rozkiad pola przeptywowego
opisany wzorami (15), (16), (20) (por. tez linie pradu na
Rys. 3).
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Rys.4. Rozktad gestosci prgdu w analizowanym uktadzie

Oszacowanie wptywu defektu na rezystancije Sciezki
Przedstawione rozwigzanie pozwala oszacowa¢ wptyw
pekniecia na rezystancje sciezki przewodzgcej. W tym celu
rozwazmy zagadnienie cienkiej $ciezki przewodzacej z
defektem eliptycznym, zilustrowane na rysunku 5.
Zagadnienie to rozni sie od wczeéniej sformutowanego
tym, ze poza warunkami brzegowymi na powierzchni
defektu, funkcja potencjatu musi spetnia¢ zerowe warunki
Neumanna na krawedziach $ciezki. Takie zagadnienie
mozna rozwigzac tylko na drodze numerycznej, jednak przy
zatozeniu, ze d;, d, >> a nalezy sie spodziewaé, ze
przedstawione wczesniej rozwigzanie z przyblizeniem
bedzie spelni¢ roéwniez te warunki, poniewaz funkcja
potencjatu wymuszajgcego (5) spetnia je dokiadnie, a
funkcja potencjatu indukowanego (10) szybko maleje z
odlegtoscig. Przyjmujgc to uproszczenie mozna stosunkowo
tatwo obliczy¢ prady iy, i, przeptywajgce przez powierzchnie
S, S, przechodzace przez jedng z osi elipsy (por. Rys. 5) i
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poréownac¢ ich sumaryczng wartos¢ i z pradem iy, jaki
ptynatby w Sciezce bez defektu.
Korzystajac z ogdélnego wzoru:

27) i :UJ -ds
S

Otrzymano ostatecznie:

i a[\/dlz—czcos2,8+\/d22—CZCOSZﬂ)—bl
(28) —=
i, (a-b)l

gdzie [ jest mniejszym z katow nachylenia jednej z osi
elipsy (por. Rys. 5). Nalezy zaznaczy¢, ze przyblizenie (28)
jest tym lepsze im ten kat jest mniejszy (w miare jego
wzrostu narasta btagd spowodowany niespetnieniem
warunku brzegowego na krawedziach sciezki).

Zgodnie z prawem Ohma stosunek rezystancji R $ciezki
z defektem do rezystancji R, $ciezki bez defektu bedzie
stosunkiem odwrotnym:

(29) —_—=—

Rys. 5. Sciezka przewodzaca z eliptycznym defektem

Pekniecie nieskonczenie cienkie

Przyjmujgc krotszg potos elipsy b = 0 otrzymuje sie
uproszczone wersje wyprowadzonych wzoréw,
odpowiadajgce nieskonczenie cienkiemu peknieciu warstwy
przewodzgcej. Ponizej zaprezentowano najwazniejsze z
nich:

(30) @' (x,y)=—E, -[xcosa +sgn(y)P, sin «]
(31) E, = Eo(cosa+sgn(y) Q _lxsinaJ
2P,
(32) E; =sgn(y)E, Q+1 Xsin @
2P,

i R, _ N/df —a’cos’ B +\/d22 —a’cos’ B
i, R B I
Na rysunku 6. Przedstawiono przykladowy rozkiad
potencjatu i linie pradu dla tego przypadku (dla g= 0°).
Nalezy zwréci¢é uwage na nieciggtos¢ funkcji potencjatu
na linii pekniecia, oraz osobliwosci sktadowych natezenia
pola elektrycznego na koncach odcinka defektu (X = a, y =
0). Rozwigzanie takie jest wigc zasadniczo niefizyczne, tym

(28)
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niemniej moze by¢ uzyteczne w przypadkach defektow o
duzym aspekcie geometrycznym (tutaj: stosunku a/b).
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Rys.6. Rozktad potencjatu i linie prgdu dla nieskonczenie cienkiego
defektu

W celu dokonania oceny, w jakim stopniu taka
idealizacja moze wptywac¢ na oszacowanie natezenia pradu
zbadano zalezno$¢ natezenia pradu od aspektu elipsy dla
réznych szerokosci $ciezek. Rezultaty przedstawiono na
rysunku 7. Wykresy te odpowiadajg defektowi o ksztalcie

elipsy o nachyleniu 8= 0° i $rodku lezacym na osi Sciezki.

i
=
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Rys. 7. Zalezno$¢ natezenia pradu w $ciezce przewodzacej z
eliptycznym defektem od parametréw geometrycznych uktadu

Na ich podstawie mozna wnioskowac, ze dla b/a < 0,2 i d/a
> 1,6 wzgledna réznica miedzy szacowanymi wartosciami
pradéw na podstawie wzoréw (28) i (33) nie przekracza 5%
i szybko maleje w miare wzrostu aspektu defektu i jego
odlegtoéci od krawedzi Sciezek.

Podsumowanie

W pracy zaprezentowano analityczne rozwigzanie
zagadnienia obliczania rozktadu pola przeptywowego w
cienkiej warstwie przewodzgcej z defektem o ksztatcie
elipsy  dowolnie  zorientowanym  wzgledem  pola
elektrycznego wymuszajgcego przeptyw pradu.
Przedstawiono w postaci jawnej funkcje potencjatu i
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sktadowych pola elektrycznego w obszarze przewodzgcym
(wzory (10)-(19)) i w obszarze defektu (wzory (22)-(26)).
Na ich podstawie wyprowadzono przyblizony wzér
pozwalajacy oszacowac wplyw defektu na natezenie pradu
w Sciezce przewodzacej o zadanej szerokosci oraz jej
rezystancje (wzory (28), (29)). Ponadto przedstawiono
uproszczone wersje ww. wzorow odpowiadajgce defektowi
nieskonczenie cienkiemu (wzory (30)-(33)) oraz dokonano
oceny stopnia, w jakim taka idealizacja wptywa na
oszacowanie natezenia prgdu w $ciezce (wykresy na rys.
6). Stwierdzono, ze przy stosunku potosi elipsy b/a
mniejszego od 0,2 i stosunku szerokosci $ciezki do
szerokosci defektu wiekszego od 1,6, wzgledna réznica
miedzy szacowanymi wartosciami pradéw na podstawie
wzoréw (28) i (33) nie przekracza 5% i szybko maleje w
miare wzrostu aspektu defektu i jego odlegtosci od krawedzi
Sciezek.
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