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Ortogonalne i Nieortogonalne-Zaburzone Prébkowanie
Sygnatéw Harmonicznych

Streszczenie. Praca dotyczy prébkowania sygnatéw harmonicznych za pomocg dwdch prébek, ktére wystarczajg do petnego zidentyfikowania
sygnatu. Rozpatruje sie dwa rodzaje probkowania. Probkowanie ortogonalne, ktére nie znieksztatca operatoréw przej$cia przetwornikéw liniowych
czasowo-niezmienniczych i tzw. prébkowanie nieortogonalne, znieksztatcajgce operatory przejscia i relacje mocowe.

Abstract. The work is on sampling a harmonic signals using two samples that is sufficient to fully identify the signal. Two types of sampling are
considered. Orthogonal sampling, which does not distort the transient time-invariant linear transducer operators and so called non-orthogonal
sampling that distorts these operators, and power relations. (Orthogonal and Distorted Non-orthogonal Sampling of Harmonic Signals).

Stowa kluczowe: sygnaty harmoniczne, prébkowanie, operatory, moce.
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Prébkowanie ortogonalne sygnatéw harmonicznych Dziatanie mnozenia liczb zespolonych

Zadany sygnat harmoniczny [1,2,3] Definiuje sie dziatanie komutatywne, mnozenie:
(1) y(a)t)zx/E|Y| cos(wt +<Y) (6) Xy =[xy =[r]x

ze swojg reprezentacjg zespolong Zachodzi:
) Y=Y e =Y + Y, XYZ=[xY|Z=[X|¥Z=[X][Y]Z

Stad wynika prawo multiplikatywnosci:

@ [xr]=[x][r]=[Y][x]

ma  pobierane  probki  y(0), y(3n/2). Miedzy
wspotrzednymi liczby zespolonej a probkami fatwo odkryé
nastepujaca relacje

¥ 1| »0) zachodzi réwniez prawo addytywnosci:
© {YJ‘EL@HJ ©  [x+r]=[x]+[r]=[r]+[X]

2
Prébki pobierane sg w odstepie katowym T , lloczyn skalarny, moce

tatwo wykazag, ze iloczyn skalarny spetnia wyrazenie
dlatego probkowanie to zostanie nazwane ortogonalnym.

2z
Liczbe zespolong Y mozna przedstawic w postaci 2- :L _ Y'Yy _ *
wektora, albo rownowaznie w formie 2x2 macierzy: ©) (X’Y) 2 _([x(a)t)y(a)t)da)t XY =(XY, 1)

Yy -7

1

o i

2} oraz
2 2 Yl (X,Y) I|

o - g [x][r]=
W szczegélnosci, gdy 7 jest jednostkg rzeczywistg a j (X,JY)
jednostkg urojong, to znaczy:

1 0 Oznaczajgc przez U,  zespolone napiecie i prad
1= , j= dwodjnika elektrycznego otrzymuje sie wiec moc czynng P i
0 1 bierng Q.

N e

0 -1
[]] = [1 0 } =J - macierz jednostkowa 'urojona Modut norma wyznacznik: |. lsll, [.]|
Operacje [¢] nazywa sie matrycyzacjg liczby zespolone;j, Zachodzi:
a operacje odwrotng [o]'1 rewektoryzacjg. 2 '
Relacja sprzezenia daje: (12) (X, X)= |X| =X X= |[X]|

a takze

(5) Y = {_Y;j—{y] =[]

Gdzie znak [e]' znak transpozycji macierzy. W
szczegolnosci

I =-J

(13 xx"=[x[1; [xX][x7)=|x[1

Odwrotnosé, utamek, impedancja
Latwo sie przekonac¢, ze:

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 95 NR 1/2019 219



A _ [
(Y] =
M
oraz ogolniej
] _Wllr]_ e
R T
U HrLe
Ta ostatnia réwnos¢ definiuje operator impedanciji
dwojnika elektrycznego.
Rozktad biegunowy
Niech U bedzie liczbg zespolong unitarng, tj:
UU' =1—|U|=1

Liczba taka ma rozktad wykfadniczy, ktory da sie
rozdzieli¢ na dwie sktadowe ortogonalne [4,5]

= i 1 * 1 *
5 U=¢=? Ly lou-v
19 U=e =3 T U5 U-U)

=ch¢ + sh¢
gdzie

¢* =—¢g—¢= (pj—>[¢] =@J; @ -skalar
Nietrudno sie przekonaé¢, ze zachodzi

[chg]=1cosp, [shp]=Ising
(she,chd) =0

(16 - ortogonalnosé
|ch| +|shg|” =1
(17)  (chp)’ —(shg)’ =1 - hiperbolicznose
Dowolng liczbe zespolong mozna roztozy¢

multiplikatywnie:
Y=HU, H =H , U -unitarne

co nazywa sie rozkladem biegunowym.
Zachodzi

v,y )=U1)
skad wynika, ze

2 1 .
) |shd| :5(1—(Y,Y ))

lehg|” = %(1 +(r.r )
ale takze wynikajg nieréwnosci
[she| <1, |(v,r )| <1

ktore sprawiajg, ze wskazniki te mogg stuzy¢ do oceny
wartosci mocy nieczynnej odbiornika elektrycznego.

Probkowanie
ukosnokatne
W sygnale harmonicznym pobrane sg dwie probki w
punktach czasowych t; , t» i w odpowiadajgcych im
punktach katowych a,=wt, a,=0t2. Zachodzi wéwczas:

nieortogonalne, transformacje

o y =Y cos(a, +<Y)=
19 =|Y| (cosa, cos<Y —sing, sin<Y)

2 y, =|Y] cos(a, +<Y)=
0 =|Y| (cosa, cos<«Y —sina, sin<Y)
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Miedzy wartosciami prébek yi , y» a wspotrzednymi
liczby zespolonej Y1, Y2 zachodzi zatem relacja

V= (cosa1 )Y1 —(sine,)Y,
¥, =(cosa, )Y, —(sine, )Y,
albo w formie skroconej wektorowo-macierzowej
e 2
Y 6 =5 Y
lub jeszcze krécej

(21) y=TY ; Y=T"y

_S1:| T :l{_sz S1:|
—s, cl-¢, ¢
[T|=sin(a, —a,)=sin(£-a )=cosa =c

szg—(oc1 —a,); sina =s

Transformacja wspotrzednych sygnatu harmonicznego o

czestotliwosci o zadang macierzg T nazywa sie
transformacjg ukosna.

Zachodzg nastepujgce
wspotczynniki transformacyjne ¢, s:

(01.2)2 +(S1,2)2 =1; ’+s5° =1

C=8C, = 805 S=¢C6+ 55,

tozsamosé wigzgce

Operatory, transformacje kongruentne

Diagram operatorow dziatajagcych we wspdtrzednych
prostokatnych Y i we wspoirzednych ukos$nych y jest
nastepujacy [1]:

a

X y=ax «Ukosnokatne
|
- |

T! T wspotrzedne

|
_ |

X Y=AX «Prostokatne

Rys.1. diagram przej$cia miedzy dwoma uktadami wspotrzednych

Wynikajg stad reguty transformacyjne
operatorow a<——> A w postaci:

macierzy-

a=TAT"
A=T"'aT

S to tzw. transformacje kongruentne (TK). Nietrudno
przekonac sie ze sg one liniowe tj dla rzeczywistych statych

Bay:

(22) skqd : ab=TABT™'

PA+yB«—— fa+yb
Tak wiec do ogolnej transformacji operatora wystarczy
transformacja kongruentna operatoréw jednosci

rzeczywistej i urojonej

1 0 0 -1

0 1 1 0
w wyniku otrzymuje sie

. o 1]s -1
1—>1;, =TT =-
cll -s
Wyznaczniki i moduly

Z réwnosci
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la|=[TAT|=|A|

wynika, ze TK zachowuje wyznacznik, a w

szczegolnosci |j| = |J| =1
Nie jest tez trudno udowodnic, Ze jezeli A B komutuje, to
a b tez komutuje

Impedancja, admitancja
Impedancja dwadjnika elektrycznego we wspotrzednych
prostokatnych (R,X - skalary: rezystancja, reaktancja) ma

postaé
3 z=ri+xa=| " X, R
X R X
transformuje sie do formy
Re + X: -X
(24) z=Rl+Xj=1| T
c X Re—Xs
Modut
Jz|=\Z|=VR* + X*
Stad
_JJlz||ccosp+ssing —sing
(25) cosa sin @ ccosp—ssing
_JJlz||cos(p—a) —sing
cosa sing cos(p+ )
gdzie
X . -
Q= arcth - kat fazowy impedancji we

wspotrzednych ortogonalnych,

T
a= 57 (al —052) - kat zaburzenia od probkowania

ortogonalnego, a=0 przy prébkowaniu ortogonalnym.

Ten ostatni wzér podaje wyrazenie na impedancje
dwdjnika znieksztatcong katem a. Jest ona 2x2 macierza-
operatorem, ktory nie da sie zrewektoryzowaé do zwykiej
liczby zespolonej w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych.
Znieksztatcenie znika przy a=0 i wtedy operator impedancji
réwnowazny jest liczbie zespolonej

cos —sin o )
\/|z|{. " ﬂ—w'l Jizler

sing cos@

Wiasciwosci transformacji kongruentnej a<—— A

Z wyrazen

a=TAT', A=T"aT

wynika ze:

ab«—AB, a+b«——A+B,ca<—aA,
a'l«——A"

W szczegolnosci wyznaczenie operatora admitanciji
y= z! daje:

.= Jlz||cos(p—a) —sin @ JEo

cosa| sing cos(p+ ) e
_ \/W cos(@ + ) sing
cosa | —sing  cos(p—a)
gdyz

{cosgp

—sing | | cosp
sing -

— SiIl ¢7 _ [€?f¢ ]
cos @ singp  cos@ oo

Rozktad biegunowy
Ze wzoru transformacyjnego

a" =TA"T™', n -liczba naturalna
wynika ze TK zachowuje potege operatora. Tak wiec w
szczegolnosci

=D
j2n+1 - (_l)nJ
Zatem dla skalara ¢ zachodzi

2n+l
0

w = (ie)

i _ —

¢ ,,Z:(; n! ,,Z:j 2n' +,,Z: 2n+1
@6)  =ch(ip)+sh(ip)=

1Y -1y (2), +1§< 1y’ (2"’)+1)

n=0
=1cosp+ jsing

Wz6r Parsevala, iloczyn skalarny, moce
Definiuje sie tzw prawostronny operator znieksztatcenia

A:j=JA
skad

1 =
A:Jlj:l|: Sj|
cl-s 1

Nietrudno udowodni¢, ze dla iloczynéw skalarnych
zachodzg rownosci:

U'l =li'Au =lu'Ai

c c

1. 1 .

U =—i"Ju=—u'di
c c

Tworzg one tzw czynny i bierny wzor Parsevala.

Wynikajg stgd wyrazenia dla mocy czynnej i biernej
dwdjnika elektrycznego:
R G 1
P=—i'Ai=—u'Au=—u'Ai
(27) 2c 2c 2c
X B 1
O=—i'Ai=——u'Au=—u'Jdi
2c 2c 2c
gdzie R,G; X,B - rezystancja, konduktancja, reaktancja,

susceptancja dwodjnika.
Stad otrzymuje sie réwniez nastepujgce wzory

u'Ai G= u'Ai

X:u Jz, B=_ u'Jdi

i'Ai u'Au

5 =

u=

uz — X

, {4} L+ G
L=

i L . B

Rys.2. diagram procesu wyznaczania parametréow impedancyjnych
dwadjnika poprzez pomiary probek napiecia i prgdu

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 95 NR 1/2019 221



Mogg one stuzy¢ do wyznaczania parametrow
impedancyjnych dwdjnika poprzez pomiary probek napiecia
i pragdu.

Operator sprzezony

Mozna wykazag, ze:

2 =722 57 =A"7'A

a wiec transformacja kongruentna znieksztalca regute
operatora sprzezonego. Jednakze

A=A i j=-j, 2 =R1-Xj

Zachodzi tez
%(z+z*):R1 ; %(z-z*):Xj
72z = |z|1

Charakterystyki czestotliwosciowe

Przy zmieniajacej sie czestotliwosci, jej funkcjami stajg
sie
zaburzenia

oz(a))zg—a)(t1 -t,) - kat

ortogonalnego pobierania probek,

o(w) = arctg X (@)
R(w

JZ|(@) = R(®)* + X (w)* -charakterystyka

modutowa impedanciji
a takze

c(w)=cos[a(w)], s(w)=sin[a(®)]
Czestotliwosciowa  funkcja  operatora
zaburzonego katem (@) przyjmuje postac

JIz| (@) | cos[p(a) - a(w)]

c(w) sin[p(w)]

- charakterystyka fazowa impedancii,

impedanc;ji

—sin [(p(a))]

zZ(w) =
(@) cos[(o(a))+a(a))]
Whnioski

W pracy pokazano ze sygnat harmoniczny mozna
jednoznacznie zidentyfikowaé dwiema prébkami pobranymi
w odstepie katowym Ao co odpowiada odstepowi

Ar=B%
2w

czasowemu Prébkowanie w odstepie
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katowym o =27z /4 nazywa sie ortogonalnym. Wtedy
pobrane prébki tworzg liczbe zespolong identyfikujacg
sygnat harmoniczny o zadanej czestotliwosci. Przy innym
odstepie katowym pobrania prébek, liczba zespolona
identyfikujgca sygnat harmoniczny ulega znieksztatceniu,
tzw. "transformacji uko$nokatnej". Powoduje to
znieksztatcenie operatoréw transmitancji przetwornikéw,
ktore nie dajg sie juz opisac liczbami zespolonymi lecz 2x2-
macierzami . Znieksztatcenie takie opisano na przyktadzie
impedancji dwdjnika elektrycznego. Znika ono przy odstepie
katowym Ao =27 /4, albo czasowym At =T /4i wtedy
operator transmitancji znéw charakteryzuje liczba
zespolona o wspotrzednych prostokgtnych. Probkowanie
takie, nazywane nieortogonalnym znieksztatca tez
wyrazenia na moce, ale nie zmienia pewnych praw liczb
zespolonych, w szczegolnosci wzoru Eulera, czy praw
kaskady operatoréow i wzoru Wienera dla sprzezenia
zwrotnego.
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