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Nowy wskaznik Parsevala mocy nieczynnej dwéjnika

elektrycznego

Streszczenie. Niniejszy artykut jest kontynuacjg badan nad nowg definicjg wspofczynnika mocy biernej dwdéjnika, ktory nie zalezy od czestotliwosci.
W artykule przedstawiono nowe sformalizowane podejscie do obliczania takiej miary mocy biernej w dziedzinie dyskretnej, za pomocg transformaty
Z. Wspotczynnik mocy biernej nazwano wskaznikiem Parsevala przez analogie do podobnego wspéfczynnika stosowanego w analizie harmonicznej.

Abstract. This article is a continuation of the study on a new definition of reactive power factor of a two—terminal, which does not depend on
frequency. The article presents a new formalized approach to calculate such a reactive—power measure in discrete time domain, with the use of Z—
transform. The reactive power factor has been called Parseval’s factor by analogy to a similar coefficient used in harmonic analysis. (New

Parseval’s reactive power factor of a two—terminal circuit).
Stowa kluczowe: operatory, filtry cyfrowe, moce bierna.
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Definicje podstawowe
Splot: dziatanie filtru cyfrowego (FC) zachodzi wg
algorytmu splotowego:

M (A%, =Y Ax, :((iwm)xl

m=-ow

gdzie: {A“ }::7
z — operator opdznienia jednostkowego
(2%), =%, =(2"%) =%,

- brobki odpowiedzi impulsowej filtru,

Transformacja réwnania FC od “n” i jako formy od “z”
jest nastepujaca

2)
1
A =—_4) A(z)z"d(Inz)
27| R
lloczyn skalarny sygnatéw lub filtrow definiowany jest
nastepujgco:

(3) (A,B)=i/%8n

n=-w

Filtrem sprzezonym do filtru A nazywa sie filtr A, ktory
dla dowolnych sygnatéw x, y spetnia warunek:

(4) (A% y)=(xAy)
Zachodzi: A_, = A, w dziedzinie 'n', oraz A*(z) = A(z"1)

w dziedzinie 'z'. W obu dziedzinach dziatajg:
- twierdzenie Borela o splocie:

(5) [Zm:ﬁmBmJ(Z)=A(Z)B(Z)

©) (ABH)(Z):%M§A(zw-')s(w)d(mw)

- wzér Parsevala dla iloczynu skalarnego:
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" —L §A(z")B(2)d(In2)
21 .2
Filtr przyczynowy A:
(8) A =0 forn<0
Filtr stabilny:

(9) Zm:|A1|<oo(—>‘v’|A(Z)|<oo

zfz|<1

Rozktad biegunowy przyczynowego filtru Y definiowany
jest nastepujaco [4,5,6]:
Y=HU
gdzie: H -filtr samosprzezony (hermitowski): H =H
U - filtr unitarny:
U'=U"=|u[ =(.u)=1

Filtr unitarny ma reprezentacje wyktadniczg:

U=e¢=;dr)]—!

gdzie ¢ =—¢ filtr antyhermitowski
Rozktad ortogonalny operatora unitarnego:.

(10)

1 o1 .
) Uzz(U +U )+E(U -U")=

=cosh(¢)+sinh(¢)

zachodzi:

(cosh(¢),sinh(¢)) = 0’
||cosh((1))||2 +||sinh(q))||2 =1 |
[cosh(¢)] ~[sinh()] =5

gdzie 8 -sygnat jednostkowy Kroneckera tj.
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8_1 for n=0
" lo  for n£0

Dla rozktadu biegunowego operatora przyczynowego Y
zachodzi:

(12) (Y.Y')=(HU,HU")=(u"1)
a takze
cosh (¢)| =1(u +UTU+U)=
(13) | 4 |
=)= {1+ (v )]
[sinh ()] =%(U ~UU-U)=
(14)

skad wynika ze:
—15(Y,Y*‘)g1

a takze, biorgc pod uwage, ze:

(YY) =20 (Y7), =1+ 2% (Y7),
n=0 n=1
otrzymuje sie w ten sposéb uzyteczny wskaznik mocy

nieczynnej:

(15)

. 2 1 & O
pinn (0 =3, (r°),

(vr)
wskaznikiem mocy nieczynnej. Przyjmuje on optymalng
wartosé (Y,Y ™) =1 i wwezas [sinh ()| =0.

lloczyn  skalarnym jest  posrednim

Dla (Y,Y"):_l dwojnik ma najgorsze wskazniki

energetyczne ||cosh(d))||2 =0 and ||sinh(<1))||2 =1.

lloczyn skalarny (Y,Y") moze by¢ tez wyznaczony w

dziedzinie 'Z', z uzyciem wzoru Parsevala:

1
YY ') =—DY(2)Y ' (z")d(Inz)=
(YY) =5 $Y @Y (2 )8
1
=—PpY(z"')Y'(2)d(Inz)=
7 Y ()Y (2)d(1n2)
(16) B Y -1
Ll Y@ Y2
2m 22| Y(2')  Y(2)
1 1 Y2+(Y*)2
=—Pp-|——L|d(1
2nj§{>12 vy |4(n?)
gdzie: Y*(Z)zY(Z’l).
W  przypadku wymiernej, stabilnej zwarciowo i

otwarciowo funkcji immitancji dwdjnika Y(Z), bieguny
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funkcji podcatkowej cechuje symetria wzgledem okregu

jednostkowego (rys. 1).
Im A Z’

s
N\ 7
/(Z))(
4 .
N 1 R
R « c
z AN

Rys.1. symetria biegunéw wzgledem okregu jednostkowego

- biegun gléwny (stabilny)
x - bieguny pochodne

Ktadac pod catke Y =L/M gdzie L(Z) i M(Z)-
wielomiany od 'Z', otrzymuje sie tez:
(LM*) +(LM)
LLM M’

(17) (Y,Y‘)zzinj %
|

HE!

d(Inz)

Wewnatrz kota jednostkowego znajdujg sie bieguny
funkcji Y’ (Z) . Catke okrezng zmiennej zespolonej mozna

zastgpi¢ catke oznaczong zmiennej rzeczywistej biorgc pod
uwage ze

1Y (YY)
ET = COSI:2&Y (Z):I oo
7=e1®
Woéwczas:
) 1 2n
(18) (Y,Y 1)=E!COS[2A{Y(Z)} . do
Przyktad1
Nierownos$¢ —1 < (Y,Y’1 ) <1 gdzie
) 1 2n
(Y.y") :2_n£ cos[24Y ()], dw
potwierdza wykres na rysunku
cos[2<Y(Z)]‘Z=E,,,,
11
0.5
-03
-1+
Rys. 2. Zakres zmiennosci cos[2<Y(2)],_,. dla Y(z):w
=e " +dz+e

Wykres funkcji zawiera sie wewnatrz prostokgta -
1..1,0..2n dlatego pole powierzchni pod wykresem
funkcji/2n zawiera sie pomiedzy polami prostokgtow o
powierzchniach +1 i -1

Przyktad2
Warto w szczegodlnosci rozpatrze¢ dwa dwadjniki
elektryczne  scharakteryzowane  operatorem  czystej

konduktancji Y, (Z) =a ireaktancji Y, (Z) = aln(Z), gdzie
a = const wowczas:
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2n

(YI,YII):%@ﬁd(an):L_ d[In(e")]=1

T e 27 °

oL g1 n(z) W)
(Y ) 2711‘2‘1 ln(z‘l) In(z) d(Inz)=

1 2n

=—|(-1)d [1n(ej“’ )] =-1

27 ¢

Analiza w zbiorze liczb zespolonych

Dla sygnatéw harmonicznych pradu i napiecie sygnaty i
filtry scharakteryzowane sg zwyktymi liczbami zespolonymi.
lloczyn skalarny liczb zespolonych A i B okresla wyrazenie

(A.B)=Re(AB")

Rozktad biegunowy liczby zespolonej ktéry nasladuje
rozktad biegunowy filtru cyfrowego (lub na odwrdét) ma
postaé:

Y=HU, H =H
U =e’ =cosh( j)+sinh( jo)

19 . : :
U"=e* =cosh( j§)-sinh( jo)

Juf =
Tym razem

cosh( j¢) =%(U +U*) =cos ()

sinh(jcl)):%(u ~U") = jsin(¢)

Rozktad cosh( j¢)+sinh( j¢)jest ortogonalny, bo

(cosh( j),sinh( j(l))) = Re{cos((l))[—j sin(d))]} =0
a wigc

|cosh( J(I))|2 +|sinh( jd))|2 =

Warto tez zauwazy¢, ze role normy ||e|| w dziedzinie

filtrow w zbiorze liczb zespolonych przejmuje zwykly modut.
Dalej otrzymuje sie analogiczne relacje:

(20) (Y.Y")=(HU,H'U")=Re(U*)=cos(2¢)
|cosh(j<1))|2 :%(U +U"U +U*):
1 : .
(21) = Re[(U+U)(U+U7)]=
1 2 1 =
=5[1+Re(U )]=5[1+(Y,Y )]
(22) lcosh ( jo)|” =%[1—(Y,Y’1 )]
Zatem :
(Y,Y’l)zRe( Y*jzcos(2¢)
Y )
Tym samym
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|c0sh( jd))|2 = %{1 + Re(

£

(23)
1 2
= 5[1 + cos(2¢)} = [cos((l))}
[sinh ( jo)|" =1[ }
(24) 2
=—[1 cos 2¢ :| [sm ]2
Wyniki te  szczegolnosci  potwierdzajg  relacje

nieréwnosciowg -1< (Y,Y'1) <1 otrzymang w uogdlnieniu na
filtry cyfrowe.

Niezbieznos¢ catek iloczynu skalarnego w dziedzinie
ukladow analogowych - w czasie ciggltym

Otrzymany wskaznik ; mocy hieczynnej w postaci
iloczynu skalarnego (Y,Y ) nie funkcjonuje w dziedzinie
czasu ciggtego. Formuta Parsevala dawataby w wyniku
nastepujaca postac

2mj 4,
joo *
(25) :L_Il YT ds=
2mj 4 2\YT Y
LY +(YT
LYY
onj 42| Y'Y

gdzie: Y*(s)= Y(-s)
Nie nalezy sie spodziewac zbieznosci catki osobliwej

T cos[Z&Y (S)]

do

s=jo
—o0

o czym tatwo sie przekonaé przyjmujgc model dwdjnika
elektrycznego scharakteryzowany operatorem czystej
konduktancji Y(s) = a = const:

Y,y =Lw do— o
2
Tt—ao

Rozktad biegunowy filtrow periodycznych
Operator periodyczny filtru SLS {A]}::
nastepujacg

KziApr'ne

p=—

_, ma postac

(26) {0,1,....N -1} =N

operator sprzezony

A\ Z A—n+ pN

— Z A‘N—m—pN = AE

p»p+1

(27)

Operacjg mnozenia w zbiorze filtréw periodycznych jest
splot cykliczny
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(28)

zAn“m m

meN

gdzie: N-SM - odejmowanie modulo N
a iloczynem skalarnym jest

B)=> AB,

neN

(29)

Operator przejscia filtru

Saee{(Z

meN

(30)

gdzie z -operator gpéznienia .

Wynika stad, ze z =1,bo NON=n—-N+N =n
Jezeli wigc z € Cto:

(z:2" =13 =N1=qw" :neN,w:e’sz”}

W operatorze przejscia filtru pojawia si¢ tak zwana

forma 'z' definiowana wielomianem:
)= Az". 2Vl

meN
Aby wprowadzi¢ transmitancje odwrotng A(Z)—> A,
trzeba wyznaczyc¢

N “=—ZL;MJ =

ze’\‘f zeN1

Poniewaz dla W|elom|anu geometrycznego:
IR N
Ze'\x‘[ peN
1 for n-m=0

=31 W(m—n)N

I-w
stad

=0 for n—=m=0

(31)

ZA eN

zeN/'

Nietrudno otrzymac:
- twierdzenie Borela o splocie:

(32) (Z A .B j

meN

A2)B(2), 24

(33)

(AB)(2)==

-wzor Parsevala

(34)

Zatem posredni wskaznik mocy nieczynnej moze byc¢
obliczony za pomocg wzoru:
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(35) -

Wyznaczenie

czestotliwosci
Otrzymang formute (15) dla bezposrednich wskaznikéw

mocy czynnej i nieczynnej mozna rozszerzy¢ na dziedzine

widmowag. Z wyrazen :
fsinn ) =31 (r-¥1)]
Jeosh ()] :%[H(Y,Y‘)]
gdzie: ,

<vv-1>=i (V) =12 (), =

s daly v )ue-

=2—jcos(24Y)dm
TE*T[

wspoélczynnika mocy w dziedzinie

wynikajg nastepujgce formuty:

- 1(Y-Y) _
||s1nh || 27 4}14 vy d(Inz)=
(36)
:;_nj[sin(ﬂ)]z do
(Y +Y ) B
||cosh || g »}514?d(lnz)_
(37)
:i'[[cos(AY):lzdw
oraz
1 FY2=-Y?
(Y v ) 21 Iﬁdm
[sinh ()] = 1% +Y2
1Ry
||cosh(¢)||2 :%,n v

gdzie (uzywajac transformaty biliniowej’):
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Y(S)—)Y(j%tan%)zYl(m)+ iv, (o),
Y, (@)

Y (o) .

2o
£Y(s)—> £Y| j=tan— | =arctan
T 2
T - odstep probkowania
Wspotczynnik mocy (Y Y - )jest rébwniez uniwersalny w
ten sposob, ze operator admitancji moze zosta¢ zastgpiony
przez operatora impedancji ( ZY =1).

Przyktad
Przyjmujac posta¢ admitancji
.2
Y(s)=a+s—Y =a+(1—tan9j
T 2
otrzymujemy:
a—w 0
XY =arctg (itg QJ
ar = 2
Z kolei przyjmujac np. dwdjnik RL, lub RC o
admitancji
[T(b+s)
L(s
Y (S) —_b — ( )

[T(a+s) M(s)’

a
gdzie a,b - rzeczywiste,
otrzymujemy

2. o 2. w
<Y = » arctg| —tg— |— » arctg| —tg—
Zb: g(br ng Za: g(ar 92)

O—>—T _ 2
+arctg (itgﬁj > l2,

a—%>ﬂ-/2

|deg L —degM|=1{0,1}

ct 2) X 5x/2
dla a,b,c >0 (rys. 3)
\ 13 “+arctan [.
\ 1_
A /
0.3
T __________’_/
/::r_f’_"'-f_z
4 2 4 -0354 4
G
/ " 2N Y
/ 151 —arctan

Rys. 3. Zmiany <Y od ®

oraz

"sinh(d))”2 = iT[sin(&Y )]2 doe[0,1]

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 94 NR 8/2018

b im T
2

iz 3m
4

(]

Rys. 4. Zakres zmiennosci (sin <Y ) dla Y(z)= a+bz+c
> +dz+e

Whioski

Proponowany tu wskaznik mocy nieczynnej dwdjnika
elektrycznego ma charakter obiektywny, to znaczy Zze nie
zalezy od rodzaju wymuszenia tylko od parametréw
dwodjnika. Jedynym parametrem subiektywnym moze tu byé
odstep probkowania ale ma on niewielki wptyw na wartos¢
wskaznika mocy. Natomiast uzywane powszechnie

wskazniki (wspotczynniki) mocy to jest Sin(d)), cos(d)),

czy tan((l)) sg subiektywne bo funkcjonujg jedynie dla

wymuszen sinusoidalnych o zadanej czestotliwosci.
Poréwnanie obiektywnych i subiektywnych wskaznikéw
mocy przeprowadzono punkcie ' Analiza w zbiorze liczb
zespolonych '.
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