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Wiasciwosci wybranych algorytméw do estymacji czestotliwosci
w doktadnych pomiarach napiecia sinusoidalnego

Streszczenie. W artykule przedstawiono wyniki badan symulacyjnych wta$ciwo$ci wybranych cyfrowych algorytméw do estymacji czestotliwosci w
warunkach pracy przyrzadéw do doktadnych pomiarédw napigcia sinusoidalnego. Zastosowano opracowany algorytm do pomiaru czestotliwo$ci,
oparty o pomiar przesuniecia fazowego z zastosowaniem DFT (Dyskretnej Transformaty Fouriera) oraz znane z literatury trzy algorytmy z
interpolacjg widma i algorytm zupetnych kwadratéw btedéw TLS (Total Least Squares) . Wyniki badan wskazujg, ze opracowany algorytm cechuje

sie najlepszymi wia$ciwo$ciami.

Abstract. The article presents the results of the simulation properties of selected digital algorithms to estimate the frequency, in the operating
conditions of instruments for accurate measurements of sinusoidal voltage. A developed algorithm based on a phase shift measurement with a use
of DFT (Discrete Fourier Transform) and four algorithms known from literature, three with spectral interpolation and a total least squares (TLS), were
applied. The research results indicate that the developed algorithm is characterized by the best properties. (Properties of selected frequency

estimation algorithms in accurate sinusoidal voltage measurements).

Stowa kluczowe: algorytmy, estymacja czestotliwosci, pomiar przesuniecia fazowego, doktadny pomiar napigcia.
Keywords: algorithms, frequency estimation, phase shift measurement, accurate voltage measurement.

Wstep

Artykut dotyczy problematyki doktadnych cyfrowych
pomiaréow wartosci skutecznej napiecia sinusoidalnego,
wykonywanych z doktadnoscia pojedynczych ppm.
Uzyskanie tak duzej doktadnosci pomiaréw wymaga miedzy
innymi  zapewnienia jak najlepszej synchronizacji
czestotliwosci probkowania przyrzadu pomiarowego z
czestotliwoscig napiecia mierzonego [1]. W praktyce, dla
komercyjnych zroédet napiecia i uktadéw pomiarowych,
zawierajgcych odrebne ukiady zegarowe o doktadnosci
przewaznie 0,01%, nie uzyskuje sie wystarczajgcej
synchronizacji czestotliwosci. Dlatego w celu poprawy
doktadnosci pomiaréw napieé¢ poszukuje sie odpowiednich
metod pomiarowych [2] i cyfrowych algorytméw [1] do
przetwarzania probek napiecia sinusoidalnego. Jedng
z metod moze by¢ doktadny pomiar czestotliwosci napiecia
mierzonego i zastosowanie odpowiedniego algorytmu do
wyliczenia wartosci skutecznej.

W artykule przedstawiono wyniki badan symulacyjnych
wiasciwosci wybranych cyfrowych algorytmoéw do estymaciji
(pomiaru) czestotliwosci w warunkach pracy przyrzadéw do
doktadnych pomiaréw napie¢. Badane algorytmy to
opracowany algorytm oparty o pomiar przesuniecia
fazowego z zastosowaniem DFT [3] i popularne algorytmy z
interpolacjg widma: Jacobsena [4], Jacobsena oraz
Aboutanios i Mulgrew (AM) z oknem Hanninga [5,6],
Borkowskiego, Kani i Mroczka (BKM) [7,8], oraz algorytm
zupetnych kwadratéw btedéw (TLS) [9,10].

Warunki pracy algorytméw wynikajg z zatozenia, ze
napiecie sinusoidalne o czestotliwosci f probkowane jest z
czestotliwoscig f, oraz obie czestotliwosci dobierane sg tak,
aby wuzyska¢ prébki z catkowitej liczby k okreséow
mierzonego napiecia. Ze wzgledu na wystepujgce w
praktyce ograniczenia sprzetowe przyjeto, ze obie
czestotliwosci f,, i f ustalane sg przed pomiarem, a ich btedy
graniczne wynoszg 0,01%. Oznacza to, ze stosunek obu
ustalanych czestotliwosci obarczony jest btedem & o
wartosci granicznej 0,02%.

W wyniku btedu synchronizacji czestotliwosci & wystapi
niekoherentne prébkowanie napiecia i dla okreslonej liczby
prébek M oknu pomiarowemu odpowiada¢ bedzie liczba
okresOw mierzonego napiecia (k+A), gdzie k jest liczbg
catkowitg, co mozna zapisa¢ zalezno$cig:

f k+A
—(1+6)= .
(1) fp(+5) M

Algorytmy do estymacji czestotliwosci

W [3] przedstawiono opracowany wiasny algorytm, ktory
umozliwia wyznaczenie btedu & i na jego podstawie
wyznaczenie poprawki dla nastawy czestotliwosci
mierzonego napiecia, celem uzyskania koherentnego
prébkowania (A = 0). Algorytm ten oparty jest o metode
pomiaru  przesuniecia fazowego z zastosowaniem
dyskretnego przeksztalcenia Fouriera (DFT) i mozna
zastosowac go do estymaciji czestotliwosci.

W  pierwszej kolejnosci napiecie  sinusoidalne
prébkowane jest rownomiernie z czestotliwoscig f,.
Zatozono, ze w wyniku tej operacji otrzymujemy parzystg
liczbe M prébek:

1,.,M-1

sloees

@  uns)=U, sir{z;zfima)n} n=0
p

przypadajgcg na parzystg liczbe k okreséw napiecia.
Nastepnie prébki u(n,5) dzielone sg na dwa roéwnoliczne
zbiory u;(n,8) dla n=0,1,..M/2-1 oraz uy(n,8) dla n=M/2,
M/2+1,...M-1. Stosujgc dyskretne przeksztatcenie Fouriera
(DFT) wyznaczamy wartosci zespolone podstawowych
harmonicznych okreslonych numerem k z zalezno$ci:

_ M /2-1 R

@) Kuk,o)= 3 umo)e M,
n=0

— M-l —j2mk 2

4) Xa(k,0)= Zu(n,é)-e M
n=My/2

Roéznica argumentéw z powyzszych funkcji zespolonych
jest to przesuniecie fazowe miedzy napieciem u;(n, 8) i ux(n,
), ktére mozemy opisa¢ wzorem:

(5) B(k,5) = arg(X , (k,5))-arg(X , (K, 5)).

Na podstawie (5) mozna obliczy¢ czestotliwo$¢ mierzonego
napiecia przemiennego ze wzoru:
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(6) fDFTﬁfaz:f'(l_é‘):V(l_é‘)!

gdzie 5 jest to bigd obliczany na podstawie wzoru
aproksymujgcego funkcje odwrotng do (5)
(0 z¢_1(k,5) )3]. Przyktadowe funkcje aproksymujace
stosowane w pracy dla wybranych wartosci k i M,
przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Wzory do obliczania btedu & dla przyktadowych
wartosci ki M.

k M 5

2 6 3,0629E-244(2,5)+ 1,5915E-14(2,5)+3E-15

10 | 30 | 1,22508E-34°(10,5)+ 3,18309E-24(10,5)+3E-13
10 | 50 | -4,13671E-44(10,5)+ 3,18309E-24(10,5)-1E-13
100 | 300 | 1,21623E-54(100,5)+ 3,183E-2¢(100,5)+3E-11
100 | 500 |-4,10676E-64°(100,5)+ 3,18304E-34(100,5)-1E-11

Czestotliwosé sygnatlu mozna wyznaczy¢ takze na
podstawie DFT, biorgc pod uwage wiekszg liczbe punktéw
widma. Algorytm AM, umozliwia estymowanie
czestotliwosci na podstawie dwoch punktéw, przy czym
lepsze rezultaty osigga sie stosujgc dodatkowo funkcje
okna przed wyznaczaniem widma. Wtedy czestotliwosc
mozemy wyznaczy¢ ze Wzoru:

A f' _
) fam :Vp[kJr HlRe(KAM )]
gdzie
— Xu(k+0,50)+ Xu(k-0,50)
(8) Koy == i ’
Xu(k+0,506)—Xu(k-0,5;0)
H; jest to mnoznik, ktérego wartos¢ zalezy od

zastosowanego okna pomiarowego (dla okna Hanninga H;

= 1,5), Re(..) jest to warto$¢ rzeczywista, ?u(..)jest to
zespolona transformata Fouriera, ktérg w badaniach
symulacyjnych obliczano na podstawie (3) dla prébek od 0
do M pomnozonych przez funkcje okna Hanninga.

Na podstawie trzech prgzkéw widma mozna dokonaé

estymacji czestotliwoéci z zastosowaniem algorytmu
Jacobsona:
A f,' _
© fy =l Ha RelK )
gdzie
(10) KJ— Xu(k+1;§)+Xu(k—l;§)

C Xu(k-16)-2Xu(k;8)— Xu(k+1;0)

H, jest to mnoznik, ktéry wedtug [5] wynosi 1 dla okna
prostokatnego, oraz 2 dla okna Hanninga.

Bardziej ztozony, dziatajgcy takze na trzech prazkach
widma jest algorytm BKM:

J| A+B+C |

Xu(k=1;0)+ Xu (k+1;,5) - 2Xu (k;5)|

)
M

(11) faxm =
gdzie:

(12)

(13)

(14)

A=(Kk-H;)>Xu(k-105),
B=(k+H;)?Xu(k+1;5),
C =(2H;% —2H; -2k} X u (k;5) ,

H; jest to wspotczynnik, ktéry dla okna Hanninga wynosi 2.

W odréznieniu od wyzej przedstawionych algorytmow,
kolejny algorytm zupetnych kwadratéw (TLS), nie dziata w
dziedzinie czestotliwosci, tylko w dziedzinie czasu. Jest to
algorytm, ktéry minimalizuje zaktécenia € wektora
obserwacji b, podobnie jak w popularnej metodzie
najmniejszych kwadratéw, oraz dodatkowo zakiécenia E
macierzy danych A. Punktem wyjscia algorytmu jest model
pomiaru, ktory opisa¢ mozna wzorem:

(15) (A+E)-C=b+s.

Wektor C jest wynikiem algorytmu TLS, na podstawie ktérej
oblicza sie wynik estymacji okreslonej wielkosci. W
pomiarze czestotliwosci wynik estymacji uzyskuje sie na

podstawie wzoru:
n c. \f,
fr o =arccod —% |-
ns =aresof 22

Szczegotowy sposob definiowania A, b i wyznaczania C w
pomiarze czestotliwosci opisano w [9].

(16)

Wyniki badan symulacyjnych

Badania symulacyjne algorytméw: z pomiarem fazy
(DFT_faz), Jacobsena (Jacob), Jacobsena oraz AM z
oknem Hanninga (Jacob_okno, AM_okno), BKM i TLS
przeprowadzono  analizujgc ich  btedy  wzgledne

|Af /f|:‘(f - f)/ f‘estymacji czestotliwosci f dla wptywu

miedzy innymi & oraz szumu Gaussowskiego dodawanego
do prébek napiecia sinusoidalnego. Analizy btedéw
przeprowadzono dla réznych wartosci probek M i okreséow
mierzonego napiecia k. W pierwszej kolejnosci
przeprowadzono badania dla wptywu & (rys. 1). Wyniki
wykazaty, ze algorytm TLS najdokiadniej estymuje
czestotliwos¢ w  przypadku  wystepowania  biedu
systematycznego 8. Nastepny w kolejnosci jest algorytm
DFT_faz dla matej liczby probek (M = 6 i M = 30), albo
Jacob_okno dla duzej liczby prébek (M = 300). Wyniki
przeprowadzonych badan wykazaly takze duze znaczenie
doboru liczby k mierzonych okreséw napiecia. Dla k = 1 i
wiekszego, prawidiowe dziatanie wykazat tylko algorytm
TLS. Pozostate algorytmy wymagajg k > 1, w przeciwnym
razie wystepuja duze bledy estymacji czestotliwosci.
Algorytm DFT_faz wymaga parzystej liczby okresow,
poniewaz wyznaczane s3g dwie transformaty Fouriera
podczas jego realizacji. Dla tego algorytmu najmniejsza
liczba okreséw wynosi 2. Dla k = 2 wzglednie mate btedy
estymacji ma takze algorytm Jacob (rys. 1.a). Pozostate
algorytmy: Jacob_okno, AM_okno i BKM charakteryzujg sie
duzymi btedami estymacji czestotliwosci powyzej 1% (rys.
1.a) i najlepiej stosowac je dla k = 3 i wiekszego (rys. 1.b,
1.c).

W drugiej kolejnosci przeprowadzono badania dla
wylgcznego wplywu szumu (tabela 2) wyrazanego za
pomocg SNR (stosunku sygnatu do szumu). Dla SNR w
zakresie od 70 do 120 dB najdokiadniejszy okazat sie
algorytm DFT_faz i kolejno Jacob.

W dalszej kolejnosci przeprowadzono badania
symulacyjne dla wptywu tgcznego & oraz szumu
(rys. 2), co najbardziej odpowiada warunkom rzeczywistych
pomiarow. W tym przypadku najdoktadniejszym algorytmem
jest DFT_faz dla matej liczby prébek, natomiast dla duzej
liczby probek najdokfadniejszy jest algorytm DFT_faz w
zakresie SNR od 70 do 105 dB. Powyzej 105 dB
najdokfadniejsze sg Jacob_okno i BKM.
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Tabela 2.Maksymalne wzgledne btedy estymaciji czestotliwosci w funkcji SNR dla § = 0.

max]|Af / f
k M | SNR {| f |}
DFT_faz BKM Jacob Jacob_okno AM_okno TLS
10 30 120 3,13E-08 4,93E-08 3,34E-08 4,88E-08 5,12E-04 4,23E-08
100 | 300 70 3,11E-07 5,14E-07 3,61E-07 5,16E-07 4,49E-06 1,09E-06
100 | 300 95 1,74E-08 2,88E-08 1,88E-08 2,88E-08 2,89E-07 6,47E-08
100 | 300 | 120 8,40E-10 1,30E-09 9,27E-10 1,30E-09 6,07E-08 3,87E-09
a)
L 0Ls01 Znaczenie w pomiarach czestotliwosci mogg miec
' . wyzsze harmoniczne. Na rys. 3 przedstawiono otrzymane
1,06-02 T T 11T T1T171 T T 1 1 11 1 wyniki bledow estymacji czestotliwosci dla przyktadowego
. I e wptywu amplitudy drugiej harmonicznej U,,, odniesionej do
_LOEDS /"‘ e DFI fa SR e Jacob amplitudy sktadowej podstawowej U, analizowanego
"‘%1'05_03 +Jaco; okno ——AM okno  —e—TLS napiecia. Stosunek tych amplitud mozna wyrazi¢
- wspotczynnikiem THD (Total Harmonic Distortion):
1,0E-11
Um2
1,06-14 (17) THD =—%=-100 .
Um
1,00-17
a)
1.0F-04
b) i e
- 1,06-05 §
1,0E-05 —
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1,0E-07 % 1,0C-06
=
= 1,0 09 w
= E
w3 i
= 10611 1.0C-07 S N
. ——DFT_faz — = BKM —a—Jacoh ——DFT_faz —a—BKM ——Jacch 4
LOE-13 s lacoh_okno —#-AM_okno  —e—TLS o —<+Jacob_okne ——AM okno  —e—TLS
1,0E-15 1,0E-08
L ./W_'A\/\. 70 g0 90 100 110 120
1,0E-17 P SNR (dB)
0 0,005 0,01 0,015 0,02 b)
5 5% 1006 T—:—DFT fac —=Bm —aJacab ‘
—<—Jacoh_okno —#—AM_okno —e—IL5
1,06-07 \-\
1,0£-09 ="
A 3
10611 I Xﬁéu:l:l—‘-ll i
% » £1,08-08
—LO0E13 1 DFT faz —=—BKM —a—Jacob
—=—Jacob okno ——AM okno  —e—TLS
1,0E-15 y 1,0E-09
hv'r‘_‘\ _-_._;‘_\/—\
70 80 30 100 110 120
1,0E-17 — fr Y. . SNR (dB)
0 0,005 0,01 0,015 0.02 Rys. 2. Maksymalne btedy estymac;ji f w funkcji SNR dla & = 0,02%
5% oraz: a) k=10, M=30, b) k=100, M=300.

Rys. 1. Wzgledne btedy estymacji czestotliwosci w funkcji btedu
ddla: a) k=2, M=6, b) k=10, M=30, ¢) k=100, M=300.

Wiasciwosci algorytméw do estymacji czestotliwosci
badano takze w warunkach wystepowania sktadowe;j statej i
harmonicznych w mierzonym napieciu. Wielkosci te sa
niepozadane w pomiarach napie¢ sinusoidalnych. Jednak

wystepujg, ze wzgledu na ograniczenia konstrukcyjne
zrédet napie¢, nawet w doktadnych kalibratorach np.
Fluke5730A.

Przeprowadzone badania wykazaly, ze skfadowa stata
nie ma zauwazalnego wptywu na wyniki estymacji
czestotliwosci zadnego z badanych algorytméw. Badania te
przeprowadzono dla réznych warto$ci [3| < 0,02%, sktadowe;j
statej osiggajgcej nawet wartosci odpowiadajgce
amplitudzie napiecia sinusoidalnego oraz w warunkach
prawidiowej pracy wszystkich algorytmow (k > 2).

54

Wyniki btedow estymacji czestotliwosci uzyskano dla & =
0,02%, braku szumu oraz zwiekszonej, w stosunku do
wczesniejszych badan, liczby probek na okres napiecia
sinusoidalnego (M/k = 5), aby spetnione byto twierdzenie o
prébkowaniu. W takim przypadku najdokfadniejszym
algorytmem okazat sie DFT_faz dla malej liczby probek (M
= 50, rys. 3) oraz BKM dla duzej liczby prébek (M = 500).
Wyniki badan wykazaty, ze wyzsza harmoniczna ma bardzo
duzy wplyw na wyniki algorytmu TLS, natomiast
wielokrotnie mniejszy na wyniki pozostatych algorytméw.

Ostatnie badania przeprowadzono dla wptywu tgcznego
8, THD oraz szumu (rys. 4). W tym przypadku najlepszym
algorytmem jest DFT_faz dla matej liczby probek, natomiast
dla duzej liczby probek najdokiadniejszy jest algorytm
DFT_faz w zakresie SNR od 70 do 100 dB. Powyzej 100 dB
najlepsze sg Jacob_okno, BKM i AM_okno.
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10E-12 ——DFT laz —=—BKM —— Jacob -
—=—Jacob okno —=—AM okno —a—TL5
1,0E-14
1,0E-16
0 0,02 04 0,06 0,08 0,1

THD Y%
Rys. 3. Btedy estymacji f w funkcji THD dla & = 0,02%, k=10,
M=50.

a)
1,0E-04
05 S
1,0E-05 4§‘_\\.\ S L
= )
< 10606 \\:"\\
g “‘*\
g .
LOC07 H—e—DFT_far  —=—BKM '\.\\
—i— larch —==—larnh_nknn \\h;
——AW_okno ——TLS i
1,0e-028
70 80 90 100 110 120
SNR (dB)
b)
1,0E 05
| e
- - -
1,0E-UB
——DNFT_faz —=— RKM
S 3 ——Jacob ——Jacob_okno
% 1,0E-07 =AM okno  —e—TL5
2
1,0E-08
s
1,0E-09 1
70 80 90 110 120

:ShK[(IB)wO
Rys. 4. Maksymalne btedy estymacji f w funkcji SNR dla
8 =0,02%, THD = 0,1% oraz: a) k=10, M=50, b) k=100, M=500.

Przedstawione na rys. 2 i 4 wyniki badan wskazuja, ze
algorytm DFT_faz w pewnych przypadkach pomiarowych

ustepuje, pod wzgledem dokfadnosci, algorytmom
Jacob_okno i BKM. Relacja ta moze sie zmieni¢, jesli
zmienimy stopien wielomianu aproksymujgcego

funkcje¢"1(k,5)w algorytmie DFT_faz. Przedstawione
powyzej wyniki badan odnoszg sie do przypadku
stosowania wielomianéw drugiego stopnia (tabela 1).
Dalsze badania wykazaty, Zze zwiekszajgc stopien
wielomianu mozemy zwiekszy¢ doktadnosé estymacii
czestotliwosci z zastosowaniem algorytmu DFT_faz. W
tabeli 3 przedstawiono zestawienie wybranych wynikéw
badan dla algorytmu DFT_faz z zastosowanymi
wielomianami stopnia J = 2 i J = 3 oraz konkurencyjnych
algorytméw Jacob_okno i BKM, odnoszgce sie do
przypadkéw prezentowanych narys. 2.b i 4.b.

Podsumowanie

Wyniki  przeprowadzonych badan symulacyjnych
wskazuja, ze algorytm oparty na DFT
z pomiarem fazy (DFT_faz) w warunkach doktadnych
pomiarow napie¢ ma najlepsze wilasciwosci sposrod

badanych algorytméw. Pozwala najdokiadniej wyznaczy¢
czestotliwosé dla tgcznego wpltywu bltedéw i matej liczby
prébek. Przy wiekszej liczbie prébek jego przewaga nad
pozostatymi algorytmami nie jest znaczgca. Nalezy jednak
podkreslic, ze doktadnos¢ algorytmu DFT_faz mozna
zwiekszyé poprzez zwiekszenie stopnia wielomianu

aproksymujgcego funkcje¢’1(k,5). Pozostate algorytmy

cechujg sie takze dobrymi wiasciwosciami metrologicznymi,
ale zalezg one mocno od przypadku pomiarowego.

Tabela 3. Poréwnanie btedéw estymacji algorytmu DFT_faz dla

wielomianéw & stopnia J, z bledami algorytméw BKM i
Jacob_okno, dla wybranych przypadkéw z rys. 2.b i 4.b

max{|Af / f|} [x107]
K M SNR | THD
B 0 DFT_faz
d % — BKM | Jacob_okno
J=2]J=3
100 | 300 | 120 0 4,6 0,7 1,4 1,4
100 | 500 | 120 | 0,1 3,2 0,6 1 1

Kierunek dalszych badan autoréw koncentruje sie na
opracowaniu algorytmu do bardzo doktadnych pomiaréw
wartosci skutecznej napiecia, ktéry uwzgledniatby w swojej
strukturze  pomiar czestotliwosci z  zastosowaniem
algorytmu DFT_faz.
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