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Czasowo-dyskretne algorytmy czteropunktowe do sledzenia
czestotliwosci sygnatu sinusoidalnego

Streszczenie. W artykule przedstawiono nowe czasowo-dyskretne algorytmy czteropunktowe umozliwiajgce $ledzenie czestotliwosci sygnatu
sinusoidalnego. Opracowane algorytmy poréwnano z czasowo-dyskretnym algorytmem trzypunktowym zaproponowanym przez Vizireanu. W celu
poréwnania algorytméw wykonano symulacje polegajgce na $ledzeniu czestotliwosci sygnatu sinusoidalnego zaktéconego szumem Gaussa.
Pokazano, ze opracowane algorytmy umozliwiajg $ledzenie czestotliwosci z wiekszg doktadnoscia.

Abstract. The article presents new discrete-time four-point algorithms that enable tracking the sinusoidal signal frequency. The developed
algorithms have been compared with the discrete-time three-point algorithm proposed by Vizireanu. In order to compare the algorithms, simulations
have been performed, consisting in tracking the sinusoidal signal frequency disturbed by Gaussian noise. It has been shown that the developed
algorithms allow frequency tracking with greater accuracy. (Discrete-time four-point algorithms for tracking the sinusoidal signal frequency).
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Wstep

Problematyka estymacji czestotliwosci sygnatéw jest
szeroko komentowana w literaturze. Proponowanych jest
wiele algorytmoéw umozliwiajgcych wyznaczanie
czestotliwosci [1]. Algorytmy te mozna podzieli¢ na dwie
gtébwne kategorie, tj. algorytmy widmowe i algorytmy
czasowe. W artykule zaprezentowano nowe czasowo-
dyskretne  algorytmy  czteropunktowe.  Opracowane
algorytmy umozliwiajg s$ledzenie czestotliwosci sygnatu
sinusoidalnego z zastosowaniem probek sygnatu. Te same
zadanie realizuje czasowo-dyskretny algorytm trzypunktowy
Vizireanu [2], prezentowany réwniez przez Solimana [3]
i Turnera [4]. Na podstawie algorytmu Vizireanu
opracowano inne algorytmy punktowe umozliwiajgce
Sledzenie czestotliwosci [5]. W literaturze prezentowane sg
réwniez algorytmy punktowe, ktére nie wynikajg z algorytmu
Vizireanu [6, 7]. Z badan wasnych wynika, ze
charakteryzujg sie one mniejszg doktadnoscig niz algorytm
Vizireanu. W artykule przedstawiono wyniki poréwnania
doktadnosci wyznaczania czestotliwosci z zastosowaniem
opracowanych algorytméw i algorytmu Vizireanu. W celu
poréwnania algorytmoéw wykonano symulacje polegajace na
Sledzeniu czestotliwosci sygnatu sinusoidalnego
zaktéconego szumem Gaussa. Pokazano, ze opracowane
algorytmy umozliwiajg sledzenie czestotliwosci z wiekszg
doktadnoscig.

Czasowo-dyskretne algorytmy punktowe do sledzenia
czestotliwosci

Niech y(f) bedzie sumg sygnatu sinusoidalnego x(¢)
o amplitudzie A4,, czestotliwosci f, fazie poczatkowej o
i addytywnego szumu Gaussa n(f) o odchyleniu
standardowym o,. Wtedy

(1) y(t):x(t)+n(t):A5 sin(2nft+(p)+n(t).
Zatézmy, ze y(¢f) zostat sprébkowany rownomiernie

z czestotliwoscig probkowania f,. W wyniku tej operacji
otrzymano M probek

y[i]=x[i]+n[i] = 4 sin(ani%+(pj+n[i],

i=0.M-1,

()

przypadajgcych na N okreséw sygnatu y(?).

Oznaczmy przez

2
3) SNR=1010g(AS /2]

o2

wyrazony w decybelach stosunek sygnatu x(f) do szumu
n(t). Wtedy

’ 2
(4) Op = A‘f?lOfSNR/IO.

Jezeli przyjmiemy, ze szum n(f) jest pomijanie maty, to
prébka

6)  ylk+l]=ay[k]+ay[k-1], k=1.M-2,

bedzie kombinacjg liniowg dwdch poprzedzajgcych ja
prébek sygnatu y(¢) [8], gdzie:

(6) a :ZCOS(ZELJ, ¢ =-1.

N
Jezeli (5) rozwigzemy wzgledem ¢y, to

_ y[k+1]—cz y[k—l].

(7) c
‘ y[A]
Podstawiajgc (6) do (7) otrzymujemy
fs 2y[k]
Jezeli z (8) wyznaczmy funkcje odwrotng do cos(2nflf;),
to
0) () = 25 aes| YLEFUHYIE-1]
(9) f (k) o acos( 25 [A]

bedzie estymatorem czestotliwosci f sygnatu x(z). Wzér (9)
to estymator Vizireanu [2]. Z (9) wynika, Ze jezeli y[k]=0, to f
mozna wyznaczy¢ na podstawie trzech kolejnych probek
yli] sygnatu y(s).

Oznaczmy $ledzong czestotliwos$¢ f sygnatu x(f) przez
k). Korzystajac z (9) mozna sformutowaé algorytm
trzypunktowy umozliwiajgcy $ledzenie f(k).
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Algorytm trzypunktowy (Vizireanu):
Krok 1. Przyjg¢ k=1 i uzyskac probki y[0], y[1], y[2] sygnhatu
y(?). Jezeli dla ustalonego &>0 probka |y[1]|<e, to przyjac¢
£D(1)=0. W przeciwnym wypadku oszacowaé f1) na
podstawie (9).
Krok 2. Przyjg¢ k=k+1 i uzyskac probki y[k-1], y[k], y[k+1]
sygnatu y(s). Jezeli prébka |y[k]|<e, to przyjaé f,(k)=
£9%-1). W przeciwnym wypadku oszacowaé¢ fk) na
podstawie (9).
Krok 3. Powtarzac krok 2 dopoki A<M-2.

Rozwazmy teraz nowe réwnanie, w ktérym probka

y[k+2] = dly[k+1]+d2y[k]+d3y[k—l],
k=1.M -3,

(10)
bedzie kombinacjg liniowg trzech poprzedzajgcych ja
prébek sygnatu y(¢), gdzie:

(11)

Jezeli (11) wstawimy do (10) i otrzymane w ten sposéb
réwnanie rozwigzemy wzgledem ¢y, to

dl =C +1, dz =612—1, d3 =—Cl.

2 _
B VB2 -4AC

(12) q =
2A 2A

gdzie:

(13) A:y[k],B:—y[k—l],
C=-y[k]-y[k+2]+(c2+1)y[k+1].

Podstawiajgc (6) do (12) i (13) otrzymujemy

2 _
cos 27ti = B + B 4AC,
fs 4A 4A

(14)

gdzie:
(15) Azy[k], B=—y[k—1], C:—y[k]—y[k+2].

Roéwnanie (14) mozna zastgpi¢ wzorem

2 _
(16) cos(Znij: B YB -4AC

s 4A 4A
gdzie
(17) s1 =sign(2y[k+1]-B),
przy czym
-1, z<O0,
(18) sign(z) =4 0, z=0,
1, z>0.

Jezeli z (16) wyznaczmy funkcje odwrotng do cos(2nflf;),
to
(19)

s B B2 -4AC
fl(z) (k) :Lacos[—ahﬁ —an ]

bedzie estymatorem czestotliwosci f sygnatu x(¢) [9]. Z (19)
wynika, ze jezeli A#0 oraz B>-4AC>0, to f mozna estymowaé
na podstawie czterech kolejnych prébek y[i] sygnatu y(?).
Korzystajac z (19) mozna sformutowac¢ algorytm
czteropunktowy umozliwiajgcy sledzenie f(k).

Algorytm czteropunktowy I
Krok 1. Przyjaé i=1 i uzyskac probki y[0]..y[3] sygnatu y(?).
Jezeli dla ustalonego &>0 probka [y[l]l<e lub y*[0]+
4y[11(y[1]+y[3])<0, to przyja¢ fi®(1)=0. W przeciwnym
wypadku oszacowac f(1) na podstawie (19).
Krok 2. Przyja¢ i=k+1 i uzyskaé probki y[k-1]..y[k+2]
sygnatu y(s). Jezeli |Al<e lub B?-4AC<0, to przyjaé
£[P()=AP(k-1). W przeciwnym wypadku oszacowaé f{k) na
podstawie (19).
Krok 3. Powtarzac krok 2 dopoki A<M-3.

Réwnanie (10) jest prawdziwe rowniez, gdy:

2

4 1, dz =C +1, d3 =—i.
Cl Cl

(20) dy =

Postacie wspétczynnikéw di, d, i d; ze wzoréw (11) i (20)
wynikajg z wyprowadzen wzoréw przedstawionych w [9].

Jezeli (20) wstawimy do (10) i otrzymane w ten sposéb
rébwnanie rozwigzemy wzgledem ¢y, to

2 _
B VB2-4AC

21
@) 2A 2A

Cl =

5

gdzie:
A=y[k+l], B=—y[k+2],
SR C +1)y[k]((:;+l)y[k]+2B).

Podstawiajgc (6) do (21) i (22) otrzymujemy

(22)

2_
(23) cos[ZniJ = —Eiﬂ,
7 4A 4A
gdzie:
(24)  A=yl[k+1], B=—y[k+2], C=-A-y[k-1].

Roéwnanie (23) mozna zastgpi¢ wzorem

(25) Cos{znij - _£+S2 M’
fs 4A 4A
gdzie
A
(26) =sign| 2(y[k-1]+A)—=—=+B|.
52 s1gn( (y[ ] )y[k] j

Jezeli z (25) wyznaczmy funkcje odwrotng do cos(2nflf;),

to
2 _
@7) ﬁo)(k):ﬁam{_LSZ_MJ
2n 4A 4A

bedzie estymatorem czestotliwosci f sygnatu x(¢) [9]. Z (27)
wynika, ze jezeli A0, y[k]#0 oraz B>-4AC>0, to f mozna
estymowacé na podstawie czterech kolejnych probek yl[i]
sygnatu y(¢).

Korzystajac z (27) mozna sformutowac kolejny algorytm
czteropunktowy umozliwiajgcy sledzenie f(k).

Algorytm czteropunktowy II:

Krok 1. Przyjg¢ k=1 i uzyskac¢ probki y[0]..y[3] sygnatu y(?).
Jezeli dla ustalonego >0 prébka |y[l]|<e lub |y[2]|<e lub
YA [31+4y[2](Y[0]+y[2])<0, to przyjaé £,¥(1)=0. W przeciwnym
wypadku oszacowac f{1) na podstawie (27).
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Krok 2. Przyjg¢ i=kt1 i uzyskaé probki y[i-1]..y[k+2]
sygnatu (7). Jezeli probka |y[k]|<e lub |Al<e lub B-4AC<0, to
przyjaé ;=P (k-1). W przeciwnym wypadku oszacowaé
k) na podstawie (27).

Krok 3. Powtarza¢ krok 2 dopoki k<M-3.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze algorytm Vizireanu ma
mniejszg zlozono$¢  obliczeniowg niz  opracowane
algorytmy. Oznacza to, ze zastosowanie nowych
algorytméw bedzie uzasadnione, jesli umozliwig sledzenie
k) z wiekszg doktadnosciag niz algorytm Vizireanu. Pokaza
to wyniki symulacji.

Wyniki sledzenia czestotliwosci

Rozwazmy dwie sytuacje pomiarowe. W pierwszym
przypadku czestotliwos¢ f sygnatu x(¢) nie zmienia sie
w czasie. Oznacza to, ze

(28) S(k)=7.
W drugim przypadku /' zmienia si¢ w czasie w ten sposéb,
ze jest modulowana za pomocg sygnatu $wiergotowego

k m
(29) m(t)z'?ft+f0( ),

gdzie

fl(m) _ fo(m)

(30) =

kp=

to glebokosé modulacji, natomiast f,™, A™ i T™ to
odpowiednio poczatkowa i koricowa czestotliwos¢é modulacii
oraz czas trwania modulacji [5]. Wdéwczas sygnat y(7)
przyjmie postaé
(30) y(t)=x") (¢)+n(1),
gdzie
(31) x(m) (t):Acos(27t m(t)t+(p)

to sygnat, dla ktérego

ORIl

Js

(32)

Wyznaczono btedy

A0 (k)= [ ()7 1)
Sledzenia f(k) [2, 5], a na ich podstawie btedy Srednie

(34) A(fr)_“) 1 i AD-0) (k)
‘ K3

i maksymalne

(33)

(3%) ADG) = max {A(l)’@) (k)},

I<k<K

gdzie K=M-2 lub K=M-3 w zaleznosci od zastosowanego
algorytmu.

llustracjg pierwszej sytuacji pomiarowej jest przykfad
Sledzenia czestotliwosci (28). Przyjmujgc 4,=230 V, /=50 Hz,
¢=0, £,=10/=500 Hz, M=1000, SNR=40dB, e=A4,/2, wyznaczono
charakterystyki $ledzenia czestotliwosci (28) (rys.1)
i charakterystyki btedu (33) (rys.2). Na tej podstawie
wyznaczono btedy (34) i (35) (tab.1).

llustracjg drugiej sytuacji pomiarowej jest przykfad
Sledzenia czestotliwosci (32). Przyjmujgc 4,=230 V, ¢=0,
fo™=45 Hz, £;"=55 Hz, T"™=1 s, £;=550 Hz, M=1100, SNR=40

dB, &=4,/2, wyznaczono charakterystyki $ledzenia
czestotliwosci (32) (rys.3) i charakterystyki btedu (33)
(rys.4). Wartosci f, i M dobrano w ten sposéb, ze f=10f"
i M=2T f,.
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Na podstawie btedéw (33) wyznaczono btedy (34) i (35)
(tabela 2).

Tabela 1. Btedy (34) i (35) $ledzenia czestotliwosci (28)

Algorytm
Vizireanu Algorytm | | Algorytm Il
A [Hz] 1,2 0,66 0,46
Amul«:“)-G) [HZ] 613 416 1 !7

Tabela 2. Btedy (34) i (35) $ledzenia czestotliwosci (32)

Algorytm
Vizireanu Algorytm | | Algorytm Il
Ay [Hz) 1,2 0,63 0,46
Anais"® [Hz] 58 3,4 2,2

Przeprowadzone dalsze, wtasne badania wykazaty, ze
duzg doktadnos$é (A, P<1,2 Hz) $ledzenia f(k) mozna
osiggng¢ zapewniajgc warunki pomiarowe, w ktorych
SNR>>40 dB. Jednak doktadnos$¢ sledzenia f{k) rosnie nie
tylko wraz ze wzrostem SNR, ale réwniez wraz ze
wzrostem ¢, przy czym btedy A, " i A,V"® malejg, gdy
0<e<4,/2 i sg najmniejsze dla e=4/2. Wyniki symulacji
pokazuja, ze Amaks?® i A¢®® sg wtedy zauwazalnie
mniejsze od Amas'” i As' (tab.1 i 2). Oznacza to, ze
opracowane algorytmy $ledzga f(k) z wiekszg doktadnoscig.

Podsumowanie

W artykule zaprezentowano nowe czasowo-dyskretne
algorytmy  czteropunktowe umozliwiajgce  $ledzenie
czestotliwosci  sygnatu  sinusoidalnego.  Opracowane
algorytmy poréwnano z czasowo-dyskretnym algorytmem
trzypunktowym Vizireanu. Pokazano, Zze opracowane
algorytmy umozliwiajg $ledzenie czestotliwosci z wiekszg
doktadnoscig niz algorytm Vizireanu.
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