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Uproszczona metoda analizy pola termicznego w izolacji
przewodu przy wykorzystaniu funkcji Greena

Streszczenie. W pracy przedstawiono uproszczong metode analizy pola termicznego w izolacji przewodu przy wykorzystaniu funkcji Greena.
Podstawg metody jest dekompozycja obszaréw przewodu. Zyte przewodu modelowano jako element skupiony, za$ izolacje analizowano jako
element o parametrach roztozonych. W rezultacie, w pracy wyznaczono krzywe rozgrzewu oraz termiczne state czasowe w izolacji przewodu przy
statej (usrednionej) i zmiennej rezystywnosci zyty przewodu. Wyniki pozytywnie zweryfikowano metodg elementéw skoriczonych.

Abstract. In the paper a simplified method of determination of the thermal field in wire insulation was presented by using the Green’s function. The
basic of the method is the decomposition of the regions of the wire. The core of the insulation was modeled as a inert element of the first order, and
the insulation was analyzed as the distributed parameter. As a result, heating up curves and time constant in the insulation of the wire were
determined for the constant (averaged) and variable resistivity. The result was positively verified using the finite element method.(A simplified
method of the thermal field analysis in the core insulation using the Green’s function).
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Wstep

Uproszczone rozwigzania probleméw polowych majg
duze znaczenie w elektrotechnice. Pozwalajg zwykle
uzyska¢ szybciej wynik rozwigzania pomijajac przy tym
badania nad zbednymi szczegdtami. W wielu tez
przypadkach uzyskanie rozwigzania dokfadnego jest trudne
lub niemozliwe.

Praca nawigzuje do wczesniejszej publikacji autora [1].
W [1] przedstawiono metode obliczania pola termicznego w
golym przewodzie przy uwzglednieniu zmiennej rezystyw-
nosci zyty. W [1] pokazano, ze ze wzgledu na duzg wartos¢
cieplnej przewodnosci zyty, rozktady pola termicznego oraz
statle czasowe sg praktycznie jednakowe w catej objetosci
zyty. W przypadku analizy pola termicznego przewodu z
izolacjg (rys. 1), nie mozna pomingé przestrzennej zmiany
rozktadu pola. W takim uktadzie, ze wzgledu na znacznie
wolniejszy przeptyw ciepta pole termiczne bedzie zaréwno
funkcjg czasu jak i potozenia

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie metody
wyznaczania rozktadu pola w izolacji przewodu na
podstawie znajomosci statej czasowej jego zyly. Podstawg
metody jest dekompozycja obszaréw przewodu. W zwigzku
z tym osobno rozpatrywano dwa obszary. Zyte przewodu
modelowano elementem skupionym pierwszego rzedu. Z
kolei izolacje analizowano jako element o parametrach
roztozonych.  Odpowiednie = zagadnienie = brzegowo-
poczgtkowe rozwigzano przy wykorzystaniu funkcji Greena.

Matematyczny model pola termicznego w zyle i izolacji
przewodu

Przedmiotem analizy jest model przewodu przed-
stawiony na rys. 1. Wewnetrznym obszarem jest miedziana
zyta (indeks 1). Zewnetrzny obszar stanowi izolacja prze-
wodu (indeks 2). Zatozono, ze przewod znajduje sie w tem-
peraturze otoczenia Ty, jest ostoniety od bezposredniego
promieniowania stonecznego oraz, ze jego dtugos¢ jest
znacznie wigksza od jego wymiaréw przekroju poprzecz-
nego. Przyjeto, ze rezystywnos¢ elekiryczna materiatu zyly
(miedzi) zmienia sie wedtug nastepujacej zaleznosci [2]

(1) p(T) = p(Iy N1+ &(T - T,)],

p(T,) - rezystywnos¢ materiatu w temperaturze otoczenia Ty,
& - temperaturowy wspétczynnik rezystywnosci. Pozostate
parametry  termofizyczne przewodu (1 - cieplna
przewodno$¢, ¢ — ciepto wlasciwe), ze wzgledu na ich
znacznie mniejsze zmiany od temperatury przyjeto jako
state [3].

o)

Rys. 1. Przekroj poprzeczny przewodu z izolacjg

W [1], [4] wykazano, Ze cieplna stata czasowa zyty przy
statej (usrednionej) jak i zmiennej rezystywnosci miedzi jest
praktycznie jednakowa w catej objetosci zyty (nie zalezy od
wspotrzednej radialnej r). W takim przypadku zyte przewodu
mozna aproksymowaé elementem skupionym pierwszego
rzedu o nastepujgcej charakterystyce skokowej

t

2) T(t)=Ty +v(l—e ) dla r=R;, t>0, gdzie

7. — cieplna stata czasowa zyly, v - przyrost temperatury
zyty. Statg czasowa w (2) mozna okresli¢ z przyblizeniem.
W tym celu mozna wykorzysta¢ zaleznosci podane w [1],
[4] lub metody pomiarowe [5]. W [1] m. in. podano wzory
umozliwiajgce obliczenie statej czasowej przy
uwzglednieniu zmiennej rezystywnosci zyty przewodu.
Drugim wyodrebnionym obszarem przewodu jest
pierscien izolacji (rys. 1). W pracach [4], [6] wykazano, ze
pole termiczne jest nie tylko funkcjg czasu, ale zalezy tez
od wspotrzednej radialnej. Z tego powodu warstwe izolacji
nalezy potraktowa¢ jako element o parametrach
roztozonych. Zagadnienie brzegowo-poczatkowe izolacji
dogodnie jest przedstawi¢c wzgledem termicznych
przyrostow v,(r,¢) odniesionych do temperatury otoczenia 7.

(3) vz(r,t)sz(r,t)—TO
Przyrost v,(,t) w izolacji jest opisany jednorodnym
réwnaniem przewodnictwa cieplnego [3], [7]
2
@) 0 vz(r,t)+18v2(r,t)_isz(r,t):O

o’ r or X Ot
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dla R, <r<R,, t>0,gdzie:
4

Cotdy
promien zyty, R, - promien izolaciji,
oznaczono parametry izolacji.
Poniewaz zyta i izolacja przylegajg Scisle do siebie, na
granicznym okregu r=R; przyrosty muszg by¢ ciaggte. Po
wykorzystaniu (2) oraz (3) wynika warunek brzegowy

X = dyfuzyjnos¢, r - wspotrzedna radialna, R; -

t — czas. Indeksem 2

t

(5) v (R,f)=v(l—e *) dla t>0.

Zewnetrzna powierzchnia przewodu dla (r=R,) oddaje
ciepto za posrednictwem konwekcji naturalnej oraz
promieniowania. Wspomniang wymiane opisuje brzegowy
warunek Hankela [3], [7]

oV, (7,1)

6r r=R,

(6) =2 (R0
22[2( 2’)]

gdzie: a - wspétczynnik przejmowania ciepta.

Przed wiagczeniem zasilania uklad znajdowat sie w
temperaturze otoczenia T7,. Po uwzglednieniu definicji
przyrostu (3) wynika warunek poczatkowy

()

Funkcja Greena
Przedstawione wyzej zagadnienie brzegowo-poczatkowe
(4)-(7) rozwigzano przy wykorzystaniu funkcji Greena

vy(r,0)=0 dia R, <r<R,.

G=Grt&n) [8], [9], [10]. Jej zagadnienie brzegowo-
poczatkowe jest nastepujgce
?*G 196G 100G 1
®) A==
or- ror y ot b2
da R <r<R,, tzn,
(9) lor =0
oG o
(10) —  =-=I6]_,
or r=R, ]"2 ?
(11) G=0 dla t<n -warunek przyczynowosci,

(12) G(r,t,.f,n):G(g,—n,r,t) - warunek wzajemnosci
funkcji Greena, gdzie prawa strona (8) jest iloczynem
przesunietych impulséw Diraca (w przestrzeni o &, w czasie
o ). Uwzgledniajgc warunki brzegowe (5),(6),(9),(10) oraz
poczgtkowe (7), (11), pole termiczne w izolacji mozna
przedstawi¢ za pomocg nastepujgcej zaleznosci [8]

0G(r,t,£,n)
o5

W celu wyznaczenia rozktadu pola v,(r,t) na podstawie (13)
konieczna jest znajomos¢ funkcji Greena. W [7], [8]
wykazano, Zze przy zastosowaniu funkcji Greena w
zagadnieniach z niejednorodnymi warunkami brzegowymi
(5) uzyskiwane rozwigzania na podstawie (13) sg stabo
zbiezne na granicach obszaréw. W zwigzku z tym, do
wyznaczenia rozktadu v,(r,t) wykorzystano alternatywng
(zmodyfikowang) wersje funkcji Greena [8]. Przy jej
zastosowaniu, pole termiczne w izolacji mozna przedstawi¢
za pomoca nastepujgcej zaleznosci [8]

dn.

(13) Vz(V:t)zlzj"z(Rlat)g
0 £=R,

156

{tanEn
(14) vy(rt)=vy(r.0)~ [ [ P22 G, 8, m)dedn
or,  Om

gdzie v;(r,¢) jest rozwigzaniem pomocniczego zagadnienia
wzgledem (4)-(7) spetniajgcego tylko warunki brzegowe [8].
Zagadnienie brzegowe dla v;(r,7) jest postaci

82\/; (r, t) N l v; (r,t)

or? r or

(15) =0 da R <r<R,,

t
(16) vy (R, t)=v(l—e ") da t>0.

61); (r,1)

17
(7) or

=L Ry,
- 22["2 2f]

Zagadnienie (15)-(17) rozwigzano metodg rozdzielenia
zmiennych [3], [7] otrzymujac

& )
r
+l|l-e ™)
L+ln Ry

Ry R,

dla R <r<R,.

(18)

v; (r,t)=v

Nastepnie nalezy okresli¢ funkcje Greena G(r,t,&n) w (14),
konieczng do wyznaczenia poszukiwanego rozktadu v,(r,¢).
W celu jej wyznaczenia wprowadzono jednorodne
pomocnicze zagadnienie [7], [8] wzgledem funkcji ¥(r,¢)

82‘I’(r,t)+ 10%(rt) 1 0¥(r1)

(19)
or* r or X, Ot

=0

dla R, <r<R,, t>0,

(20) Y(R,,1)=0

oV (r,1) a
21 oy __ % ,
(21) o s [¥(R,.0)]
(22) ¥(r,0)=F(r) dla R, <r<R,,

gdzie F(r) jest pewnym dowolnym rozktadem warunku
poczatkowego.

Zagadnienie (19)-(22) rozwigzano dwiema metodami:
rozdzielenia zmiennych [3], [7] i funkcji Greena [8], [10],
zdefiniowanej za pomocg (8)-(11). Po odpowiednim
poréwnaniu rozwigzan oraz zamianie {— t-5 otrzymano
poszukiwang funkcje Greena

(23)
S r )

» 220[}’;1 7JZO[}/H *j ~ 2 (1-7)
Glrt.2m)=3 . R, - R, e R
"‘le(Zz[n 72}22(“ 2}]—1?222 Vn

2 0 R] 1 R1 1 1( )
dla R, <r<R,, t=n,gdzie
(24)
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r r R ) R
A — | =J vy 2|2y 22 (|
p[}/n R]] 17(7;1 R] J|: 0[7;’1 R]] Rla 1[7n R[ ,
r R Yl R
_Y —1J 2 |_/in2 g 22
p(}/n R1 ]|: 0[7/1 le Rla 1[7/1 R1

gdzie y, jest okreslone za pomocg réwnania wartosci

wiasnych

(25) Z(r,)=0.

zas J,(..).Y,(..) sg funkcjami
pierwszego rodzaju rzedu p.

Bessela i Neumanna

Pole termiczne oraz stata czasowa izolacji przewodu

Nieustalone pole termiczne w izolacji v,(r,z) wyznaczono
na podstawie zaleznosci (14) przy uwzglednieniu definicji
przyrostu (3). W tym celu podstawiono funkcje Greena (23)
i pomocniczg funkcje (18) do (14). Po odpowiednim
scatkowaniu, uproszczeniu i uwzglednieniu (3), otrzymano
w rezultacie nieustalony rozktad pola w izolacji

(26)

Ty(r.t) =Ty + vy (r,0) -

lnﬁ Y
r < r 7 22t
-V 7+1 .ZAVL(}/VL)ZO 7)17 e fe —e !
22 +11’1& n=l1 Rl
Ry R,
dla R, <r<R,, t>0,gdzie

(27)

R
2131?513221 [7}1 sz - RIA‘ZI (]/n)
1

R R
7n(}/3/1/276 _RIZ{RZZ(Zg(}/n FZJ-FZIZ(}/H RZJJ_RIZZIZ(yn):|
1 1

za$ v;(r,) dana jest wzorem (18).

Z kolei stacjonarny rozktad termicznego pola otrzymano z
(26) przy t > ©

4,(7,)=

S
Inf —
(28) Tzs(r): lim Tz(r,t):T0+v — T 4
t—w
- /12+1n{Rz]
Rya R,
da R <r<R,.

Statg czasowg izolacji wyznaczono na podstawie znanego
kryterium usrednionej statej czasowej [11], [12]

T(r):]Y Ty (r,1) =T, (r) dr -

o Talrt =0)=T,(r)
Po podstawieniu (26) i (28) do (29) otrzymano

)=
(30) . 220[7”IQJ{RERzz{“%J_RﬁZl@”)}

T Y
n=1 R R
o ({2 o {2 |- i)
1 1

dla R <r<R,.

(29)
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Wyznaczone wyzej rozktady pola termicznego oraz statg
czasowg obliczono przy  wykorzystaniu  programu
Mathematica 10.3 [13]. Jako przyktad obliczeniowy wybrano
przewdd z miedziang zytg. Przyjeto nastepujace dane:

(31)

R,=0.0117m, R,=0.0141m, 3,=0.17 W/(mK), c,=1740 J/(kgK),
w>=1350 kg/m*, a=14.12 W/m’K), Ty=25°C, v=45°C, 1,=1828 s.

Szeregi wystepujgce w (26), (30) okazaly sie
szybkozbiezne. Przy sumowaniu wiecej niz dwudziestu
pieciu wyrazow, wyniki zmienity sie na czwartym miejscu po
przecinku. W tej sytuacji sumowanie ograniczono do
dwudziestu pieciu wyrazow.

Wyniki obliczen przedstawiano w postaci graficznej. Na
rys. 2 przedstawiono krzywe rozgrzewu w wybranych
punktach izolacji przewodu. Za pomocg przerywanej linii
zaznaczano krzywe dla przypadku zmiennej rezystywnosci
zyty. Cieplna stata czasowa w przypadku zmiennej
rezystywnosci wynosi 7.=2128 s. Jej wartos¢ okreslono na
podstawie [1]. Z kolei na rys. 3 pokazano zaleznos¢ statej
czasowej (30) od wspoétrzednej radialnej dla usrednionej
rezystywnosci. W przypadku uwzglednienia zmiennej
rezystywnosci  zyly, wykres stalej czasowej jest
identycznego ksztattu jak rys. 3, przesuniety jest tylko
wzgledem osi rzednych w kierunku wiekszych wartosci.
Dokonano réwniez weryfikacji przedstawionej metody. W
tym celu otrzymane wyniki poréwnano z obliczeniami
wykonanymi  numerycznie za pomocg  programu
Mathematica 10.3 [13]. Mianowicie metodg elementow
skonczonych [14] ponownie rozwigzano przeliczone na
temperature zagadnienie (4)-(7). Nastepnie obliczono
wzgledne réznice rozktadow wedtug wzoru

100% TZ(rnt)_TFE(rat) , gdzie
Ty (r,1)

(32)

T,(r,t) - rozktad temperatury uzyskany metodg Greena,
Tre(r,t) - rozktad temperatury obliczony metodg elementow
skonczonych. Na rys. 4 zilustrowano wzgledne réznice (32)
dla s$rodka izolacji przewodu tzn. dla r=(R;tR;)/2. W
pozostatych punktach izolacji, réznice (32) sg znacznie
mniejsze.

W 1

=R, | _
i —_——
- =Ry |
60t
o)
&
s /
5 s A
< [ 7
g v
[/
S
g ".ff.
40}
.'IJI
L
Ny
a0t ;
o w00 4000 Teooe 8000 10000
Czas [s]
Rys. 2. Krzywe rozgrzewu w wybranych punktach izolacji
przewodu przy usrednionej i zmiennej rezystywnosci (linia
przerywana)
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Rys. 4  Wzgledne roéznice krzywych rozgrzewu w izolacji

przewodu wyznaczonych metodg elementéw skonczonych i
Greena dla r=(R;+R,)/2

Uwagi koncowe

A) Z przedstawionych rozktadéw pola termicznego w
izolacji przewodu (rys. 2) wynika, ze wraz ze wzrostem
wspotrzednej radialnej maleje wartos¢ oraz predkosé
narastania krzywych rozgrzewu. Zjawisko to potwierdza
rébwniez wyrazny wzrost cieplnej statej czasowej w
izolacji (rys. 3). Fizyczng przyczyng powyzszego
zjawiska jest znaczny spadek predkosci propagacii
ciepta w izolacji przy oddalaniu sie od Zzrddta ciepta
(zyty). W  przypadku uwzglednienia  zmiennej
rezystywnosci zyly (rys. 2) krzywe rozgrzewu w izolacji
narastajg wolniej, co wynika z wigekszej wartosci statej
czasowej zyty.

B) Przyrost cieplnej statej czasowej w izolacji tzn. z/R,/-
7/R;]=36 s nie zalezy od statej czasowej zyty. Wynika to
ze wzoru (30), w ktérym pierwszy jego sktadnik okresla
statg czasowg zyly, drugi z kolei jest zwigzany tylko z
parametrami izolacji.

B) Wzgledne roéznice pomiedzy krzywymi rozgrzewu
uzyskanymi metodg analityczng (Greena) a metoda
elementéw skohczonych sg bardzo mate i nie
przekraczajg 0.17% (rys. 4). Nalezy uznaé, ze obie
metody analityczna i elementéw skonczonych prowadza
do takich samych wynikéw.
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