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O pewnych aspektach stosowania pochodnych utamkowych w

elektrodynamice

Streszczenie. W artykule zwrécono uwage na pewne problemy zwigzane z zastosowaniem pochodnych utamkowych w opisie zjawisk

elektromagnetycznych oraz czesto popetniane przy tym biedy.

Abstract. The article focuses on some of the problems associated with the use of fractional derivatives in the description of electromagnetic
phenomena, and common errors. (On certain aspects of application of fractional derivatives in the electromagnetism).
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Wstep

W ostatnich latach ukazuje sie wiele publikacji
dotyczgcych opisu zjawisk elektromagnetycznych przy
zastosowaniu pochodnych utamkowego rzedu. Niestety
wiele z tych prac zawiera réznego rodzaju btedy, inne z
kolei budzg watpliwosci np. z powodu braku jasnej
interpretacji fizycznej zapisywanych formut i wystepujgcych
w nich wielkosci. Na niektére z tych mankamentéw
zwrécono uwage w [1, 2] (por. tez [3, 4]). Giéwne
zastrzezenia dotyczg nierespektowania zasady
jednorodnosci wymiarowej fizycznych zaleznosci oraz ich
niezgodnosci z ogodlnie znanymi i dobrze potwierdzonymi
empirycznie prawami (jak np. prawo Faradaya, czy
Ampeére’a).

Celem niniejszej pracy jest zwrdcenie uwagi na kilka
innych probleméw i btedéw, jakie sie pojawiajg przy
prébach opisywania zjawisk elektromagnetycznych za
pomocg pochodnych utamkowych.

Ogolne informacje o pochodnych utamkowych

Operator  pochodnej utamkowego rzedu jest
uogdlnieniem poje¢ operatora n-krotnego rézniczkowania i
n-krotnego catkowania na przypadek, gdy n nie jest liczbg
naturalng [5]. Najczesciej stosowane oznaczenia operatora

pochodnej utamkowej dla funkcji zmiennej X to DY lub

d”/dx“ , gdzie a moze byé dowolng liczbg rzeczywistg lub
zespolong. W dalszej czesci pracy ograniczamy sie do
przypadku, gdy rzad pochodnej jest liczbg rzeczywistg
(podobnie jak wszystkie roézniczkowane funkcje i ich
argumenty).

Podstawowe postulaty jakie zwykle stawia sie definic;ji
operatora pochodnej utamkowej to [5]:

e identycznosé:

(™ Dy (0= f(x)
e zgodnosc¢ z pochodng i catkg rzedu naturalnego:
2) fo(x):d f, aeN
dx*
3) DA () =[..[ f(0d“x, aeN

e liniowosé:
4)  Dy(Af(x+Bg(x))= AD{ f (x)+ BD5 g(x)

e addytywnos¢ i przemiennosc:

(5) DY/ f(x) =DEDY £ (%)

Nalezy tu zauwazy¢, ze w przypadku gdy catka w (3)
pozostaje nieoznaczona, to ze wzgledu na dowolnos¢ statej
catkowania, operator D}” daje w wyniku rodzine funkcji
okreslonych z dokfadnoscig do dowolnego wielomianu
rzedu a-1. Aby unikng¢ tej niejednoznacznosci, przy
formutowaniu definicji pochodnej utamkowej, przyjmuje sie
zwykle silniejszy postulat, mianowicie:

Xto{ t2
6) D F) = [..[ f(t)dtdt,..dt, ;. aeN

aa a

gdzie a jest dowolng statg zwang punktem bazowym
(zwykle przyjmuje siea=0Ilub a=-x).

Sposréd wielu zaproponowanych definicji pochodnych
utamkowych (patrz np. [5]), w pracach dotyczgcych
zagadnien elektromagnetyzmu, najczesciej spotyka sie
nastepujgce:

e Grinwalda-Letnikowa:

5]
m  prew=me et

k=0

e Riemanna-Liouvilla:

dt,n—-1<a<n

1 n T f(t)
r(n —O!) an . (X_t)af—nﬂ

gdzie I' — funkcja gamma Eulera

(8) an f x)=

e Caputo:

1 T 1 d"f t
F(n—a) . (X_t)a—n+l dtn
gdzie n—1<a<neN.

) SDYf(x)=

Definicja (7) jest wygodna do obliczen numerycznych,
ale trudna do stosowania w obliczeniach analitycznych.
Mozna jednak wykazac, ze jest ona rédwnowazna definicji
(8). Natomiast definicja (9) nie jest w petni rbwnowazna
poprzednim. Jest ona jednak najchetniej stosowana w
zagadnieniach rézniczkowych, w ktérych poszukiwane
wielkosci sg funkcjami czasu, poniewaz pozwala na tatwe
uwzglednianie klasycznych  warunkéw poczatkowych
stawianych tym funkcjom.
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Nalezy zwréci¢ uwage, ze:
e pochodna rzedu niebedgcego liczbg naturalng jest
zalezna od wyboru punktu bazowego a, podobnie jak
pochodna o rzedzie ujemnym catkowitym (por. (6)),
e zadna z wyzej przedstawionych definicji nie realizuje w
petni postulatu (4). Mozna to tatwo zauwazy¢ na przyktadzie
obliczania pochodnej Caputo rzedu a = 3/2 z funkgcji f(X)=x.
Korzystajgc bezposrednio z (9) otrzymujemy:
3 1
(10) D2x=(D2{Dix=0
ale
1 3

CylCa C2
oDy oDix= #oDg X
A TX

Ro6zne rezultaty w (10) i (11) oznaczajg tez, ze operatory
pochodnej utamkowej na ogdét nie sg przemienne (sg
przemienne i addytywne tylko w pewnych zakresach rzedu
pochodnej).

(11)

Uwagi dotyczace stosowania pochodnych utamkowych
w opisie zjawisk fizycznych

Przy definiowaniu wielu poje¢ fizycznych (np. predkosé,
przyspieszenie, praca, moc, natezenie pragdu elektrycznego,
sifa  elektromotoryczna, strumienie, cyrkulacije pdél
wektorowych, itp.) wykorzystywane sg matematyczne
operacje rézniczkowania i catkowania, jednak sg to zawsze
operacje 0 rzedach catkowitych. Rowniez wszystkie
fundamentalne prawa fizyczne opisywane sg réwnaniami, w
ktérych pochodne majg tylko catkowite rzedy. Nasuwa sie
wiec pytanie, w jakim celu w analizie zagadnien fizycznych
wprowadza sie ostatnio pochodne utamkowe?

W literaturze przedmiotu mozna rozrézni¢ dwa sposoby
wykorzystania pochodnych utamkowych w zagadnieniach
fizycznych:

e jako narzedzia matematycznego pozwalajgcego
uzyskiwaé pewne rozwigzania réwnan fizycznych (bez
zmiany samych rownan i wielkosci w nich wystepujacych),

e jako modyfikacje znanych zaleznosci fizycznych,
polegajaca zwykle na zastgpieniu w nich pochodnych o
rzedach catkowitych pochodnymi utamkowymi.

Sposob pierwszy nie budzi zastrzezen. Istotne jest, ze
przy takim postepowaniu nie zmienia sie fizycznego sensu
praw i wielkosci w nich wystepujacych. Sposob ten mozna
porowna¢ np. do metody operatorowej rozwigzywania
obwodoéw elektrycznych  wykorzystujgcej transformate
Laplace’a. Przykfady takiego zastosowania pochodnych
utamkowych w elektrodynamice mozna znalez¢é w [6, 7, 8].

Modyfikacja znanych i dobrze potwierdzonych
empirycznie réwnan fizycznych przez zastgpienie w nich
pochodnych o rzedach naturalnych  pochodnymi
utamkowymi budzi natomiast wiele watpliwosci i czesto
dokonywana jest btednie juz pod wzgledem formalnym.
Dokonujgc takich prob nalezy przede wszystkim zwrécic
szczegblng uwage na niektére specyficzne witasciwosci
pochodnych utamkowych, pod wieloma wzgledami istotnie
réznigce sie od wlasciwosci pochodnych rzedu catkowitego.

Nalezy oczywiscie pamieta¢, ze nie wszystkie definicje
pochodnej utamkowej sg sobie rownowazne, o czym juz
wspomniano w punkcie poprzednim. Np. obliczajgc
pochodng rzedu %2 z funkcji skoku jednostkowego wedtug
definicji (7) otrzymuije sie:

. 1
oDZ1(X)=—=

Jnx

(12)

a wedtug definicji (8):

1
(13) D21(x)=0

Postugujac sie raz przyjeta definicja operatora
pochodnej utamkowej, nalezy zwrdci¢ uwage, ze efekt jego
zadziatania na funkcje opisujgca jakas wielkos¢ fizyczng
zalezy (na ogot) od przyjetej wartosci punktu bazowego,
podczas gdy zadna fizycznie mierzalna wielko$¢ nie moze
by¢ uzalezniona od takiego arbitralnego wyboru. Jezeli wiec
wzor zawierajgcy pochodng utamkowg ma poprawnie
opisywac zaleznos¢ jakichs$ wielkos$ci fizycznie mierzalnych,
to albo musi byé on skonstruowany w taki sposéb, ze w
ostatecznym rezultacie daje wynik niezalezny od wyboru
punktu bazowego, albo konkretna warto$¢ tego punktu musi
miec¢ jakies fizycznie uzasadnione znaczenie.

Nietypowag cechg pochodnych utamkowych, na ktérg
szczegolnie nalezy zwrdéci¢ uwage, jest tez ich nielokalnosé.
Istotnie, z przedstawionych w poprzednim punkcie definicji
wynika, ze wartos¢ funkcji pochodnej utamkowego rzedu
dla konkretnego argumentu X zalezy nie tylko od przebiegu
rézniczkowanej funkcji w dowolnie matym otoczeniu X (jak
to jest w przypadku pochodnych rzedu naturalnego), lecz w
caltym przedziale [a, X]. Z tego powodu pochodne
utamkowych rzedéw majg bardziej charakter operacji
catkowych niz rézniczkowych (w klasycznym rozumieniu).

W wielu publikacjach dotyczacych zastosowan
pochodnych utamkowych do opisu zjawisk
elektromagnetycznych mozna napotka¢ btedy wynikajace z
niezauwazenia przez autoroéw faktu, ze pochodne réznych
rzedoéw, liczone wzgledem wielkosci mianowanych, majg
rézne miana (patrz np. [9] - [12] i inne cytowane w [1, 2]).
Dla pochodnych utamkowych wtasciwos¢ ta wynika wprost
z ich definicji (por. (7) - (9)). Oznacza to, ze proste
zastgpienie, w poprawnie zapisanej zaleznosci fizycznej,
pochodnej rzedu naturalnego pochodng rzedu utamkowego
prowadzi z reguty do, niedopuszczalnej w fizycznych
relacjach, niejednorodnosci wymiarowej. Dyskusje tego
aspektu stosowania pochodnych utamkowych mozna
znalez¢ w [1, 2].

W dalszej czedci niniejszej pracy zwrécono uwage na
kilka innych btednych, lub z r6znych powodéw budzacych
powazne watpliwosci, zastosowan pochodnych
utamkowych w elektromagnetyzmie.

Problemy z interpretacja wielkosci fizycznych

Unikniecie wyzej wspomnianego btedu niejednorodnosci
wymiarowej jest mozliwe przez pomnozenie pochodnej
utamkowej przez dodatkowo wprowadzony wspétczynnik
mianowany. Przykfady takiego postepowania mozna
znalez¢ w wielu pracach, np. [13 - 15]. Niestety autorzy
zwykle nie analizujg szeregu innych fizycznych problemoéw,
jakie sie w zwigzku z tym pojawiaja.

Rozpatrzmy to zagadnienie na przyktadzie zastgpienia
prawa Ohma:

dq

ut)=R—

(14) i

zaleznoscia:
1 d%q

(15)
Glfa dtaf

ut)=R

, 0<a<l

jakie mozna znalez¢ np. w [14]. Operator rozniczkowania w
(15) jest tu rozumiany w sensie definicji Caputo (9) przy
punkcie bazowym a = 0. Wielko$¢ o jest z zatozenia
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parametrem wyrazonym w jednostkach czasu, dzieki czemu
jednorodnos$¢ wymiarowa jest zachowana.

Autorzy [14] wskazujg, ze =zalezno$¢ (15) moze
opisywac¢ element obwodu elektrycznego (dwajnik) tgczacy
w sobie cechy rezystora i kondensatora (np. kondensatora
stratnego o nieliniowych wiasciwosciach). Na interpretacje
taka wskazuja przypadki graniczne: dla o = 1 zalezno$é
(15) przechodzi w zwykte prawo Ohma (14) opisujace
idealny rezystor, natomiast dla @ = 0 napiecie U jest
proporcjonalne do tadunku elektrycznego (¢, jak dla
idealnego kondensatora. Pojawiajg sie tu jednak problemy
zwigzane z niejasng interpretacjg fizyczng wielkosci
wystepujgcych w (15).

Aby je zauwazy¢ nalezy najpierw zwréci¢ uwage, ze
zaleznos¢ (14) moze by¢ rozumiana dwojako — albo jako
empiryczne prawo fizyczne wyrazajgce proporcjonalnosé
natezenia pradu do napiecia panujgcego na zaciskach
konkretnego elementu obwodu elektrycznego (liniowego
rezystora), albo jako definicja rezystancji dowolnego
elementu obwodu, czyli stosunku napiecia do natezenia
pradu. W pierwszym przypadku R jest z zatozenia
wielkoscig statg, w drugim moze zaleze¢ np. od napiecia
(jak to jest np. w warystorach).

Zachodzi pytanie: co oznacza R we wzorze (15)? Jesli
jest to rezystancja (na co wskazuje uzyty symbol), to
korzystajgc z (14), jako jej definicji oraz zaleznosci (15)
otrzymuje sie réwnanie
dg 1 d%q
dt o' dt”

(16)

Nawet bez jego rozwigzywania widaé, ze wynikajgca z
niego zaleznos¢ tadunku od czasu (a wiec i natezenia
pradu) musiataby nie zaleze¢ od przytozonego do elementu
napiecia i jego rezystancji, co nalezy uznaé¢ za rezultat
nonsensowny. Inaczej mowigc, lewa strona (16) jest po
prostu natezeniem pradu (na mocy definicji), a prawa dla
a rdéznego od 1 nie, wiec w (15) wielkos¢ R réowniez nie
oznacza stosunku napiecia do natezenia. Jezeli wiec
zaleznos$¢ (15) ma opisywac zalezno$¢ miedzy napieciem a
tadunkiem przeptywajgcym przez jakis rzeczywisty element
obwodu, to wielkos¢ R w niej wystepujaca nie moze
oznacza¢ rezystancji (na mocy definicji) i nie powinna by¢
oznaczana takim samym symbolem jak w (14). Co wiec
oznacza i czy w ogole mozna jej nadac jakis sens fizyczny?

Zatézmy, ze dysponujemy dwdjnikiem opisywanym
zaleznoscig (15), przy czyma #1. Dokonujgc pomiaru
zaleznosci natezenia prgdu od napiecia mozna wyznaczy¢
rzad pochodnej oraz wspotczynnik proporcjonalnosci
miedzy napieciem a utamkowg pochodng fadunku
wzgledem czasu. Trudno jednak wskazac sposéb, jak na tej
podstawie datoby sie niezaleznie okresli¢ wielkosci R i o.
Zachodzi wiec pytanie, czy w ogole wielkosciom tym mozna
nada¢ osobny sens fizyczny? Jesli tak, to autorzy prac

dokonujgcych tego typu modyfikacji w klasycznych
zaleznosciach opisujgcych elementy obwodoéw
elektrycznych powinni go wyjasni¢ (czyli poda¢ ich

operacyjne definicje, okreslajgce jak mozna je zmierzy¢
bezposrednio lub obliczy¢ na podstawie innych pomiaréw).

Problemy z punktem bazowym

Przy opisywaniu zaleznosci fizycznych za pomoca
pochodnych utamkowych nalezy tez zwréci¢ uwage na
problematyczne znaczenie wyboru punktu bazowego. Na
przyktad przyjecie w (15) a = 0 oznacza, ze w chwilit = 0
napiecie na elemencie opisywanym przez te zaleznos$¢
musi sie zerowac (por. (9)). Tu nasuwa sie pytanie, jak ten
fakt nalezy interpretowa¢ w kategoriach fizycznych? Chwila
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poczatkowa jest pojeciem umownym i zasadniczo kazdg
chwile pracy obwodu elektrycznego mozna przyja¢ jako
t=0. Z punktu widzenia obliczeniowego istotne jest jedynie,
Zeby stan obwodu w tej chwili byt znany. Zaden element
klasycznego obwodu nie powinien wiec wymuszaé
jakiejkolwiek wartosci panujgcego na nim napiecia w chwili
poczatkowej (pomijajagc oczywisty przypadek idealnego
zrédfa napiecia). Dlaczego element obwodu, ktéry miatby
taczy¢ w sobie cechy kondensatora i rezystora narzuca taki
warunek? Abstrahujgc od celowosci modyfikowania prawa
Ohma w opisany sposéb, wydaje sie wiec, ze w miejsce
(15) nalezatoby napisac raczej:

(17) u(t) =X {D{ () +u(ty)

gdzie ai X sg empirycznie wyznaczalnymi statymi.

Problemy z nielokalnoscia

Kolejna trudnos¢ zwigzana z takg modyfikacjg réwnan
fizycznych wigze sie z nielokalnoscig pochodnej utamkowe;j.
Zagadnienie to mozna réwniez omowi¢ na przykfadzie
zaleznosci (15).

W przypadkach granicznych = 0 i a= 1, tzn. dla
klasycznie rozumianego kondensatora i rezystora,
zaleznosci miedzy napieciem a tadunkiem majg charakter
chwilowy (tzn. ,lokalny” w sensie czasowym). Napiecie na
kondensatorze w chwili t zalezy od wartosci tadunku w nim
zgromadzonego w tejze chwili, a na rezystorze, od tadunku,
jaki przez niego przeptyngt w nieskonczenie krétkim
interwale czasowym te chwile obejmujagcym. W obu
przypadkach nie ma Zzadnego znaczenia jakie wartosci
funkcja q(t) przyjmowata w chwilach wczesniejszych.

Zaleznos¢ (15) wskazuje natomiast, ze w przypadkach
posrednich, tzn. dla 0<a<l1, sytuacja wyglada odmiennie,
poniewaz zgodnie z definicja (9) warto$¢ napiecia
musiataby zaleze¢ od przebiegu funkcji q(t) w catym
przedziale [0, t]. Oznacza to, ze hipotetyczny element
obwodu elektrycznego opisywany zaleznoscig (15)
musiatby cechowaé sie swojego rodzaju ,pamiecig”, co w
zasadniczy sposob odréznia go od klasycznych elementéw
obwoddéw elektrycznych (rowniez nieliniowych).

Fizycznego istnienia takich elementéw nie mozna
wykluczyé, jednak wydaje sie, ze na takg ich nietypowg
ceche autorzy powinni wyraznie zwréci¢ uwage.

Bledy w okresleniach operatoréw
utamkowych rzedoéw analizy wektorowej

W niektérych artykutach proponuje sie uogdlnienie
podstawowych praw elektrodynamiki przez wprowadzenie
do nich pochodnych utamkowych réwniez wzgledem
wspotrzednych przestrzennych (patrz np. [9, 12], por. tez
[8]). Wymaga to okreslenia utamkowych odpowiednikéw
operatorow rozniczkowych klasycznej analizy wektorowej,
takich jak gradient, dywergencja, rotacja, laplasjan.

W [12] proponuje sie zdefiniowanie tego typu operacji
przy  pomocy  operatora  gradientu  utamkowego
zdefiniowanego jako (wzory (14), (15) w [12]):

rézniczkowych

(18) V¥ =Dy (Je; + Dy (e, + D7 (e,

gdzie D”jest operatorem pochodnej utamkowej w sensie
definicji (7). Opierajgc sie na wzorach klasycznej analizy
wektorowej autorzy [12] definiujg utamkowe operacje
gradientu, dywergencji i rotacji we wspoitrzednych
kartezjanskich:

(19) grad§¢:Va(p, div? V=VZ.V, rot* V=V?xV
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Nastepnie, postugujgc sie utamkowag wersjg potencjatow
elektrodynamicznych (wzory (33) i (34) w [12]) i
twierdzeniem Helmholtza o dekompozycji pdl, postulujg
ostatecznie uogélnienie rownan Maxwella w postaci

_ B _
rotaH:J+¥ div* B=0
(20) dt
- d’B .
rot“ E= _dt_ﬁ div*D=p

Analizujgc juz sam wzér (18) nasuwa sie jednak
spostrzezenie, ze zdefiniowany tam operator nie moze mie¢
fizycznego sensu, gdy wielkosci «, nie sg sobie réwne,
poniewaz w przeciwnym przypadku skfadniki sumy w (18)
majg rézne miana. Btedem niejednorodnosci wymiarowe;j
obarczone sg rowniez réwnania (20). Nalezy wiec albo
zatozy¢, ze a; =, = a3, albo wprowadzi¢ przed kazdym
wyrazem po prawej stronie (18) odpowiedni wspétczynnik
mianowany (jak i po prawej stronie w (20) przy pochodnych
wzgledem czasu). Btedy te mozna wiec usung¢, jednak
zachodzi tu inny problem, o bardziej fundamentalnym
znaczeniu.

Przede wszystkim nalezy postawi¢ pytanie: czy operator
okreslony przez (18) (po usunieciu btedu niejednorodnosci
wymiarowej) jest rzeczywiscie operatorem wektorowym?
Inaczej moéwigc: czy dziatajgc nim na funkcje skalarng,
uzyskuje sie poprawng funkcje wektorowa? Nie kazde trzy
dowolnie zdefiniowane wielkosci mozna traktowaé jako
wielko$¢ wektorowa. Aby tak byto, wielkosci te powinny sie
prawidtowo transformowac¢ przy ortogonalnej transformacji
uktadu wspétrzednych (np. przy obrocie).

Weryfikacje charakteru operatora zdefiniowanego w (18)

mozna przeprowadzi¢ na prostym przyktadzie. Niech:
(21) (p(X,y,Z):X, a1:a2:a3:l/2

Po skorzystaniu z (8) i (18) otrzymuje sie

grad”? o =2./x/ze,

Dokonujgc transformacji obrotu o kat & wokoét osi OZ:

(23)

(22)

’

x=X'cos@—-y'sinf, y=x'sinf+y'cosh, z=1z

mamy
(24) o'(X,y',2")=Xx'cos@—y'sind
(25) grad'? ¢’ = 2cos 0,/x'/ e, —2sin 6,/y' /e,

Obliczajgc nastepnie modut utamkowego gradientu w obu
ukfadach wspotrzednych otrzymuje sie:

2
(26) ‘gradl/2 ¢‘ =——=./Xcos@—Yy'sinO
72'

2
(27) ‘gradl/2 gp" = —\/x’cos2 O+Yy'sin’ @
Jz

Zatem ‘gradl/2 go";t‘gradl/z (p‘, co oznacza, ze tak

zdefiniowana wielkos¢ nie jest wektorem, poniewaz modut
wektora jest skalarem i nie moze sie zmienia¢ w wyniku
transformacji obrotu uktadu wspotrzednych. Oznacza to tez,
ze zadna z operacji zdefiniowanych w (18) i uzytych w (20)
nie moze mie¢ obiektywnego (tzn. niezaleznego od wyboru
uktadu wspotrzednych) sensu fizycznego.

Podsumowanie

W pracy zwrécono uwage na czesto popetniane btedy
przy uzywaniu pochodnych utamkowych w teorii obwodow
elektrycznych i teorii pola elektromagnetycznego, jak tez na
inne problemy i trudnosci z tym zwigzane. Uzywajgc tego
narzedzia do analizy zagadnieh elektromagnetyzmu nalezy
szczegolng uwage zwrdci¢ na jednorodnos¢é wymiarowg
zapisywanych zaleznosci, fizyczny sens wystepujgcych w
nich wielkosci, jak tez i ich transformacyjne wiasciwosci. Nie
wolno tez ignorowa¢ faktu, ze pochodna utamkowa nie jest
operacjg lokalng, co zasadniczo odrdznia jg od klasycznych
operatoréw rézniczkowych.

Zdaniem autoroéw niniejszej pracy, rozwazania takie jak
np. w [9], czy [12] mogg mie¢ jedynie spekulatywny chara-
kter, poniewaz jak dotgd nie ma empirycznych podstaw do
modyfikacji klasycznych réwnan elektrodynamiki. Nie
chcemy przez to powiedzie¢, ze spekulacje takie
pozbawione sg catkowicie sensu, jednak nawet w takich
rozwazaniach konieczne jest zachowanie pewnych
formalnych rygoréw, ogdlnie obowigzujacych w fizyce.
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