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Znieksztalcenia modulacyjne filtrow cyfrowych
— modeli linii diugiej

Streszczenie. W artykule na operatorowym réwnaniu rézniczkowym jednorodnej linii dfugiej dokonano przeksztatcenia digitalizujgcego otrzymujgc
filtr cyfrowy — model linii. Filtry cyfrowe modelu nie sg filtrami typu wymiernego. Sag to mianowicie filtry pierwiastkowe i wyktadniczo—pierwiastkowe.
Artykut idzie jednak dalej i zajmuje sie problemem znieksztatcenia filtrbw — modeli linii dfugiej — zachodzgcego w procesie modulacji sygnatow
nosnych.

Abstract. In the article differential operator equation of the homogenous transmission line has been digitally converted to give digital filter —
transmission line model. These models aren'’t rational type of filters, in fact they are root and exponential—root filters. This article goes further and
deals with the problem of filter’s distortion — transmission line models — which takes place during the modulation of carrier signals. (Modulation
distortion of digital filters — transmission line models)
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Wprowadzenie — filtry funkcyjne — pojecia podstawowe
Cyfrowy filtr przyczynowy A, utozsamiany z (7) ( f (A))o = f (Ab)

rzeczywisto—liczbowym ciggiem {AW}n:O albo z funkcja: Formula (5) w zastosowaniu do wyznaczania
wspotczynnikdbw wagowych filtrow funkcyjnych nie jest

ks n wygodna. Ma ona zastosowanie tylko do stosunkowo
(1) A(z) = ZAMZ ,2€C, prostych filtréw jakimi sg na przyktad filtry rézniczkujace

=0

" rzedu —1< p<1, 4. (a— Z)p . Wowczas zastosowanie
dziata na sygnat X utozsamiany z ciggiem {Xn }::_Oc formuty (5) daje uzyteczny wynik [2][3]:

wedtug prawa splotowego:

) @) ((a—z)p) =apa“ﬁ$.
@ (AX) =D AX - m=!
m=0

Filtr taki nazywa sie tez catko—pochodnym filtrem rzedu [

z zero—biegunem a.
Dla filtrow funkcyjnych bardziej zlozonych lepsze
przyczynowy filtr f(A) nazywany filtrem funkcyjnym rezultaty daje formuta uwiktana [5]:

utozsamiany bedzie z ciggiem [5]: "m df
©  (F(A), =2 A (d—Aj

o ()]

takim, Ze: ktéra dla pewnych funkcji f(A) moze przejs¢ w formute
rekurencyjng. Przykladowo ma to miejsce dla funkcji

) ( f (A))(Z) = f (A(Z)) — i( f (A))n 7" wyktadniczej €*, ktéra jest idempotentem wzgledem

Jezeli f(Z) jest funkcjg zmiennej zespolonej, to

s operacji rézniczkowania:
: T.m
oraz (10) (eA>n _ ZFA“ (eA)n,m .
L8 (A2)
©  (f(A), = | A -
! o Warunek poczatkowy dla ciggu {e }n otrzymuje sie ze
Filtr funkcyjny dziata na sygnat X réwniez wediug prawa wzoru (7):
splotowego: (eA) —eh
" 0
©  (F(A)x), =2(f(A), X Wskazniki n: n=1,2,3,....

m=0

Ze wzordw (4) i (1) wynika tez wyrazenie na warunek Model cyfrowy linii diugiej o
poczatkowy Ciagu wagowego (3) filtru funkcyjnego: Roéwnania rézniczkowe o pOChOdnyCh CZaStkOWyCh linii
dtugiej majg postac:
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ou ai

—=Ri+L=—
OX at,
ﬂ=Gu+Ca—u
OX ot

gdzie U(X,t), i(X,t) — przestrzenno—czasowe rozktady

napiecia i prgdu wzdtuz linii. Dokonujgc modelowania

cyfrowego z odstepem pobierania probek czasowych &
otrzymuje sie operatorowy uktad réwnan rézniczkowych:

du L .
&—g(a—Z)l,
d C

= _—~(p-
eIt

ktéry po dalszych przeksztatceniach przyjmuje ostateczng
postac:

%szi
(11) <?'X :
di_ 'Bu
dx
gdzie:
A(Z) =a-12, B(Z) =b-z - elementarne filtry

cyfrowe nierekursywne rzedu 1-go;

a=1+ R/RL , b=1+ G/GC — zera (rzeczywiste)
filtréw elementarnych;

p= R,_/GC — op6r falowy linii;

X =R G X - wzgledna odlegtos¢ mierzona od korica
linii;

R =L/0, G.=C/6 -
konduktancja pojemnosciowa linii w €2 i Q' na jednostke
dtugosci.

W rozwigzaniu réwnan rézniczkowych linii (11) biorg
udziat dwa operatory:

\/E:(a_z)l/Z(b_z)l/z’
(13) p\/é = p(a-2)"(b-2)".

dwéch filtrow cyfrowych catko—

rezystancja indukcyjna,

(12)

Sg one sekwencjami
pochodnych rzedu 1/2 [ —1/2 z zero-biegunami
rzeczywistymi @, b lezgcymi poza domknietym kotem
jednostkowym. Pierwszy z nich okreslony wzorem (12)
nazywa sie filtrem propagaciji, drugi (13) to filtr impedancji
falowej. Ich wspoétczynniki wagowe mozna wyznaczy¢ ze
wzorow splotowych [2][3]:

(14) (\/E)n —Jaba"a,

A a__,
15 — | =/—a"A,

gdzie:

(16) afZ(Ej D, D,

m=0

(17) 4:2@ D, nln-
m=0

Ciagi {Dn}::o, {|n}::0 sg wspotczynnikami wagowymi

filtrow:
— rézniczkujgcego rzedu z:

D(z)=(1-2)",
— catkujgcego z rzedem Va:
(2)=(1-2)".

Wagi te okreslone sg wzorem (8), ktory w tym przypadku
przyjmuje postac:

__ 1135 203 5
" 2468 2n "
oraz:
_1357 -1
" 2468 2n °

W rozwigzaniu réwnan operatorowych linii (11) wystepuje
tez operator funkcyjny ztozony:

e«/@x

tzw. operator — filtr transmisji falowej. Jego wspoétczynniki
wagowe mozna wyznaczaé¢ rekurencyjnie za pomocg wzoru
(10):

/ABX :Xnm /ABx
I i e S K

Periodyzacja stabilnych filtrow przyczynowych
Kazdy stabilny i przyczynowy filtr  cyfrowy
scharakteryzowany ciggiem wagowym { 7 }:1:0 moze by¢

speriodyzowany, tzn. zamieniony w N —okresowy zgodnie
z formutg [4]:

(19) 7n=7n+i)/n+pN dia ne{0,1,...,N—1}.

p=l
Filtr periodyczny identyfikowany jest za pomoca ciagu N —

okresowego {);n} i dziata na N —okresowy sygnat

wejsciowy {Xn} formutg splotu cyklicznego:

@) () = Fme (k00X

m=0
gdzie znak © oznacza dziatanie odejmowania modulo N .

Otrzymane w poprzednim punkcie filtry \/ﬁ
\/m i em sg stabilne, bo ich ciggi wagowe nalezg do
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przestrzeni L' Sa réwniez przyczynowe i dlatego moga
by¢ speriodyzowane za pomocg formuty (19). Stabilnosé
tych filtréw jest konsekwencjg tego, ze zera filtrow

elementarnych A, B lezg poza domknietym kotem
jednostkowym.

Znieksztatcenia modulacyjne filtrow cyfrowych
Czasowo—dyskretny N —periodyczny
zmodulowany opisany jest ciggiem:

x,(7):ne{0,L...N-1},7eR.

sygnat

Cigg ten jest okresowy podiug czasowo—dyskretnego
wskaznika N, rzeczywisty parametr 7 zwany czasem
unoszenia powoduje powolng ewolucje sygnatu —
modulacje. W istocie sygnat analogowy zmodulowany
scharakteryzowany jest funkcjg czasowg dwoch zmiennych

X(t,r) okresowg podiug t o okresie T . Wprowadzony

wczesniej ciag {Xn (Z’)} moze powstawaé poprzez
probkowanie sygnatu analogowego poditug t z odstepem

pobierania probek & .
Mozna wykazaé¢ ze modulacja powoduje znieksztatcenie

operatora przejscia ukfadu H(S), S:d/dt wedtug
reguty [8]:

(21) H(s)—>H(s)(1+deij,

ds dr

gdzie H(S) jest analogowag transmitancjg uktadu

liniowego, czasowo—niezmienniczego, a wiec dziatajgcego
na sygnat wejsciowy wzgledem operacji splotu. Gdy sygnat
ten jest okresowy podtug zmiennej t jest to splot cykliczny.

Jezeli HD(Z) jest modelem cyfrowym uktadu
analogowego H (S) otrzymywanym za pomocg funkcji

digitalizujgcej S = D(Z) , tzn. ze:

220 H°(z)=H(D(z)).
wtedy formuta znieksztalcenia ~modulacyjnego filtru
cyfrowego przyjmie postac:
-1 D
@) HO(2) >HO(z) 1+(d_Dj dinH” d )
dz dz dr

W szczegélnym przypadku gdy funkcjg digitalizujgca jest

D ( Z) = %(1 - Z) reguta (23) przyjmie nastepujgca

postac:
D
H (2) > HO(2)| 1-4H_ 4 1
dz dr
(24)
=HD(1+AHi]
dr

dinHP
dz

AH=-0

Operatory H®, AH we wzorze (24) trzeba traktowa¢ jak
speriodyzowane filtry cyfrowe, z ktérych ten pierwszy jest
filtrem oryginalnym, drugi jako jego ujemna logarytmiczna
pochodna jest deformacja modulacyjng. Filtr deformacji
modulacyjnej zawiera tez operator rézniczkowania podtug

czasu unoszenia. Filtry H® i AH dziatajg na sygnat
wejsciowy wedtug prawa splotu cyklicznego wykonywanego

po wskazniku dyskretnym N € {0,1,..., N — 1} . Wszystko

to ilustruje schemat blokowy pokazany na rys. 1.

—

HP +

d
pre AH

Rys. 1. Schemat blokowy filtru cyfrowego z widocznym
multiplikatywnym znieksztatceniem modulacyjnym

Widoczny na rys. 1 jest kaskadowo dotgczony filtr
deformacji modulacyjnej w postaci logarytmiczno—

pochodnego filtru AH i bloku rozniczkowania podiug
czasu unoszenia.

Znieksztalcenia modulacyjne filtréw cyfrowych -
modeli linii dtugiej

W punkcie tym zostang okreslone operatory cyfrowych
logarytmiczno—pochodnych filtrow deformacyjnych dla filtru

o+ A/B

pierwiastkowo—wyktadniczego filtru transmisji falowej €

impedanciji falowe;j oraz  ztozonego

VABx
Operator deformacyjny AH wystepujacy we wzorze

(24) i widoczny tez w schemacie blokowym na rys. 1 dla
operatora impedanciji falowej przyjmuje postac:

A dA dB

din f da B
_gﬁz_g dz _dz |_

dz 2|l A B

(25)

zg(aiz bizjzg(a—tz))_(i)‘—z)

Jest on wymiernym rekursywnym filtrem cyfrowym rzedu
2—go z rzeczywistymi biegunami a, b lezacymi poza
domknietym kotem jednostkowym co zapewnia jego
stabilnosé.

Natomiast analogiczny deformacyjny operator dla filtru
transmisji falowej okreslony jest wzorem:

_de™ ) dJAB _
dz dz
(26) dA d

—B+A—

B .
otz dz_HXJK\/E
Y N VA o Al I A e

2V AB 2 B+A
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Nie jest on juz wymierny, a okazuje sie sumg dwoch
wzajemnie odwrotnych filiréw pierwiastkowych:

ox|(a-2)" (b-2) "+
21 +(a-2)"(b-2)"
Jego wspdtczynniki wagowe mozna wyznaczyé za pomocg

formut splotowych (15) i (17). Pierwiastkowy filtr +/ A/ B
wystepujgcy w wyrazeniu (26) podobny jest do filtru

27y AH=

cyfrowego impedanc;ji falowej i wynosi doktadnie Zf /p .

Whnioski
Linie dlugg charakteryzujg dwa operatory: impedancji

falowej Z, ZQ/Z/Y i transmisji falowej €Y% . w

sytuacji gdy przez linie przenoszone s3g sygnaty
zmodulowane ulegajg one tzw. deformacji modulacyjnej.
Oprécz filtru cyfrowego, ktdéry modeluje dany operator linii,
pojawia sie logarytmiczno—pochodny filtr ~deformacji
modulacyjnej. Oryginalny filtr impedancji falowej jest

opisany catkopochodnym operatorem rzedu 2><1/2 z

zerobiegunem rzeczywistym, a odpowiadajgcy mu
deformacyijny filtr logarytmiczno—pochodny jest juz zwyktym
filtrem rekursywnym 2-go rzedu. Natomiast filtr transmisji
falowej jest filtrem zlozonym. Jest to filtr funkcyjny
pierwiastkowo—wyktadniczy i przez to jego filtr
logarytmiczno—pochodny nie jest juz opisany operatorem
wymiernym ale ztozony jest z pierwiastkowego operatora
impedanc;ji falowej i jego odwrotnosci.
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