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Nieobcigzone estymatory parametrow rozktadu potegowego

Streszczenie. W pracy sprawdzono wifasciwo$ci estymatordw parametréow rozktadu potegowego. Wychodzac z nieréwnosci Rao-Cramera
wyznaczono wariancje najefektywniejszego estymatora parametru ksztaftu. Zaproponowano nowg posta¢ nieobcigzonego estymatora parametru

skali.

Abstract. The paper examines the qualities of estimators of power distribution parameters. Starting from the Rao-Cramer inequality, the variance of
the most efficient estimator of the shape parameter is determined. And a new form of the unbiased estimator of the scale parameter is proposed.

(Unbiased estimators of power distribution parameters).
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Wstep
W probabilistycznych modelach niezawodnosciowych
elementéw i systeméw, m.in., jest wykorzystywany rozkfad
potegowy [1,2,3,4]
Funkcja gestosci
wzorem:

1) -2 (L]

gdzie: a — parametr ksztattu, b — parametr skali.

Podstawowg charakterystykg rozktadu trwatosci elementu
jest funkcja ryzyka (intensywnos$¢ uszkodzen):

@ At)= l_f(tht)

rozkltadu potegowego wyraza sie

gdzie f(t)- okresla wzor (1)
a
F(t)= (%j - dystrybuanta rozktadu potegowego.

Ze wzorow (1) i (2), uzyskuje sie [1]:

a (t a-1 ) -1
3 it ==.1 = -] —
® -2 (3]
Na rysunku 1 przedstawiono przebieg funkciji

intensywnosci uszkodzen (funkcji ryzyka) wyznaczony na
podstawie wzoru (3).
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Rys. 1. Przebieg funkcji intensywnos$ci uszkodzen dla rozktadu
potegowego. Linia ciggta odpowiada parametrowi ksztattu a=0,5;
linie przerywang wykonano dla a=1,0

Teoretyczny przebieg funkcji intensywnosci uszkodzen
rozktadu potegowego dla parametru a=0,5 wykazuje duzg
zgodno$¢ z empirycznym rozktadem funkcji ryzyka. Na
rysunku 1 mozna wyrdzni¢ trzy okresy [4]. Odcinek

czasowy [0 ; tW] odpowiada okresowi wstepnej eksploataciji,
w ktorym eliminuje sie obiekty z duzymi wadami
produkcyjnymi.  Odcinek czasowy[tw;te] odpowiada

okresowi wilasciwej (normalnej) eksploatacji. Ostatni
przedziat czasowy 1>t to okres starzenia sig obiektow.

Z rozpatrzonego przyktadu wynika zaleta rozktadu
potegowego, ktéra polega na tym, ze przy
nieskomplikowanej postaci gestosci rozktadu (wzor (1))
mozliwe  jest  dopasowanie do zréznicowanych
charakterystyk niezawodnosciowych obiektu.

Estymacja parametru ksztattu

W celu oceny jakosci wyznaczonych estymatorow,
zostaty wykonane symulacje komputerowe z
wykorzystaniem generatora liczb losowych o rozkfadzie
potegowym [5]:

4) t=b.ra

gdzie r € (0;1) zmienna losowa o rozkfadzie rownomiernym,
t — zmienna losowa o rozktadzie potegowym.

Przyjmuje sig, ze probka liczy N elementéw - w dalszej
czesci zostanie rozpatrzone N e [5;20]. Obserwacje zostajg
uporzgdkowane w kolejnosci rosngce;j:

(5) t1) <t) <--<tn)

Wykonujgc
wiarygodnosci
wiarygodnosci:

estymacje metodg
(MNW), wyznacza sie

najwiekszej
logarytm funkcji

N
(6) InL(a,b)=nina-nalnb+(a-1)) Int;
i=1

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum:
wnuapﬂ_o
oa

wyznacza sie posta¢ estymatora parametru
[1,2,3,6]:

1y -
(8) ao—{lnt _Wg‘ }

Do oceny jakosci estymatora bedzie stosowane wzgledne
obcigzenie estymatora ba:

()

ksztattu

E(d)-a

ba =———

9) a

gdzie - E(é) warto$¢ przecietna oszacowania parametru a
a — wartos¢ doktadna parametru ksztaltu  (nastawy
generatora).

Obliczenia wykonano dla
parametru a oraz parametru b:

nastepujgcych wartosci
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(10) a=1/3 ;a=1/2 ; a=1; a=2; a=3; b=10

W ramach symulacji komputerowych wykonano
K=100000 powtérzen, na podstawie ktérych wyznaczono
obcigzenie estymatora [ E(é)-a] oraz jego wariancje.

Estymator &, jest obcigzony, poniewaz (przyktadowo)

dla N=5 oraz a=1/3 wzgledne obcigzenie wynosi
ba, =0,667.
Majgc na uwadze duze wartosci obcigzenia estymatora
uzyskanego MNW, w pracy [5], wykorzystujgc sieci
neuronowe oraz metode bootstropowg, wyznaczono
wspotczynniki korygujgce wzér (8). Uzyskano nastepujaca
posta¢ estymatora parametru ksztattu:

. 13
= dN . In(cNt(N))—WZ;Int(i)
i=

(11)

gdzie wspotczynniki N oraz dy okresla tabela 1.

Tabela 1. Wartosci wspotczynnikdw korygujacych estymatory
parametréw rozktadu potegowego [5]

N 5 6 7 8 9 10 11 12
CN 1,235 1,900 1,541 1,125 1,109 1,096 1,092 1,081
dy 0,796 0,820 0,862 0,874 0,889 0,897 0,907 0,926

N 13 14 15 16 17 18 19 20
Cn 1,072 1,064 1,063 1,058 1,058 1,051 1,041 1,044
dy 0,921 0,919 0,928 0,943 0,941 0,948 0,951 0,957

Na podstawie wzoréw (9) i (11) wyznaczono wzgledne
obcigzenie estymatora 4,, zaprezentowane na rysunku 2.

Rys.2. Wartos$ci wzglednego obcigzenia estymatora él .

Kolejne krzywebalykN na rysunku 2 odpowiadajg

nastepujagcym wartosciom parametru ksztattu a:
k=0 - a=1/3 ; k=1- a=1/2 ; k=2- a=2 ; k=3 -a=3.
Z rysunku 2 wynika, ze estymator a, jest obcigzony —
wzgledne obcigzenie  estymatora osigga  wartosé
kilkudziesieciu procent. W zwigzku z powyzszym nie bedzie
wyznaczana wartos¢ wariancji estymatora. Mianowicie,
efektywnos¢ estymatora, mierzona jego wariancja,
wyznacza sie dla estymatoréw nieobcigzonych [7].
Obszerng analize dotyczgcg estymacji parametréw
rozktadu potegowego mozna znalez¢ w pracy [2]. M.in.
zamieszczono tam postaé nieobcigzonego estymatora
parametru ksztattu:

3, =(1_%j.{|n(tm ))—ﬁglnt(i)}l .

Dla rozpatrywanych w pracy wartosci parametréw (wzor
(10)) uzyskano wzgledne obcigzenie ba, € (0,00000184 ;

(12)

0,00114). Ze wzgledu na pomijalnie mate wartosci ba, ,
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zrezygnowano z prezentacji rysunku przedstawiajgcego
wzgledne obcigzenie jako funkcje liczby obserwacji N.
Wychodzgc z nieréwnosci Rao- Cramera [7]:

(13) V(é)zvmin:[N?[%gra»}zf(t,a)dt}

0

-1

uzyskuje sie nastepujgcg wartos¢ wariancji estymatora
najefektywniejszego:

a3

(14) =

Vinin =

Efektywnos$¢ e estymatora &, okresla wzér [7]:

Vmin

Vi(a,)

gdzie -V,,;, okresla wzor (14); V(az ) - wariancja estymatora
az .

(15) e=

Na rysunku 3 przedstawiono wartosci efektywnosci
estymatoraa, jako funkcje liczby obserwacji N.

Zastosowano nastepujgce oznaczenia: linia przerywana z
iksami ey odpowiada a=1; linia kropkowana z plusami

e, N Wyznaczona dla a=2 oraz linia ciggta z kotkamie;
wyznaczona dla a=3.
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Rys.3. Efektywnos¢ estymatora éz .

Z rysunku 3 wynika wzrost wartosci efektywnosci
estymatoraa, dla rosngcych wartosci N a takze dla

zwiekszajgcych sie wartosci parametru ksztattu a.

Estymacja parametru skali

W przypadku parametru skali zawodzi MNW. Mianowicie,
pochodna czgstkowa logarytmu funkcji wiarygodnosci (wzor
(6)) wzgledem zmiennej b wyraza sie wzorem:

dlnL(ab)] na
(16) o b

=0

ktory nie prowadzi do wyniku. Najprostszym estymatorem
parametru b moze by¢ najwieksza zaobserwowana warto$¢
zmiennej t [1,2,3]:

(17) b =t(n)

Na rysunku 4 przedstawiono wartosci wzglednego
obcigzenia estymatora 60. Z rysunku wynika ujemny znak

obcigzenia, co oznacza, ze ze wzoru (17) uzyskuje sie
zanizone (niedoszacowane) wartosci parametru skali b.
Duza warto$¢ wzglednego obcigzenia, rzedu kilkadziesigt
procent, dyskwalifikuje estymator b .

W pracy [5] dokonano réwniez korekty estymatora
parametru skali:
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(18) bl :CNt(N)
gdzie - ¢y okresla tabela 1.

5 10 15 20
N

Rys.4. Wartos$ci wzglednego obcigzenia estymatora 60.

Na rysunku 5 przedstawiono wartosci wzglednego

obcigzenia estymatora b;. Zastosowano analogiczne

oznaczenia jak na rysunku 2, co oznacza, ze kolejne
krzywe na rysunku 5 rozpatrywane od dotu, odpowiadajg
nastepujgcym wartosciom parametru ksztattu a:

a=1/3 ; a=1/2 ; a=2 ;-a=3. Z rysunku 5 wynika, ze pomimo
korekty wykonanej w pracy [5], estymator parametru b jest
obcigzony — zbyt duze wartosci wzglednego obcigzenia.

Rys.5. Wartosci wzglednego obcigzenia estymatora 61 .

W pracy [2] znajduje sie nastepujgcy wzor;

n 1
bz = t(N)|:1 +m} f

ktory opisuje nieobcigzony estymator parametru skali b. Na
rysunku 6 zamieszczono wartosci wzglednego obcigzenia

(19)

estymatora 62 .

0.3

Rys.6. Wartosci estymatora b,

(oznaczenia jak na rysunku 5).

wzglednego

obcigzenia

Pomimo, ze wzér (18) odnosi sie do nieobcigzonego
estymatora, to rysunek 6 nie potwierdza tej wiasciwosci.
Wystepuje duza warto$¢ obcigzenia np. dla parametru
ksztaltu a=1/3 (linia ciggta z kétkami) oraz a=1/2 (linia
kropkowana z iksam) dla N=5 wzgledne obcigzenie wynosi
odpowiednio: 0,253 oraz 0,193
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Poréwnujgc rysunek 4 i rysunek 6, stwierdza sie
przeciwne znaki obcigzenia. Sugeruje to utworzenie

estymatora jako Sredniej wazonej estymatorow by i b, :
(20) by = 033by +0,67b,
gdzie - Boi 62 opisujg odpowiednio wzory (17) i (19).

Ze wzorow (17),(19) i (20) , uzyskuje sie:

~ 0,67
b3 = t(N )|:1 +—52(N ~ 1):|

Na rysunku 7 przedstawiono wartosci

(21)

wzglednego
obcigzenia estymatora 63 jako funkcje liczby obserwac;ji N.

Wspotczynniki wagowe wystepujgce we wzorze (20)
dobrano tak, aby dla N e [6 ; 20] warto$¢ wzglednego

obcigzenia estymatora 63 nie przekraczata 4% (rysunek 7).
Jedynie dla N=5 oraz a=1/3 bb; =4,6% .

Jakkolwiek estymatora 63, w poréwnaniu z wczesniej

rozpatrzonymi estymatorami parametru skali, wykazuje
znacznie mniejszg wartos¢ wzglednego obcigzenia, to

0.05

- 0.04 K3 -5 5 - 3

Rys.7. Warto$ci wzglednego obcigzenia estymatora 63 .

jednak trudno uzna¢ go za estymator nieobcigzony. Dlatego
autor publikacji przeprowadzit badania symulacyjne majace
na celu korekte wzoru (19) w celu minimalizacji wartosci
obcigzenia. Efektem tego eksperymentu numerycznego jest
estymator o nastepujgcej postaci:

1
b<>{ﬁ}

gdzie wspoétczynnik ny opisuje tabela 2.

(22)

Tabela 2. Wartosci wspodtczynnika Ny korygujgcego estymator

arametru skali (wzdr (22))
N 5 6 7 8 9 10 11 12

Ny | 168915111430 1,362 |1,320 | 1,281 | 1,253 | 1,232
N 13 14 15 16 17 18 19 20
Ny |1.214|1,206 | 1,200 | 1,196 | 1,191 | 1,187 | 1,182 | 1,182

1.7

Rys.8. Poréwnanie wartosci wspétczynnika Ny (tabela 2) oraz

wartosci Nty (wzor (23)).
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Na podstawie wynikow zawartych w tabeli 2
wyznaczono posta¢ wzoru aproksymujgcego wartosci

wspotczynnika ny :

7435
(N —06)72

Ostatecznie, mozna zaproponowa¢ nastepujgca postac
estymatora parametru skali:

(23) nty = +1,133

I, 1
24 bs =t(\)| 1+ ————
) ’ (N){ 8(N +”tN)}
gdzie - a, jest opisane wzorem (12); nty- wyraza sie
zaleznoscig (23).

Dla wartosci parametrow opisanych zaleznoscig (10)
wyznaczono wzgledne obcigzenie estymatora
wyrazajgcego sie wzorem (24). W zaleznosci (10)
uwzgledniono tylko jedng warto$¢ parametru skali: b=10.
Wynika to z faktu, ze wzgledne obcigzenie estymatora
parametru skali nie zalezy od warto$ci parametru b.

Rys.9. Wariancja estymatora 63 (Vb3) oraz  estymatora 65
(vb3).

Podsumowujgc obliczenia stwierdza sie, ze wzgledne
obcigzenie bbs € (-0,00071 ; 0,00125).0znacza to, ze

esrtymator opisany wzorem (21) jest nieobcigzonym
estymatorem parametru skali.

Dla estymatora 63 oraz estymatora 65 wyznaczono
wariancje Vb; oraz Vbs przedstawiong na rysunku 9. Z

rysunku 9 wynika zblizona efektywnos¢
estymatorow.

obydwu

Podsumowanie

Rozktad potegowy posiada nastepujgce zalety [5]:
- pomimo prostej postaci gestosci rozkiadu (wzoér (1))
mozliwe  jest  dopasowanie do zréznicowanych
charakterystyk niezawodnosciowych obiektu;

- wartosci zmiennej losowej zawarte sg w skonczonym

zedziale;

- nieskomplikowany zapis

charakteryzujgcych rozktad.
W pracy rozpatrzono wtasciwosci estymatorow

parametrow rozktadu potegowego Ocene wihasciwosci

matematyczny  funkcji

estymatorow wykonano w ramach symulacji
komputerowych z wykorzystaniem generatora liczb
losowych (wzor (4)).

Stwierdzono, ze sposréd trzech rozpatrzonych

estymatorow parametru ksztattu, estymator a, (wzor (12))
jest nieobcigzony.

Stosujgc  nieréwnos¢ Rao-Cramera  wyznaczono
minimalng wartos¢ wariancji estymatora parametru ksztattu
(wzor (14)), co pozwolito oceni¢ efektywnos$¢ estymatora
a, (rysunek 3).

W przypadku estymatora parametru skali zbadano
wiasciwosci trzech estymatoréw opisanych w literaturze
(wzory: (17), (18), (19)). Na podstawie tej analizy
zaproponowano estymator wyrazajgcy sie wzorem (21).

W  wyniku eksperymentu numerycznego wyznaczono
nieobcigzony estymator parametru skali — zaleznos¢ (24).

Z rysunku 9 wynika zblizona efektywnos$¢ proponowanych
estymatorow parametru skali (wzory (21) i (24)). Oznacza
to, ze w miejsce wzoru (24) mozna postuzy¢ sie wzorem
(21), liczac sie z mozliwoscig wystgpienia niewielkiego
obcigzenia estymatora.
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