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Analiza wplywu zmiennej rezystywnosci elektrycznej na pole
termiczne szynoprzewodu cylindrycznego metoda
funkcji Greena

Streszczenie. W pracy zbadano wptyw zmiennej rezystywnosci elektrycznej na nieustalone pole termiczne szynoprzewodu cylindrycznego. Analize
przeprowadzono metodg funkcji Greena. Na tej podstawie wyznaczono dfugotrwate prady dopuszczalne, krzywe rozgrzewu oraz termiczne stafte
czasowe modeli uktadu ze zmiennym i statym oporem wtasciwym. Wyniki pozytywnie zweryfikowano metodg elementoéw skoriczonych za pomocg
modutu matematycznego modelowania programu Comsol Multiphysics.

Abstract. The influence of the variable electric resistivity on the transient thermal field of a cylindrical bus bar has been analysed in this paper. The
Green'’s function was used for this purpose. On this basis, the steady state current rating, the heating curves and the thermal time constants of the
model of the system with variable and state resistivity were determined. Results were verified with the finite elements method. A mathematical
modeling module of the Comsol Multiphysics software was applied for this purpose.(Analysis of the variable electric resistivity influence on the

thermal field of a cylindrical bus bar with the use of the Green’s function).

Stowa kluczowe: szynoprzewdd cylindryczny, funkcja Greena, krzywa rozgrzewu, termiczna stata czasowa
Keywords: cylindrical bus bar, Green'’s function, heating curve, thermal time constant
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Rezystywnos$¢ elektryczna materiatdw przewodzgcych
prad jest istotnie zalezna od ich temperatury. Przyjmuje sie,
e w zakresie do 200°C rezystywno$é metali p(T) wyraza
sie wzorem [1]

(1) p(D)=p(T 1 +(T-T,)], gdzie

p(T,) - rezystywnos¢ materiatu w temperaturze otoczenia Ty,
¢ - temperaturowy wspétczynnik rezystywnosci, T -
temperatura. Z (1) wynika, ze np. dla miedzi czterokrotny
wzrost temperatury od 20°C do 80°C powoduje zmiane
rezystywnos$ci o ok. 24%.

Od strony matematycznej uwzglednienie (1) spowoduje,
ze w réwnaniu przewodnictwa cieplnego (2) pojawi sie
dodatkowy sktadnik (czwarty wyraz po lewej stronie).
Utrudnia to uzyskanie rozwigzania.

Réwnania przewodnictwa cieplnego [2], [3], [13] moga
by¢ rozwigzywane numerycznie lub analitycznie. Chociaz
rozwigzania  analityczne sg  stosunkowo  rzadko
prezentowane w literaturze przedmiotu, to posiadajg szereg
zalet. Najwazniejszg jest wynik w postaci wzoru. M. in.
utatwia to: interpretacje fizyczng rozwigzania, dyskusje
wptywu poszczegolnych parametrow oraz testowanie
rozwigzan numerycznych. Z wymienionych powodoéw
autorzy pracy wybrali metode analityczng. Analityczne
podejscie przedstawiono réwniez w [4]. Stosowano tam
metode przeksztalcenia Laplace’a. Transformate odwrotng
uzyskano przy pomocy twierdzenia o residuach, co w tym
zagadnieniu byto dosy¢ trudne. Z kolei w [5] zastosowano
metode linearyzacji optymalnej. Polega ona na zastgpieniu
réwnania przewodnictwa cieplnego rownaniem liniowym z
optymalnymi parametrami. Te ostatnie byty wyznaczane na
drodze minimalizacji odpowiednio zdefiniowanych
funkcjonatéw. W rezultacie w [5] otrzymano rozwigzania
przyblizone uwzgledniajgce m. in. zmiane rezystywnosci od
temperatury. Zwykle jednak w przypadku obliczen
analitycznych przyjmuje sie state wartosci rezystywnosci
np. w [6], [7].

W niniejszej pracy autorzy wykorzystali catkowicie inng
metode, opartg na funkcji Greena. Podstawowg jej zaletg
jest catkowa postaé rozwigzania [8], [9], [10]. Pozwala to
m. in. uwzgledni¢ zrédta ciepta dowolnie uzaleznione od
czasu i wspotrzednych  geometrycznych.  Oprécz
przestrzenno-czasowych krzywych rozgrzewu w niniejszej

pracy wyznaczono réwniez termiczne stale czasowe oraz
dopuszczalny prad diugotrwaty.

Przedmiotem rozwazan jest cylindryczny przewod
szynowy osfoniety od bezposredniego promieniowania
stonecznego. Jego przekréj poprzeczny pokazano na rys. 1.
Zatozono, ze dlugos¢ ukiadu jest znacznie wieksza od
srednicy. Rezystywnos¢ elektryczna materialu przewodu
zmienia sie wedtug zaleznosci (1). Wplyw temperatury na
pozostate parametry termofizyczne (4 - przewodnos$é
cieplna, ¢ - ciepto wtasciwe) jest znacznie mniejszy niz w
przypadku rezystywnosci. Np. dla miedzi odpowiednie
wspotczynniki wptywu sg ok. dziesieciu razy mniejsze [11].
Z tego powodu zatozono state wartosci 1 oraz c.

Analizowany w pracy szynoprzewéd ma szerokie
zastosowanie w energetyce, m. in. w stacjach rozdzielczych
do przesylu duzych mocy jak réwniez w ukfadach
taczeniowych generatoréw i transformatoréw [12].

p(T)

®1

Rys. 1. Przekrdj poprzeczny szynoprzewodu cylindrycznego

Zagadnienie brzegowo-poczatkowe pola termicznego
szynoprzewodu

Uwzgledniajgc w bilansie energetycznym zalezno$¢ (1)
oraz zatozenia podane w koncowej czesci poprzedniego
rozdziatu, otrzymano nastepujgce réwnanie wzgledem
przyrostu temperatury v(r,t)=T(r,1)-T)

62v(r,t)+ 1ovrt) 10
or’ r or y Ot
da 0<r<R, t>0,gdzie:

2) + ) = —%
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PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 93 NR 6/2017 111



_ (1)1
0 Z2RY

(1+y,) - wydajno$¢ przestrzennych 2zrodet

ciepta w zakresie czestotliwosci przemystowych, r -
wspotrzedna radialna, R - promien szynoprzewodu, [ -
wartos¢ skuteczna pradu, ¢ - czas, pu - gestosc, y, -
wspotczynnik naskorkowosci [1].

Zewnetrzna powierzchnia przewodu dla (r=R) oddaje
ciepto za posrednictwem konwekcji naturalnej oraz
promieniowania. Wspomniang wymiane opisuje brzegowy
warunek Hankela [2], [3], [13]

ov(r,t) a
3 hAACELY] B S ,
@) o |7 [v(R.0)]

gdzie: a - catkowity wspotczynnik przejmowania ciepta.

Przed wigczeniem zasilania uktad znajdowat sie w
temperaturze otoczenia 7). Z definicji przyrostu podanej nad
wzorem (2) wynika warunek poczatkowy

(4) W(r,0)=0 da 0<r<R.

W celu usuniecia czwartego sktadnika wystepujgcego po
lewej stronie (2), wprowadzono nowg funkcje w(r,¢) [8]

®)

Po podstawieniu (5) do réwnan (2)-(4) otrzymano:

v(r,t): w(r,t)e"™”

ﬁzw(r,t) l&’w(r,t) 1 éw(r,t) 80 —my
(6) L= - =20,
or r or y ot A
dla 0<r<R,t>0,
ow(r,t) a
(7) = =l

r=R
(8) w(r,O):O da 0<r<R.

Jak wida¢, w (6) wystepuje zalezne od czasu zrodto ciepta,
zas postac (7)-(8) jest analogiczna do (3) i (4).

Funkcja Grena

Zagadnienie brzegowo-poczatkowe dla funkcji Greena
G=G(r,1,&n) [8], [9] zdefiniowano jak nizej
*G
or?

et ()

dla 0<r<R,t2mn$,

9)

oG a
(10) — = _Z[G]L:R’

or r=R

(11) G=0 da
(12) G(r,t,.f,n):G(g,—n,r,t) - warunek wzajemnosci
funkcji Greena, gdzie prawa strona (9) jest iloczynem
przesunietych impulséw Diraca (w przestrzeni o &, w czasie

n). W interpretacji fizycznej funkcja Grena jest polem
termicznym generowanym przez wyzej zdefiniowany impuls
cieplny.

t <n - warunek przyczynowosci,

Funkcja Greena G jest jgdrem operatora catkowego

odwrotnego wzgledem operatora vz()_l¥ Po
x ot

uwzglednieniu warunkéw brzegowych (7), (10) oraz

poczgtkowych (8), (11) ostatecznie otrzymano [8], [9]

(13)

@Iée

t R
=& [ [goe ™G r,1,&,n)ed Edn .
00
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W celu wyznaczenia funkcji Greena wprowadza sie
jednorodne zagadnienie pomocnicze [8] wzgledem funkcji
Y(rt)

62‘P(r,t)+ 18¥(r,t) 1 0%(r1)

=0
or? r or y ot

(14)

da 0<r<R,t>0,

oY (r,t)

(19) or

- —%[‘P(R,t)],

r=R

(16) ¥(r0)=F(r) dla 0<r<R,

gdzie F(r) rozkladem  warunku

poczatkowego.

Zagadnienie (14)-(16) rozwigzano dwiema metodami:
rozdzielenia zmiennych [3], [13] i funkcji Greena [8], [9], [10]
zdefiniowanej za pomocg (9)-(12). Po odpowiednim
poréwnaniu rozwigzan oraz zamianie ¢— t-n otrzymano
poszukiwang funkcje Greena

jest  dowolonym

)
s e 4, = r
Z:: (7,,)""-]] (7H)J0[7rzR)JO[7rz R)

dla 0<r<R,t2>n,

(17) G(r,1,£,m)=

gdzie y, jest okreslone za pomoca rownania wartosci
wiasnych

R
Jl(yn)_fTJO( n):()'
n

zas J,(...) sg funkcjami Bessela pierwszego rodzaju rzedu p.
Na rys. 2 przykladowo zilustrowano przebiegi funkcji
Greena (17) w punkcie r=R dla przypadku generacji
impulsu termicznego w punkcie {=R/2 przy roznych czasach
n jego opdznienia. Rys. 2 sporzagdzono wykorzystujgc dane
wykazane w zestawieniu (21).

(18)

20000 77=4|1.005 n =_.1000s
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Rys. 2. Wykresy funkcji Greena G=G(r=R,t,¢=R/2,5) przy réznych
czasach opdznienia i

Przestrzenno czasowe krzywe rozgrzewu, state czaso-
we i dopuszczalne prady diugotrwate cylindrycznego
szynoprzewodu o zmiennej rezystywnosci

Funkcje Greena (17) podstawiono do (13) i scatkowano.
Nastepnie otrzymany wynik podstawiono do (5).
Wykorzystano rowniez definicje przyrostu podang przed
wzorem (2). Ostatecznie przestrzenno-czasowy rozkitad
temperatury przy zmiennej rezystywnosci wyraza sie
zaleznoscia
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(19)
T(r,t)=T, +

501 ) {Zn)

2 R2 ©
+ 280 l-e

/1 n:lyn(]/i_mRzlJ(%(}/n)—’_le(]/n)J

da 0<r<R,t>0.
Z Kkolei stacjonarny rozkfad otrzymano z (19) przy ¢ — o

(20)
Tg(r)z limT(r,t)z
t—o0
2 o Jl()/n)‘lo[}/nrj
:TO+2g;R z R .

n:l}/n(j/r% _mRZIJ(%(yn)—i_le(}/n)J

dla 0<r<R.

Wzér (20) jest niezbedny do wyznaczenia dopuszczalnego
pradu dtugotrwatego.

Rozktady (19), (20) oraz inne parametry ukfadu
obliczono za pomocag programu napisanego w Srodowisku
Mathematica 10.3 [14]. Jako przyktad wybrano cylindryczny
miedziany szynoprzewdd dla ktérego przyjeto nastepujgce
dane:

(21) R=0.01m, 1=360 W/(mK), c=400 J/(kgK), u=8700 kg/m’,
a=17 W/m’K), p(Ty=20°C)=1.7241-10%0m, £=39.31-107"I/K,
¥,=0.0176, T)=20°C, gdzie

wspotczynnik naskdrkowosci y, wyznaczono na podstawie
[1], zas wspotczynnik przejmowania ciepta a obliczono za
pomocg normy IEC [1].

Jednym z wazniejszych parametréw toru prgdowego jest
dtugotrwata obcigzalnos¢ pradowa [,.. Przy obcigzeniu
uktadu takim prgdem, temperatura na powierzchni
szynoprzewodu (r=R) powinna by¢ réwna maksymalnej
temperaturze diugotrwale dopuszczalnej 7).

(22) Tyux =T, (r=R,1=1,)

gdzie ze wzgledéw bezpieczenstwa termicznego przyjeto
Tyvux=80°C. Nastepnie pragd dopuszczalnie dlugotrwaty
obliczono iteracyjnie wykorzystujgc: (22), (21), (20) oraz
petle While w programie Mathematica 10.3. W rezultacie
dla analizowanego szynoprzewodu otrzymano 14=963.6 A.
Dla takiego obcigzenia wyznaczono na podstawie (19) i
(21) krzywag rozgrzewu powierzchni szynoprzewodu (dla
r=R). Przebieg ten przedstawiono na rys. 3 za pomoca
grubszej linii p(7). Z powodu duzej wartosci cieplnej
przewodnosci miedzi (1), krzywe w innych punktach uktadu
(tzn. dla r#£R) sag bardzo zblizone do pokazanej.

Innym waznym parametrem dynamiki pola termicznego
jest cieplna stata czasowa z(r). Za jej pomoca aproksymuje
sie kazdy punkt ukladu elementem inercyjnym pierwszego
rzedu, co wyraza sie zaleznoscig

t t

@3)  T(r0)=T,(- 1-¢ ") |+T(r.t=0) )

Z (23) wynika [15], [16]

T(}") = T—T(F’t)_ L (r) dt .

@ =00

Podstawienie (19)-(20) do (24) prowadzi do wyznaczenia
poszukiwanej statej czasowej

J1(7n)~’o[7n rj

B ) R .
4,(r)= %(75 _mRzng(yn)Jr 20|

Obliczona na podstawie (21),(25),(26) stata czasowa wyno-
si 7(r)=1291.4s przy zmiennej rezystywnosci. Duza wartos¢
cieplnej przewodnosci szynoprzewodu ponownie sprawia,
ze stata czasowa praktycznie nie zalezy od potozenia r.

W celach poréwnawczych ponownie wyznaczono te
same charakterystyki i parametry lecz przy statej
(usrednionej) rezystywnosci w zakresie zmian temperatury
od 20°C do 80°C (tzn. dla p(T,,=50°C)=1.927-10°0Qm). W
takim przypadku nalezy wyzerowa¢ temperaturowy
wspotczynnik  oporu  wiasciwego (¢=0). Z zaleznosci
zamieszczonych ponizej wzoru (2) wynika wowczas

_ AT y)

7*R*
Powyzsze podstawiono do (19), (20), (22), (24), (25), (26).
Pozostate parametry zestawu danych (21) nie ulegly
zmianie. Postepujgc analogicznie jak dla przypadku
zmiennej rezystywno$ci otrzymano inny prad dopuszczalnie
dtugotrwaty I®=1013.1A oraz zmieniong statg czasowag
7.(1)=1023.6s. Na rys. 3 przedstawiono odpowiednig krzywg
rozgrzewu za pomocg ciehszej linii p(7T,,). Z kolei na rys. 4
zamieszczono badane przebiegi przy zmiennej p(7) i
usrednionej rezystywnosci p(7,,) lecz przy jednakowym
obcigzeniu pradem I@=1013.1A.
Dokonano réwniez weryfikacji przedstawionej metody. W
tym celu otrzymane wyniki poréwnano z obliczeniami
wykonanymi metodg elementéw skonczonych [17].
Mianowicie brzegowo-poczatkowe zagadnienie (2)-(4)
rozwigzano ponownie za pomocg modutu matematycznego
modelowania skalarnych réwnan rézniczkowych
czastkowych w programie Comsol Multiphysics [18].
Nastepnie obliczono wzgledne réznice rozktadéw wedtug
wzoru

(28)

(26)

Q7) m=0 i

100%M
I(r,t)

T(r,t) - rozktad temperatury uzyskany metodg Greena, Ty (r,t)

- rozklad temperatury obliczony metodg elementéw

skonczonych.

, gdzie

70 .
p(T,) -

-

60 P
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Temperatura [°C]
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20
0 1000 2000 3000 4000 5000

Czas [s]

Rys. 3  Krzywe rozgrzewu w szynoprzewodzie dla r=R przy
zmiennej rezystywnosci p(7) i obcigzeniu pradem 1,=963.6A oraz
przy usrednionej rezystywnosci p(T,,=50°C) i pradzie obciazenia
l®=1013.1A
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Temperatura [°C]

. -SD.GD
Czas [s]

RYS. 4 NIZywe [1uZyiZewu w  SZylopizewouzie uld r=iIc prcy

zmiennej rezystywnosci p(7) oraz usrednionej p(T,,=50°C) przy

obcigzeniu uktadu prgdem lr®=1013.1A

Na rys. 5 zilustrowano zalezno$¢ (28) przy uwzglednieniu
zmiennej rezystywnosci szynoprzewodu. Whnioski wynikajgce
zrys. 3,4,5 zamieszczono w nastepnym rozdziale.

Uwagi koncowe

A) Dopuszczalny prad dtugotrwaty przy uwzglednieniu
zmiennej rezystywnosci jest niemal o 5% mniejszy niz w
przypadku jej usrednienia. Z tego powodu przy
jednakowym obcigzeniu model ze zmiennym oporem
wlasciwym nagrzewa si¢ do wiekszej temperatury niz
ukfad usredniony. W stanie ustalonym roznica wynosi
ok. 6.8°C (rys. 4 dla t=5000s).

Przy jednakowej temperaturze dopuszczalnej (rys. 3)
uwzglednienie (1) powoduje, ze krzywa rozgrzewu p(7)
narasta wolniej niz przy zatozeniu statej (usrednionej)
rezystywnosci (krzywa p(T,)). Powyzszy wniosek
potwierdza takze nieréwno$¢ t(r)>7,,(r). Szacunkowe
czasy trwania standéw nieustalonych w modelach ze
zmiennym i statym oporem wtasciwym odpowiednio
wynoszg 4t(r)=5165.6s oraz 4z, (r)=4094.4s. Wartosci
zblizone do podanych mozna réwniez odczyta¢ na rys.
3.

0.02

B

~

o
=

Yy

-0.02

Wzgledne roznice []

N

000
Czas [s]

o T1o00 Tasoo 4000 5000

Rys. 5 Wzgledne réznice krzywych rozgrzewu wyznaczonych
metodg elementoéw skonczonych i Greena dla =R przy zmiennej
rezystywnosci szynoprzewodu

114

C) Wzgledne réznice (28) krzywych rozgrzewu (obliczonych
metodg elementéw skonczonych i Greena) sg bardzo
mate i nie przekraczajg 0.017% (rys. 5). Zatem
rozwigzanie przedstawione przez autoréw nalezy uznaé
za poprawne.
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