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Modelowanie systeméw dynamicznych z wykorzystaniem
transmitancji hybrydowych niecatkowitego rzedu

Streszczenie. W pracy zaproponowano nowe modele transmitancyjne niecatkowitego rzedu w postaci transmitancji hybrydowych, zawierajacych
zaréwno czes¢ catkowitego, jak i niecatkowitego rzedu. Rozwazono modele z opdznieniem i bez opdzZnienia. Jako przyktady rozwazono doswiad-
czalny obiekt cieplny oraz silnik indukcyjny pradu przemiennego, sterowany czestotliwosciowo. Wyniki eksperymentow potwierdzity przydatnosc¢ pro-
ponowanych modeli do opisu rozwazanych systemdw dynamicznych.

Abstract. IN the paper new, transfer function, non integer order models are proposed. The considered models have a form of hybrid transfer functions
containing both integer order and non integer order parts. Models with and without delay were discussed. As examples an experimental heat plant
and AC motor were tested. Results of experiments show that the proposed hybrid models are useful tool to modeling of dynamic systems. (Modeling

of dynamic systems with the use of non integer order, hybrid transfer functions)

Stowa kluczowe: systemy dynamiczne, systemy niecatkowitego rzedu, transmitancja niecatkowitego rzedu
Keywords: Dynamic systems, non integer order systems, non integer order transfer function

Uwagi wstepne

Jednym z gtéwnych obszaréw zastosowan rachunku
rézniczkowego niecatkowitego rzedu w automatyce jest
modelowanie systemoéw dynamicznych o dynamice trudnej
do opisu z uzyciem innych metod. Modele niecatkowitego
rzedu byty analizowane i prezentowane przez wielu Autoréw,
przyktadowo: [16], [5], [2], [4], [9], [18]. Analiza problemu
dyfuzji z uzyciem podejscia utamkowego i potpgrup Fellera
jest prezentowana przyktadowo w pracy: [17].

W niniejszej pracy zaprezentowano proponowane przez
autora modele dynamiki systeméw w postaci transmitancji
hybrydowych. W pierwszej sekcji oméwiono podstawowe po-
jecia zwigzane z rachunkiem rézniczkowym niecatkowitego
rzedu, Nastepnie przypomniano podstawowe aproksymacije
ciggte stosowane w rachunku utamkowym oraz aproksy-
macje Pade’go, stosowang do modelowania elementow
opbzniajgcych. W dalszej cze$ci omoéwiono proponowane
modele niecatkowitego rzedu w postaci transmitancji hy-
brydowych bez opdznienia i z opdznieniem. Na koncu
omoéwiono wyniki eksperymentalne dla doswiadczalnego
obiektu cieplnego oraz silnika indukcyjnego pradu przemien-
nego.

Podstawowe pojecia i definicje

Na poczatku podane zostang podstawowe definicje i po-
jecia niezbedne do przedstawienia pozostatej czesci pracy.
Rozpoczniemy od zdefiniowania pojecia funkcji Gamma Eu-
lera (zob np. [7]):
Definicja 1 funkcja Gamma

(1) [(z) = /t”—le—tdt
0

Nastepnie zdefiniowane zostanie pojecie funkcji Mittag-
Lefflera, ktéra jest uogdlnieniem funkcji wyktadniczej et
na uktady niecatkowitego rzedu i odgrywa kluczowg role w
rozwigzaniu réwnania stanu niecatkowitego rzedu. Jest ona
zdefiniowana nastepujaco:

Definicja 2 Jednoparametrowa funkcja Mittag-Lefflera

o0 k
T
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Z kolei dwuparametrowa funkcja Mittag-Lefflera jest zdefin-
iowana nastepujaco:
Definicja 3 Dwuparametrowa funkcja Mittag-Lefflera

®) Zrka+6

Zauwazmy, ze dla § = 1 funkcja dwuparametrowa (3)
redukuje sie do funkcji jednoparametrowej (2). Opera-
tor rézniczko-catki niecatkowitego rzedu moze by¢ opisany
kilkoma definicjami, podanymi przez: Grlnvalda i Letnikova
(definicja GL), Riemanna i Liouville’a (definicja RL) oraz Ca-
puto (definicja C). Wszystkie te definicje sa podane ponize;j.
Przy zatozeniu, ze warunki poczatkowe sg zerowe, definicje
Riemanna i Liouville’a oraz Caputo sg réwnowazne (zob np.
(11 [16)).

Definicja 4 Definicja Griinvalda-Letnikova
rézniczko-catki niecatkowitego rzedu ([2],[14])

operatora

[+

B

@) SEDXf(t) = lim h~°
h—0

=0

(17 (%) - n

W (4) (‘;) jest uogodlnieniem symbolu Newtona na liczby
rzeczywiste:

o L, =0
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Definicja 5 Definicia Riemanna -
rozniczko-catki niecatkowitego rzedu

Liouville’a operatora

© §DE10) = oy [ 6= e
0

gdzie N — 1 < «a < N oznacza niecatkowity rzad
operacji, a ' jest funkcia Gamma opisana przez (1).

Definicja Caputo, najczesciej stosowana obecnie jest za-
pisana nastepujaco:

Definicja 6 Definicia Caputo operatora rézniczko-catki
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niecatkowitego rzedu
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W przypadku definicji RL lub C mozna zdefiniowa¢ transfor-
mate Laplace’a (zob np [6]) i jest ona uogdlnieniem transfor-
maty Laplace’a dla pochodnej i catki rzedu catkowitego:
Definicja 7 Transformata Laplace’a dla operatora Riemann
- Liouville’a

LEDRF(1) = *F(s), a<0
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8) L(¢"Dyf(t) =

n—1l<a<neN

Definicja 8 Trasformata Laplace’a dla operatora Caputo

LEDE (1) = s"F(s), a <0
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Mozna podaé¢ réwniez definicje odwrotnej transformaty
Laplace’a (zob np. [7] s.299):

(10)
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Nastepnie rozwazmy system dynamiczny niecatkowitego
rzedu, ktorego wejsciem jest funkcja czasu u(t), a wyjsciem
jest funkcja czasu y(t), pokazany w uproszczeniu na rysunku
1.

u(®) Dynamic v
System
Rys. 1. System dynamiczny

Zatézmy, ze zalezno$¢ pomiedzy wyj$ciem i wejsciem
systemu opisana jest liniowym réwnaniem rézniczkowym
niecatkowitego rzedu o postaci (11):

(1) a, D y(t) + ... + a1 D y(t) + apy(t) =
b DPmu(t) 4 ... 4 by DPru(t) + bou(t)

gdzie «g...a, oraz [y...0,, oOznaczajg niecatkowite
rzedy réwnania, ag...a, oraz bg...b,, sa wspotczyn-
nikami, 3,, < «,, D jest operatorem rézniczkowania
niecatkowitego rzedu opisanym przez (9) lub (8) i wszystkie
warunki poczatkowe na sygnaly u(t) oraz y(t) sa zerowe.
Po przyjeciu powyzszych zatozen transmitancja operatorowa
niecatkowitego rzedu dla obiektu opisanego przez (11) jest
zdefiniowana analogicznie, jak w przypadku systeméw dy-
namicznych catkowitego rzedu. Jest to stosunek transformat
Laplace’a sygnatéw: wyjsciowego i wejSciowego:

Definicja 9 Transmitancja operatorowa  niecatkowitego
rzedu

Y bysPm 4 ...+ bysP + b
(12) G(S) o (S) _ mS + + 018 + 0g

U(s)  aps® + ...+ a1s* +ag

Transmitancja (12) moze by¢ modelowana w $rodowisku
MATLAB wytgcznie z uzyciem skonczenie wymiarowych
aproksymaciji catkowitego rzedu. Przyktady dwoch typowych
aproksymacji uzywanych do tego celu sg podane w nastep-
nej sekcji.

Aproksymacije ciagte transmitancji niecatkowitego rzedu

Aproksymacje catkowitego rzedu podstawowych ele-
mentéw utamkowych byty prezentowane w wielu pracach,
np [2] , W tym miejscu zostang przypomniane dwie typowe,
zblizone do siebie aproksymacje, zaproponowane przez
Charefa (zob. [3]), oraz Oustaloupa (zob [15],[8]). Idea
obu tych metod jest bardzo zblizona do siebie i polega na
przyblizeniu charakterystyki Bodego modutu transmitancji
utamkowej poprzez charakterystyke elementu aproksymu-
jacego.

Aproksymacja Charefa
Aproksymacja Charefa jest stosowana do przyblizenia trans-
mitancji podstawowego elementu inercyjnego utamkowego
rzedu o postaci:

1

(13) (Ts + o

G(s) =
gdzie T jest statg czasowg, 0 < 1 < 1 jest utamkowym
rzedem obiektu. Aproksymacja skonczenie wymiarowa ele-
mentu (13) zaproponowana przez Charefa ma nastepujaca
postac:

Ncn

IITa+2)
o) = o
I1A+;)

=0

(14)

gdzie z; oraz p; sg zerami i biegunami aproksymacji, Ny,
jest rzedem aproksymacji. Zera i bieguny aproksymacji sg
zdefiniowane nastepujaco:

(15) p==

T
(16) po =pVb
(17) pi = po(ab)’ i=1..N
(18) 2 = apo(ab)’ i=1..N
gdzie

A
a = 10100-aD)

b= 10Tr
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W (19) i (20) A jest maksymalnym btedem aproksymacii,
wyrazonym w [dB].  Dobédr wielko$ci tego parametru
niezaleznie od modelowanego obiektu moze by¢ wykonany
doswiadczalnie z uzyciem podejscia oméwionego w pracy
[11].

Aproksymacja Oustaloupa (ORA)
Aproksymacja ORA (zob [15], [8]) jest dedykowana do zapisu
elementarnej transmitancji niecatkowitego rzedu o postaci
(21).
(21) G(s) = s*?
Transmitancja aproksymujaca ma postaé zblizong do
aproksymaciji Charefa (14):

N,

Q
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(22) Gora =
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n
W réwnaniu (22) Nora oznacza rzad aproksymaciji, p i v
sg zerami i biegunami transmitancji aproksymujacej, zdefin-
iowanymi nastepujaco:

(23) 1 = wi\/1M
(24) Vp = ptpy n=1.N
(25) fnt1 =Vpn n=1.N-—-1
gdzie:

Wh | (22
(26) 7=

wy
27) n= (ﬂ (=2)

wy

W (26) i (27) w; oraz wy, 0znaczajg zakres pulsacji, dla jakiej
aproksymacja ma by¢ zastosowana. W praktycznej sytuacji
zakres pulsacji powinien by¢ jak najwezszy, gdyz gwarantuje
to dobrg doktadno$¢ aproksymacii (zob [11]).

Proponowe modele w postaci transmitancji hybrydowej

Wyniki wczesniejszych prac autora (zob np.[13], [10])
wskazuja, ze model o dobrej doktadnosci i niezbyt wysok-
iego rzedu moze byé otrzymany jako potgczenie modelu
catkowitego rzedu z modelem utamkowym. Mozna tu zapro-
ponowaé nastepujace modele:

1
(T@lsal + 1)(Tn18 + 1)n1

gdzie: T,, i T}, sa stalymi czasowymi czesci utamkowe;
i catkowitej, 0 < a1 < 1 oraz ny € Z sa rzedami czesci
utamkowej i catkowitej. Element utamkowego rzedu s w
transmitancji (28) moze by¢ opisany z uzyciem aproksymacji
ORA (zob. np.[15]).

(28) Gi(s) =

Drugi model hybrydowy model proponowany przez au-
tora ma postaé nastepujaca:

1
29 G =
( ) 2(5) (TOLQS T 1)(12 (Tngs + 1)n2
gdzie: T,, i T,, sa rowniez stalymi czasowymi czesci

utamkowej i catkowitej, 0 < ao < 1imng 0znaczajg rzedy tych

czesdci. Element inercyjny utamkowego rzedu stz
@2

w (29) jest aproksymowany z wykorzystaniem aproksymaciji

Charefa (14).

W przypadku rozwazanego obiektu mozna tez zapro-
ponowa¢ model niecatkowitego rzedu z opdznieniem,
opisany nastepujaca transmitancjg operatorowa:

—TS

(&

30 S —
( ) Ta38a3 _|_ 1

G3(s)

W réwnaniu (30) T,, jest stata czasowg, 7 jest czasem
martwym modelu.

Odpowiedz skokowa kazdej z powyzszych transmitanc;ji
jest opisana nastepujgco:

@) w0 =LLG) =123

Przyktady
Model hybrydowy obiektu cieplnego

Jako pierwszy przyktad rozwazmy eksperymentalny obiekt
cieplny pokazany na rysunku 2. Jego gtéwng czescig jest
miedziany pret dtugo$ci 260[mm]. W celu uproszczenia dal-
szych rozwazan zaktadamy, ze jego dtugo$¢ wynosi 1.0 i
dtugosci pozostatych elementéw (grzatka i czujniki temper-
atury Pt100) bedg odnoszone do dtugosci jednostkowej. Pret
jest ogrzewany grzatkg dtugosci Axzy = 0.14 zlokalizowang
na jednym z koncow.Temperatura preta jest odczytywana z
wykorzystaniem czujnikéw Pt100 o diugosci Ax zamocow-
anych w punktach: 0.29, 0.50 and 0.73 dtugosci preta. Syg-
natem wejsciowym jest znormalizowany analogowy sygnat
pradowy z zakresu 0 — 20[mA], podawany z wyjscia anal-
ogowego sterownika PLC. Sygnat ten jest nastepnie wz-
macniany do zakresu 0 — 1.5[A] i podawany na grzatke.
Sygnaty z czujnikow Pt100 sa odczytywane bezposrednio
przez wejscia analogowe sterownika PLC. Dane ze sterown-
ika sa odczytywane przez aplikacije SCADA, potagczong ze
sterownikiem za posrednictwem sieci PROFINET. W dalszej
czesci rozdziatu zaktadamy, ze rozwazamy tylko wyjscie nr
2 z obiektu. OdpowiedZz skokowa uktadu na tym wyjsciu
pokazana jest na rysunku 3.

PROFINET

\ ) i PLC configuration software

{ pt100 } { pt100 }

Ax

B

u(g):W
0-15A

1
heater { pt100 }

H_J;v_/

Axy Ax

|
|

Rys. 2. System eksperymentalny z obiektem cieplnym

Opisany powyzej obiekt moze by¢ opisany wieloma
modelami matematycznymi catkowitego rzedu, zaréwno w
przestrzeni stanu, jak tez w postaci transmitancji oper-
atorowej (zob np [13]). Wyniki wczesniejszych badan
wskazuja, ze wszystkie rozwazane wcze$niej modele
catkowitego rzedu moga by¢ uogdlnione do modeli rzedu
niecatkowitego.

Eksperymenty wykonano z wykorzystaniem uktadu
doswiadczalnego pokazanego na rysunku 2. Odpowiedz
skokowa byta testowana w przedziale czasu Ty = 300[s] z
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Rys. 3. odpowiedz skokowa na wyjsciu nr 2 obiektu cieplnego

okresem prébkowania rownym T = 1[s|, parametry wszyst-
kich rozwazanych modeli byty wyznaczane poprzez minimal-
izacje typowego wskaznika $redniokwadratowego (MSE):

MSE = S (k)2
—fZ(e())

5 k=1

(32)

W (32) K, oznacza ilo$¢ zebranych probek, a e™ (k) oz-
nacza réznice pomiedzy warto$cia sygnatu zmierzonego y(t)
i wyliczonego z uzyciem modelu y,,, (t) w k tej chwili czasu:

€(k) = y(kTs) - ym(kTs))

Identyfikacja parametréw dla wszystkich omoéwionych
powyzej modeli zostata przeprowadzona poprzez minimal-
izacje funkcji kosztu (32). Wyniki sg podane w tabelach: 1,
2, 3 oraz pokazane na rysunkach: 4, 5, 6. W przypadku

(33)

Tablica 1. Parametry modelu hybrydowego (28) dla obiektu
cieplnego
Parametr([ni| a1 Toy Ty MSE |NogralP

Value || 3|0.8560|15.2613|12.1504|1.9984e-06| 8 |5

0.35

0.3 B

0.25- /[/J’J_J—Af

0.2 B

0151 . : B

odpowiedY obiektu i modelu hybrydowego nr 1

0.05F / i

0 I I I I I
0 50 100 150 200 250 300

czas [s]

Rys. 4. Odpowiedzi skokowe: obiektu cieplnego i modelu hybry-
dowego (28)

Tablica 2.
cieplnego
Parametr||na| az | Ta, Ty MSE |Ncu|A
Wartosc¢ || 3 [0.0494(0.0012|20.3329(1.3426e-05| 8 |0.1

Parametry modelu hybrydowego (29) dla obiektu

Tablica 3. Parametry modelu hybrydowego z op6znieniem (30) dla
obiektu cieplnego

Parametr|| a3 Tes T MSE |Nora|Mp
Wartosc¢ |{1.0307(50.4737(21.5191|8.4810e-06| 8 10

0.35

0.25F

021

0.15F

0.1

odpowiedV obiektu i modelu hybrydowego nr 2

i i i i
100 150 200 250 300
czas [s]

Rys. 5. Odpowiedzi skokowe: obiektu cieplnego i modelu hybry-
dowego (29)

0.3

odpowiedY obiektu i modelu z opoznieniem

-0.05 i i i i i
0 50 100 150 200 250 300

czas [s]

Rys. 6. Odpowiedzi skokowe: obiektu cieplnego i modelu z opdznie-
niem (30)

rozwazanego obiektu cieplnego najdoktadniejszym modelem
w sensie funkcji kosztu (32) jest model bez opdznienia,
opisany przez transmitancije (28).

Model hybrydowy sterowania predkoscia obrotowg
silnika indukcyjnego

Jako drugi przyktad rozwazmy system sterowania pred-
koscig obrotowa silnika elektrycznego, pokazany na rysunku
7. Jego gtobwnag czescig jest 3 fazowy silnik elektryczny
pradu przemiennego 3SG90L-4, 1,5kW, 230/400V, 1440
/min, ktérego predko$¢ obrotowa jest sterowana za posred-
nictwem falownika Schneider Electric Telemecanique Altivar
28. Predkos¢ obrotowa watu silnika mierzona jest z uzyciem
tachopradnicy, ktorej sygnat wyjSciowy jest zbierany przez
Srodowisko Dasylab za posrednictwem karty przemystowej
Advantech PCL818HD. Predko$¢ obrotowa watu silnika przy

fz
n
@

AC
Taesanenan

i

AC

Eromqusnsy adalor

HTLEREr

Rys. 7. Uktad do$wiadczalny z silnikiem asynchronicznym

skokowej zmianie czestotliwosci sygnatu zasilajacego z 20
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[Hz] na 50 [Hz] pokazana jest na rysunku 8. Opisany powyzej

12 T ‘ T ‘ T

My [1/min]

02 i i i i i
[1]

Rys. 8. Predkos¢ obrotowa silnika w funkcji czestotliwosci sygnatu
zasilajacego

model sterowania predkoscig zostat opisany z wykorzys-
taniem transmitancji hybrydowej (28) . Metodyka identyfikacji
parametréw tej transmitancji dla rozwazanego przyktadu
bazuje réwniez na wykorzystaniu funkcji kosztu (32) i zostata
doktadnie omoéwiona w pracy [10]. Parametry modelu (28)
dla rozwazanego silnika elektrycznego sg podane w tabeli
4, poréwnanie odpowiedzi skokowych: obiektu i modelu (28)
pokazane sg na rysunku 9. Z kolei model z opdznieniem
(30) dla rozwazanego silnika elektrycznego zostat zaprezen-
towany w tabeli 3 oraz na rysunku 10.

Tablica 4.
trycznego
Parametr|| a1 | Ta, Tn, |Nora|ni| MSE

Wartos¢ |[1.729(0.0068(0.0656| 2 |3 |1.1679e-05

Parametry modelu hybrydowego (28) dla silnika elek-

0.7

Odpowiedzi obiektu i modelu hybrydowego

01 I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 1.4
czas [s]

Rys. 9. Odpowiedzi skokowe: silnika i modelu hybrydowego (28)

Tablica 5. Parametry modelu hybrydowego z op6znieniem (30) dla
silnika elektrycznego

Parametr|| a1 | Ta, 7 |Nogra|Np| MSE
Wartos¢ ||1.667]0.1154/0.052| 8 | 10 |2.9505e-04

Na podstawie analizy wynikow dos$wiadczalnych dla
rozwazanego modelu sterowania predkoscig silnika mozna
stwierdzi¢, ze model hybrydowy nie zawierajacy op6znienia
jest znacznie dokfadniejszy od modelu z opdznieniem,
podobnie, jak w wypadku procesu cieplnego rozwazanego
w poprzednim przyktadzie.

Uwagi koncowe

Jako podsumowanie niniejszej pracy mozna stwierdzié,
ze wszystkie proponowane modele niecatkowitego rzedu
poprawnie i z dobrg doktadnoscig opisujg rozwazane sys-
temy dynamiczne. Nalezy tez zauwazy¢, ze w przypadku
stosowania modeli niecatkowitego rzedu dodanie do modelu

0.7

Odpowiedzi skokowe obiektu i modelu z opdznieniem

-01 L L L L I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

czas [s]

Rys. 10. Odpowiedzi skokowe: silnika i modelu hybrydowego z
op6znieniem (30)

cztonu opdzniajgcego nie poprawia w znaczgcy sposoéb jego
doktadnosci.

Istotnym problemem ktéry jest aktualnie badany przez au-
tora jest mozliwo$¢ wystgpienia kompensacji biegundéw i zer
aproksymacji niecatkowitego rzedu oraz cze$ci catkowitego
rzedu, ktére to zjawisko moze wystapi¢ przy szczegdélinych
wartoséciach parametréw modelu i aproksymacji. Jego wys-
tgpienie moze spowodowaé znaczne pogorszenie doktad-
nosci modelu. Podobny problem w przypadku modelowania
transmitancji niecatkowitego rzedu z biegunami i zerami byt
oraz aproksymacji Charefa byt rozwazany w pracy [12].

W ramach dalszych badan planuje sie takze zastosowanie
prezentowanych modeli do konstrukcji specjalnych algoryt-
moéw sterowania niecatkowitego rzedu, np. regulatora reduk-
cyjnego lub predyktora Smitha niecatkowitego rzedu.

Praca zostata zrealizowana w ramach dziatalnosci statutowej
AGH, umowa nr 11.11.120.815.
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