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Modelowanie matematyczne proceséw oscylacyjnych
w napedzie elektrohydraulicznym o podatnej transmisji ruchu

Streszczenie. W pracy na podstawie opracowanego modelu matematycznego uktadu pompowego sktadajgcego sie z silnika indukcyjnego
gtebokoztobkowego, ktéry przez sprzegfo elastyczne napedza pompe wodng, analizuje sie nieustalone procesy przejsciowe z uwzglednieniem
stanéw rezonansowych oraz bliskich rezonansu (dudnienie drgarn). Réwnania stanu napedu oblicza sie za pomoc metod numerycznych. Wyniki

weryfikacji modelu przedstawione zostaty w postaci graficznej.

Abstract. In work on the basis of a developed mathematical model of a pump system consisting of a deep-groove induction motor, which drives the
water pump through flexible couplings, transient processes, including resonant states and near resonance (vibration thuds) are analyzed. Equations
of drive state are calculated using numerical methods. The results of model verification are presented graphically. (Mathematical modeling of
oscillating processes in the electro-hydraulic drives with susceptible motion transmission).

Stowa kluczowe: Naped elektryczny, procesy oscylacyjne, pompa pionowa, uktad dwumasowy.
Keywords: Electric drive, oscillating processes, vertical pump, two-mass system.

Wstep

Waznym zagadnieniem analizy uktadow
elektromechanicznych jest uwzglednienie nieustalonych
proceséw dynamicznych oraz oscylacyjnych [1], [2], [3], [9].
W przypadkach najprostszych, gdy wat napedu traktujemy,
jako ukfad absolutnie sztywny [4], [6], [8], oscylacyjne
procesy nieprawidlowo odzwierciedlajg rzeczywiste
przebiegi procesow fizycznych w napedzie. Zwigzane jest
to z tym, ze w absolutnie sztywnym ukfadzie mechanicznym
niemozliwe jest uwzglednienie proceséw rezonansowych
oraz stanow bliskich rezonansu (dudnienie drgan),
poniewaz w takich przypadkach nie wystepuje
przeksztatcenie energii potencjalnej w kinetyczng i
odwrotnie. Innymi stowami, w absolutnie sztywnym wale a
priori niemozliwe jest zastosowanie niekonserwatywnej
funkcji Lagrange’a w dziedzinie mechaniki [1].

W pracy niniejszej analizowany jest model
matematyczny ukfadu elektromechanicznego obcigzonego
pompg pionowg. Zaktada sie¢, ze wat napedu nie nalezy do
diugich watéw, a dla zmniejszenia uderzeniowych
momentéw w napedzie zastosowano sprzegto elastyczne.
Przy takich zatoZzeniach do opracowania modelu uktadu
elektrohydraulicznego wykorzystuje sie teorie Eulera-

Lagrange’a wykorzystujgc aparat zwyczajnych réwnan
rézniczkowych.
Celem pracy jest modelowanie matematyczne

nieustalonych proceséw oscylacyjnych w rozbudowanym
napedzie elektromechanicznym o hydrodynamicznym
obcigzeniu w postaci pompy pionowej w warunkach
podatnej transmisji ruchu o parametrach skupionych.

Rozwigzanie sformutowanego zadania wykorzystuje
interdyscyplinarne podejscie w tym zmodyfikowang zasade
Hamiltona-Ostrogradskiego. Dla zastosowania wymienionej
zasady nalezy opracowac rozszerzony, niekonserwatywny
lagrangian, drogg formowania czterech elementow tego
ostatniego. Nastepnie wymieniony lagrangian podstawiamy
w funkcjonat dziatania wg Hamiltona-Ostrogradskiego lub
bezposrednio w réwnania Eulera- Lagrange’a [7].

W pracy niniejszej a priori tworzymy réwnania stanu
obiektu, pomijajgc  budowanie  niekonserwatywnego
lagrangianu systemu. Szczegoty wariacyjnych
przeksztatcen zawarte sg w opracowaniach [1], [3], [5].

Model matematyczny ukladu napedowego

Silniki indukcyjne gtebokoztobkowe zasilane sg z
uzwojen wtérnych transformatoréw mocy, tak, jak w
przypadku pomp poboru wody z rzek i jezior do chtodzenia

turbozespotéw elektrowni cieplnych. Do obliczenia spadku
napiecia na uzwojeniach silnika indukcyjnego wtgczamy w
uktad zasilajgcy cewke powietrzng Ry, Lo, co przedstawiono
na rysunku 1.
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Rys.1. Schemat zasadniczy podukfadu mechanicznego systemu
elektrohydraulicznego

Model matematyczny gtebokoztobkowego silnika
indukcyjnego z uwzglednieniem cewki powietrznej

Zakfada sie, ze silnik indukcyjny pracuje wytgcznie w
stanach symetrycznych, bez uwzglednienia przewodu
neutralnego. W takim przypadku na podstawie pierwszego
prawa Kirchhoffa réwnania podukiadu elektrycznego
zapisujemy tylko dla dwu faz, przyktadowo dla A i B, co
powoduje, ze réwnania elektrycznego poduktadu
zapisujemy w postaci macierzowo-wektorowe;.

Poniewaz uktad pompowy jest zasilany przez cewke
powietrzna, jej rbwnania zapiszemy w sposob nastepujgcy:

. di
(1) u, :R015+L0d—;,

ug=u-u,
gdzie: u, up, ug — napiecia odpowiednio: zasilania ukfadu,
spadku na cewce, zasilania silnika asynchronicznego.

Model matematyczny silnika indukcyjnego opisujemy po
obliczeniu drugiego wyrazenia w (1) zgodnie z [1]:
dig _

-1
2) (1+LOAS] [As(“—(rs +Rp)ig)+

+Agp(-up —Q¥p —rp/ip )j

(3) d'_R

dt
gdzie: ig, i — prady w uzwojeniach stojana i wirnika, Ag, Agz,
Ars, Ap — wspotczynniki, ktore zalezg od indukcyjnosci
rozproszenia i magnesowania silnika asynchronicznego, Q
— macierz predkos$ci katowej silnika asynchronicznego, ¥ —
strumienie  skojarzone uzwojenia wirnika maszyny,

=Ags(ug —rgig)+ Ap(-up — Q¥ —r1p ip) +Qig
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u — spadek napiecia na czesci czotowej uzwojenia wirnika,
rr;, — Opornosc czesci czotowej uzwojenia wirnika.

Napiecie na pretach klatki wirnika uw; wyznaczamy z
dyskretyzowanych metodg skonczonych rdéznic, réwnan
pola magnetycznego w jednowymiarowej przestrzeni:

dH .
4 ik _ vV
“) dt y(Az)?

V .
(Hj—2H; +H;;.), j=4.B

gdzie: H — natgzenie pola magnetycznego w ztobku wirnika,
v — przewodnosc¢ przewodu ztobka,

Az — jednostka dyskretyzacji,

k — numer jednostki dyskretyzaciji, (zazwyczaj £>12).

Na podstawie teorematu o wartosci napiecia na pretach
klatki wirnika, wyznaczamy to napiecie:

kuki .
e (-3H;,+4H,,—H,3), j=A,B

(5) ug; =-1

gdzie: k,, k; — przektadnia napieciowa i pradowa silnika.
Moment rozruchowy silnika obliczamy z zaleznosci:

(6) Mpy = \/gp(l'sgigA —igqigg) Ty Ty =W,/ W,

gdzie: p — liczba par biegunéw maszyny, " — wskazuje na
przeksztatcony uktad wspéitrzednych ukosnych, i(¥,) —
krzywa magnesowania silnika [1], [3].
Model matematyczny podatnej transmisji ruchu o
parametrach skupionych

W przypadku rozpatrywania uktadu transmisji ruchu
jakiegokolwiek n-masowego uktadu napedowego, jako
system o parametrach skupionych, réwnania jego ruchu w
postaci ogoélnej zapiszemy na podstawie [1] w sposob
nastepujacy:

do

(7) IE:M—CIF, +C,I', -N,Q +N,Q, -M,,
dy

8 —:0)

(8) 7

gdzie: macierze oraz wektory kolumnowe okreslone sg
zaleznos$ciami:

(’OE(O‘)I ,0)2 :-"a(")n)Ta ’YE(’YI 3Y2 a---ayn)Ts

9)

L=V, = Yo Va = Vioeos Ve = Yicisos Yo = Vat) s

L, = (Y, = VY5 = Voo Vit = Yirooo Vst = V) s

— T
Q =(0, —0),0, —0,....0, =0 ;,....0, —O, ;) ,

— T
Q,=(0, —0,0;, —0y,....,0,,, =0 ,....,0,,, —©®,) ,

M =(M,,0,..,0)", M, =(0,0,..,0,M,(v,))",
I=diag(J,,J,,....J,),

c

>~ n+l,n

)s

C, =diag(c y,¢,45---C, ), C, =diag(c, ,c;,,...

N, =diag(v, o, Vv, 5 V,,), N, =diag(v,,,V;,,...,V

> Y n+l,n

Chitk = Crke1s Visrk = Vik+l»

(Cl,O ’cn+l,n ’Vl,O ’Vn+1,n ’YO ’yr1+l ’(’00 ’O‘)HH) = O .

168

)

gdzie: o, y — predkos¢ katowa kazdej masy wirujgcej oraz
jej kat obrotu,

J — moment bezwtadno$ci kazdej masy obrotowe;j,

Crisb Vk+1,k — WspOtczynniki sztywno$ci oraz rozproszenia
sprzegiet elastycznych.

W przypadku, gdy » = 2, réwnania (7 + 9) zapiszemy w
postaci skalarnej, normalnej Cauchy’ego:

do, 1
10 —=—(Mpgy, —c —Y,) = V(0 —®,)]),
(10) 7 Jl( e — (1 =Y2) = Vi (o 2))
do 1
(11) —2:_(Cl,z(Y1_Y2)+V1,2(031_032)—M(®2)),
dy, dy,
12 M, D2_ .
(12) dt LR ®;

Analizowany ukfad transmisji ruchu jest dwumasowy.
Rezonansowg czestotliwos¢ uktadu dwumasowego f

okresla nastepujgcy wzér:
c 1 N 1
1,2 g

Model matematyczny pompy pionowej zostat opisany
w pracy [10] i wykorzystuje sie go w niniejszym artykule.

Na podstawie trzech przedstawionych modeli analize
poduktadéw systemu elektrohydraulicznego dokonuje sie
przez wspolne catkowanie nastepujgcego uktadu réwnan
rézniczkowych: (2 + 4), (10 + 12) z obliczeniem drugiego
wyrazenia w rownaniach (1), (5 + 6), (13).

O _ 1

13 = =—
(13) 2n 2x;

Jo

Wyniki symulacji komputerowej

Analiza stanéw nieustalonych zostata przeprowadzona
dla uktadu napedowego, ktérego schemat przedstawiono
na rysunku 1.

Dane znamionowe silnika 12-52-8A sg nastepujgce: Py
=320 kW; Uy =6 kV; Iy =39 A; oy=740, s, p =4, J, = 49
kg m?, J, = 50 kg - m”. Krzywa magnesowania silnika jest
aproksymowana réwnaniem: Y, 12,4 arctg(0,066in).
Parametry cewki powietrznej majg wartosci: Rp = 1.2 Q, Lo
=30 mH.

Uktad réwnan rézniczkowych catkujemy metodg Runge-
Kutta 4-go rzgdu.

Badania prowadzono dla wysokosci podnoszenia wody
H, = 4m w sposob nastepujgcy. W momencie czasowym ¢ =
0s uklad pompowy przedstawiony na rysunku 1 zostat
zasilany z symetrycznego uktadu napie¢ u o mocy
nieskonczonej. W stanie ustalonym doprowadzamy do
wybiegu wirnika po okoto 5 sekundach. Wszystkie cztery
eksperymenty trwaty po 16 sekund. W analizie procesow
oscylacyjnych w uktadzie zmienia sie sprzegta elastyczne w
transmisji ruchu napedu. Wiasna czestotliwos¢é uktadu
pompowego jest obliczana na podstawie wzoru (13).
Symulacje czterech eksperymentéw przeprowadzono dla
nastepujgcych parametréw sprzegiet elastycznych:

1.—¢;,=10° MN'm, v,, = 45 N-m-s, f; = 27,6 Hz;
2.—¢,=2,66 MN'm, v,, =55 N-m-s, f; = 45 Hz;
3.—¢12=3,09 MN-m, v;, =70 N-m-s, f; = 48,5 Hz;
4.—c¢;,=5MNm, v;, =150 N-m-s, f, = 61,6 Hz.

Sprzegta elastyczne zostaty dobrane w taki sposéb, aby

przedstawi¢ rozne stany mechaniczne uktadu pompowego
w sensie proceséw oscylacyjnych.
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Rys.2. Chwilowa predko$¢ obrotowa drugiej masy (J,) — pompy
napedu hydraulicznego. Pierwszy eksperyment

49 M, kNm

I I I I I
0 4 8 12 16

Rys.3. Chwilowy moment sprezysto$ci w sprzegle elastycznym.
Pierwszy eksperyment

Na rysunku 2 przedstawiono zmiany predkosci
obrotowej uktadu napedowego z pierwszym sprzegtem. Dla
tego typu sprzegta pompa pracuje prawidtowo we
wszystkich stanach nieustalonych. W uktadzie nie ma
duzych uderzeniowych momentow sprezystosci w sprzegle
elastycznym, co wida¢ na rysunku 3. Ponadto sprzegto
elastyczne dostatecznie ttumi roznego rodzaju fluktuacje
powigzane z przeksztalceniem energii elektromechanicznej
w urzgdzeniu pompowym.

Na rysunkach 4, 5 przedstawiono chwilowe momenty
sprezystosci w sprzegle elastycznym w drugim i trzecim
eksperymencie. Prowadzgc analize poréwnawczg
eksperymentow przedstawionych na rysunkach 3, 4, 5
zauwazamy wzrastajgcg wartos¢ momentu sprezystosci.

Wynika to z przyblizaniem sie wartoSci wilasnej
czestotliwosci do stanu rezonansu. Na rysunku 4
przedstawiono stan dudnienia drgan  wystepujgcy

bezposrednio przed rezonansem, a na rysunku 5 widac
wyraznie stan rezonansowy. W poréwnaniu z rysunkiem 3
mozna stwierdzi¢, ze w stanie dorezonansowym amplituda
oscylacji momentu sprezystosci podczas rozruchu jest
okoto 6,5 razy wieksza, a w stanie rezonansowym moment
sprezystosci wzrasta o okoto 11 razy. Tak duze wzrosty
momentu prowadzg nie tylko do nieprawidtowej pracy
napedu. Z przeprowadzonej analizy wynika, ze nie nalezy
dopuszcza¢ do pracy napedu w stanach dudnienia i
rezonansu, ktére sg stanami awaryjnymi dla uktadu
pompowego.

W celu doktadniejszego przedstawienia wizualizacji
czestotliwosci drgan momentu sprezystosci w pracy
wiekszos¢ rysunkéw zawiera dodatkowe mini rysunki z

matym zakresem czasowym, na ktérych dobrze widac¢
wilasng rezonansowg czestotliwos$é dwumasowego uktadu.
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Rys.4. Chwilowy moment sprezystosci w sprzegle elastycznym.
Drugi eksperyment

80+ M, KNm

-80— T T T \
0 4 8 12 16

Rys.5. Chwilowy moment sprezystosci w sprzegle elastycznym.
Trzeci eksperyment

Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono przebiegi chwilowe:
predkosci obrotowej napedu pompy (druga masa) oraz
pradu fazy 4 stojana w trzecim eksperymencie w stanie
rezonansowym.
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Rys.6. Chwilowa predkos¢ obrotowa drugiej masy (J,) napedu
hydraulicznego. Trzeci eksperyment

Rysunek 6 nalezy analizowa¢ w poréwnaniu z
rysunkiem 2. Z analizy porownawczej widaé wzrost
amplitudy drgan predkosci, co zwigzane jest z
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rezonansowymi procesami w napedzie. Z punktu widzenia

fizyki stosowanej mozna zauwazyc¢

wzajemne 1.

oddziatywanie fal mechanicznej i elektromagnetycznej. W
poduktadzie elektrycznym taki wptyw jest mniejszy. Procesy
rezonansowe W poduktadzie mechanicznym sg bardziej
odczuwalne w poréwnaniu do podukfadu elektrycznego.

Isa, A

ts

I
16

Rys.7. Chwilowy prgd w uzwojeniu fazy A stojana. Trzeci

eksperyment
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Whioski

Dla analizy proceséw nieustalonych w napedzie
hydraulicznym transmisje ruchu uktadu napedowego
nalezy rozpatrywaé, jako uktad podatny. W prostszym
przypadku, jako system o parametrach skupionych, a w
ztozonych ukiadach, jako wuklad o parametrach
roztozonych.

Waznym pytaniem na etapie projektowania transmisji
ruchu napedéw jest prawidlowy dobdr sprzegiet
elastycznych.  Nieprawidtlowy ich  wybér moze
spowodowaé¢ nie tylko awarie, a szczegdlnie w
napedach wielkiej mocy powazne wypadki.

Bardzo waznym jest takze pytanie o niezawodnosé
transmisji ruchu napedow asynchronicznych,
sterowanych przez przemienniki czestotliwosci. Takie
uktady napedowe sg bardziej podatne na prace w
stanach rezonansowych oraz okoto rezonansowych
(dudnienie).

Waznym kryterium wyboru sprzegta elastycznego
w transmisji ruchu jest jego gtéwne przeznaczenie:
ttumienie roznego rodzaju drgan pasozytniczych. Dobor
sprzegiet nalezy dokonywaé po uprzedniej analizie
catego uktadu napedowego. Badania eksperymentalne
sg kosztowne a czasami niebezpieczne i dla
efektywnego rozwigzywania postawionych zadan
powinien by¢ wykorzystany aparat modelowania
matematycznego.

Autor: dr inz. Andrzej Szafraniec, Uniwersytet Technologiczno —
Humanistyczny, ~Wydziat Transportu | Elektrotechniki, ul.
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Rys.8. Chwilowy moment sprezystosci w sprzegle elastycznym. 6]

Czwarty eksperyment

Na rysunku 8 przedstawiono przejsciowy moment

sprezystosci w sprzegle elastycznym dla

czwartego  [7]

eksperymentu. W tym przypadku uktad znajduje sie
znaczaco poza rezonansem. W poréwnaniu z rysunkiem 3 (8]

z pierwszego eksperymentu  wartosci
sprezystosci roznig sie w niewielkim stopniu.

momentéw
Natomiast 9]

sprzegto o duzej sztywnosci niedostatecznie tumi

pasozytnicze drgania w transmisji ruchu napedu.
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