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Analityczno-numeryczna metoda badania wtasciwosci stanoéw
kwantowych w supersieciach pétprzewodnikowych

Streszczenie. W artykule przedstawiono efektywna, pot-analityczng metode samouzgodnionionego rozwigzywania rownan Schrédingera i
Poissona w supersieciach potprzewodnikowych. Bazuje ona na aproksymacji funkcji gestosci tadunku wielomianami, co pozwala uzyskac¢
analityczne rozwigzania w/w réwnan oraz zastosowac metode macierzy przejscia.

Abstract.. The paper presents an efficient, semi-analytical method of self-consistent solution of Schrédinger and Poisson equations in
semiconductor superlatices. It is based on the approximation of electrical charge density function by polynomial. This allows us to obtain
the analytical solutions of the above-mentioned equations and to apply the Transfer Matrix Formulation (TMF). (Analytic-numerical method
for investigating the properties of quantum states in semiconductor superlattices).

Stowa kluczowe: supersieci potprzewodnikowe, samouzgodnionione rozwigzywanie réwnan Schrédingera i Poissona
Keywords: semiconductor superlatices, self-consistent solution of Schrédinger and Poisson equations

Wstep

Supersieci potprzewodnikowe to struktury modutowe, w
ktérych utozone naprzemiennie nanometrowe warstwy
dwéch  réznych  polprzewodnikéw lub  ich  stopdw,
wytwarzajg periodyczny potencjat elektrostatyczny o
okresie d znacznie przekraczajgcym okres zmian potencijatu
pola pochodzgcego od atoméw sieci krystalicznej (rys.1.).
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Rys.1 Fragment supersieci wykonanej z warstw AlGaAs oraz
GaAs oraz ilustracja periodycznego potencjatu o okresie d, ktory
powstaje w materiale na skutek modulacyjnego utozenia warstw
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Nosniki fadunku elektrycznego poruszajgce sie w takim
srodowisku ulegajg efektom kwantowym, ktére mogg by¢
wykorzystane do konstruowania wielu nowatorskich
przyrzadow elektronicznych, jak np. kwantowy laser
kaskadowy [1], [2].

Pomimo prostej geometrii supersieci (w praktyce
wystarczy zwykle rozpatrywa¢ modele jednowymiarowe),
modelowanie dziatania takich przyrzadéw okazuje sie
bardzo trudne, poniewaz wymaga uwzglednienia wielu
rodzajéw oddziatywan nosnikow pragdu (z potencjatem
supersieci, przytozonym polem elektrycznym, innymi
nosnikami, domieszkami, fotonami i fononami) [3].
Obliczenia wymagaja wigc uwzglednienia wielu rodzajow
pol  sprzezonych (elektrycznego, rozktadu fadunku,
kwantowej funkcji falowej, temperatury), majg charakter
iteracyjny (samouzgadnianie pdl) i przy korzystaniu z metod
stricte numerycznych (jak np. réznic skonczonych), sg
zwykle bardzo czasochtonne [4].

W prezentowanej pracy zaproponowano pewne
procedury o czesciowo analitycznym charakterze, ktére
mogg w znacznym stopniu przyspieszy¢ tego typu
symulacje. Opierajg sie one gidwnie na aproksymowaniu
funkcji rozktadu tadunkéw i potencjatu elektrostatycznego w
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kazdej z warstw supersieci za pomocg wielomianéw oraz
wykorzystaniu idei metody macierzy przejscia, dzieki czemu
unika sie dyskretyzacji modelu supersieci.

Sformutowanie zagadnienia

Geometrie analizowanego zagadnienia wraz z przyjetym
uktadem wspotrzednych ilustruje Rys. 1. Rozwazany jest
stacjonarny, jednowymiarowy model supersieci, tzn.
przyjmuje sie, ze wszystkie analizowane pola fizyczne sg
funkcjami jednej zmiennej z. Podyktowane jest to faktem, ze
w rzeczywistych strukturach tego typu (np. laseréw
kaskadowych) proporcje rozmiaréw podtuznych do
poprzecznych sg rzedu 1:1000 przez co zmiany pol w
kierunkach poprzecznych sg =zaniedbywalnie mate w
poréwnaniu do zmian w kierunku wzdtuznym.

Kazda z warstw struktury jest potprzewodnikiem
(domieszkowanym Ilub nie). Skokowa zmiana szerokosci
przerwy energetycznej materiatdw tworzgacych supersieci
generuje potencjat elektryczny o] nieciggtym
(,schodkowym”) charakterze (por. Rys. 1) nazywany dalej
potencjatem struktury.

Wskutek przytozenia napiecia polaryzujgcego miedzy
skrajne warstwy (zrédfo i dren) w strukturze pojawia sie
pole elektryczne, ktérego potencjat nazywany bedzie
potencjatem przytozonym.

Niezrownowazony lokalnie tadunek jonéw domieszek i
nosnikéw pradu (na ogét mogg to by¢ elektrony lub dziury;
dla uproszczenia zapisOw zakitadamy dalej, ze sg to
elektrony) wytwarza dodatkowy potencjat naktadajgcy sie
na dwa poprzednie.

Nosniki pradu, podlegajg prawom kwantowym, tzn. ich
rozktad w strukturze podyktowany jest zespolong funkcjg

falowg s spetniajgcg rownanie Schrédingera:
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gdzie: m.; — masa efektywna elektronu w danej warstwie, e
— tadunek elementarny, V — potencjat elektryczny, E —
energia elektronu. Obliczenia przeprowadzone w ramach
dotychczasowych prac [5]-[7] wykazaty, Zze strefy Brillouina
krysztatbw tworzacych supersieci dzielg sie na tzw,
ministrefy Brillouina, z czego wynika fakt istnienia tzw.
minipasm w zakresie pasma przewodnictwa.

Znajomos¢ funkcji falowych w obrebie w/w minipasm
pozwala okresli¢ rozktad catkowitego fadunku w supersieci:
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2) p(2)=€[n(z)~Np (2)]

gdzie Np oznacza koncentracji domieszki
natomiast N(z) jest obliczane wedtug wzoru:

© n(2) =Y i)’

W zaleznosSci (3) n; okredla koncentracje samoistng
elektronédw w minipasmie i supersieci. generuje potencjat
spetniajacy réwnanie Poissone’a:

donorowej

Yo,

4) AV, =-—
p &

gdzie ¢— przenikalnos¢ elektryczna warstwy.

Na powierzchniach granicznych warstw struktury
potencjat i funkcja falowa muszg spetnia¢ odpowiednie
warunki ciggtosci. Oznaczajgc przez z; wspoétrzedng
poczatku j-tej warstwy struktury (patrz Rys.1.), a funkcje
potencjatu w tej warstwie przez V;, warunki jakie ona
spetnia, mozna zapisa¢ jako:

(5) Vj(zj+1):Vj+1(zj+l)
dv; dv;
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Analogiczne warunki dla funkcji falowej majg postac:

(7) '//j(zj+1):l//j+l(zj+1)
dy; dyiy
(8) Mei 2y of i1 gy )

j+l

Dodatkowo nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe na
poczatku struktury (w zrédle) i na jej koncu (w drenie). Dla

funkcji potencjatlu warunki te wynikajg z wartosci
przytozonego napiecia U i mogg by¢ zapisane jako:

9) Vi(z)=U, Vi(zp0)=0

Dla funkcji falowej warunki te dotyczg amplitud fal

padajgcych od strony zrédta i drenu i na ogét moga byé
réznie sformutowane [6].

Podsumowujac, matematyczne sformutowanie
zagadnienia polega na poszukiwaniu w badanym modelu
supersieci trzech pdl sprzezonych: V, v, p, spetniajacych
réwnania (1) - (4), warunki brzegowe (5) - (9).

Idea i algorytm metody

Rozwigzanie tak sformutowanego zagadnienia wymaga
samouzgodnienia obliczanych pdél, co mozna osiggng¢ na
drodze iteracji. Jej pierwszy krok polega na znalezieniu
energii i funkcji wtasnych réwnania (1) dla potencjatu
struktury oraz potencjatu przytozonego.

W przypadku braku potencjatu przytozonego (napiecia
polaryzujgcego) rozwigzanie (1) w kazdej z warstw struktury
mozna przedstawi¢ w postaci funkcji elementarnych —
kombinacji liniowej przeciwbieznych fal pfaskich. Bardzo
wygodng i efektywng metodg wyznaczania wspétczynnikéw
tej kombinacji (amplitud fal) jest metoda macierzy
przejscia [4].

Koniecznos¢ uwzglednienia potencjatu przytozonego,
jak tez potencjalu pochodzgcego od tadunkéw
niezrownowazonych (w kolejnych krokach iteracji) sprawia,
ze rozwigzania rowniania (1) nie da sie juz przedstawi¢ w
postaci funkcji elementarnych. Aby mimo to umozliwi¢
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skorzystanie z metody macierzy przejscia, w niniejszej
pracy proponuje sie przedstawienie rozwigzania réwnania
(1) w formie rozwinie¢ w szeregi potegowe. Rozwiniecia
takie mozna uzyska¢ na drodze analitycznej dla potencjatu
wyrazonego wielomianem (lub ogdlniej — réwniez
szeregiem potegowym). Z réwnania (3) nietrudno
zauwazy¢, ze taka posta¢ potencjatdw odpowiada
analogicznej postaci funkcji gestosci tadunku. Proponuje sie
wiec, aby w kazdym kroku procedury obliczajgcej, po
rozwigzaniu réwnania (1) i skorzystaniu z (2)
aproksymowac¢ funkcje gestosci tadunku wielomianem
(osobno w kazdej z warstw). Na tej podstawie nalezy
okresli¢ potencjat do nastepnego kroku iteracji, w ktérym
powtarzane sg opisane wyzej obliczenia.

Algorytm proponowanej procedury przedstawiono na
rysunku (2).

Parametry struktury,
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Rys.2 Algorytm procedury samouzgodnionego
réwnan Schrédingera i Poissona

rozwigzywania

Szczegobtowy opis procedur wyznaczania rozktadéw
potencjatu i funkcji falowej znajduje sie w kolejnych
rozdziatach.

Procedura obliczania potencjatu
W dalszych rozwazaniach wygodnie bedzie uzywac

wspotrzednych ¢ zdefiniowanych osobno dla kazdej
warstwy modelu supersieci jako:

) {=1-1;,

gdzie sj — grubos¢ j-tej warstwy.

<s.

0= <s;

is

Zaktada sie, ze funkcja gestosci tadunku w j-tej warstwie
jest aproksymowana wielomianem stopnia N:

N
k
(10) pildi)= Y ¢,
k=0
ktérego wspotczynniki @;x sg znane. Podstawiajgc (10) do
(3), po scatkowaniu otrzymuje sie

N+2 K

(1) Vj(51)=kzbj,k§j
=0

gdzie
aj k
12 b. = b
12 I (¥5) (75
Nieznane state bj, i bj; w (11) nalezy wyznaczy¢ na
podstawie warunkéw brzegowych (4), (5), (8). Podstawiajgc
(11) do (4) i (5) otrzymuje sie odpowiednio:
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N+2
k
(13) bj+1,0:bj,0 +s]bj,1+ z bj,kSJ
k=2
& N+2
J k-1
(14) bj+1,1 =_[bj,l + z kbj’kSJ ]
j+l k=2

W notacji macierzowej rownania (13) i (14) mozna zapisaé

nastepujgco:
(15) Do {1 S‘}bj") 4 B
bivi | O mi)bji| |7;Bj
gdzie
éj
(16) nj =
gj+l
N+2 K
k=2
N+2
(18)

' k-1
B] = z kbj,kSJ
k=2

Zaleznos$c¢ (15) pozwala na rekurencyjne obliczanie statych
bjo i bj1 w kolejnych warstwach i po skorzystaniu z (11) i
(12) wyznaczenie petnego rozktadu potencjatu w strukturze
supersieci.

Wartosci statych by i by, (dla pierwszej warstwy)
nalezy wyznaczy¢ z warunkéw (8). W tym celu konieczne
jest ich powigzanie z bry, br; (ostatniej warstwy). Po
wykonaniu obliczen otrzymuje sie ostatecznie:

b b
(19) SOl=AL Y LW
b, by,
gdzie
j=1
(20) A= Aj
j=L-1
1) A {1 °)
j =
0 n;
L-2( j=i+l
(22) W = 1A Ti+T
i=1\_j=L-1
B.
(23) T=|
7iBj
Korzystajac z (8), (11) i (19) otrzymujemy:
(24) b, =U
a +a,,S +W, +W,s, +B
(25) by, :_( 1,1 T4 L)J 1 T VWoo T B
82t 8,5.
gdzie an, , W, — elementy macierzy A i wektora W
(odpowiednio).
Reasumujgc, proponowana procedura wyznaczania

rozktadu potencjatu w analizowanej strukturze supersieci
sprowadza sie gtéwnie do wykonywania dziatan mnozenia i
dodawania macierzy rzedu 2 (por. (15), (20), (22)) oraz
obliczania zwyktych sum (por. (11), (17), (18)).

Procedura obliczania funkcji falowej
Wstepnie zaktada sie, ze potencjat w (1) wyrazony jest
w postaci wielomianu (11), ktérego wszystkie wspétczynniki

sg znane. W strefach Zzrodta (j=0) i drenu (j=L+1)
przyjmuje sie, ze potencjaty sg state i rowne (odpowiednio)
Ui 0 (por. (8)).

Réwnanie (1) wygodnie jest najpierw przeksztaici¢ do
postaci bezwymiarowej (dla poprawienia przejrzystosci we
wzorach (26) - (35) opuszczono indeksy j numerujgce
warstwy supersieci):

621//
(26) au_2+[1_ P(u)ly(u)=Ey(u)
gdzie
(27) u=o¢
(28) o=N" thefEE
N+2
(29) P(u):M: d,u”
E D
b
(30) dk=E;k

Poszukiwane rozwigzanie réwnania (26) przedstawiamy w
postaci szeregu potegowego:

(31)

Podstawiajgc (29) i (31) do (26) otrzymuje sie rekurencyjng
zaleznos$¢ dla wspoétczynnikdw Cp:

(32) Chs2 :;{(do —E)c, o+ decnkz}

n(n-1) k=1
Dwa niezalezne rozwigzania réwnania (26) mozna
otrzymacé przyjmujac np.:
(33) Co=1, ¢ =i,
oraz
(34) Co=1, ¢ =-,

gdzie i=\/—_1 )

Funkcja opisana wzorami (31), (32), (33) oznaczana bedzie
dalej jako F'(u), a funkcja opisana wzorami (31), (32), (34)
jako F"(u).

Ogodlne rozwigzanie réwnania (26) mozna wiec zapisac
jako:
(35) w(u)=C"F'(u)+C"F"(u)

Korzystajgc z warunkéw ciggtosci (6), (7) otrzymuje sie
zaleznosci:
36)  Cl,+Cl=ClFl(u;)+cl'F'(u;)

1 11 1 1 11 11
@7 ¢, -cll, =clpGlu;)+clpG) (Uj)

gdzie:

(38) UJ —O'J'Sj,
m;_ o
i+1¥j

(39) B =-i
MjCj
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dFf¢ =
=—L =Y ncu"", K=LII
du n=1 "

(40) G (u)

]

Uzywajgc notacji macierzowej réwnania (36), (37) mozna
przeksztatci¢ do postaci:

Ciut|_n |G
@1) o =Ml i
gdzie
42) M, =1 Filu )+ gi63lu;) F'u)+ 56 ;)

P2l Fluy)- 56} ;) BNy )- 60

Korzystajac rekurencyjnie z (41) otrzymuje sie

I 1
) S
Clan Co
gdzie
j=0

j=L

jest macierzg przejscia dla catej struktury.

State Cé i C|I_IJrl w (43) oznaczajg amplitudy fal padajgcych
na supersie¢ od strony zrodta i drenu (odpowiednio), za$
Cél i C.,, - amplitudy fal odbitych. W celu znalezienia

konkretnej funkcji falowej opisujacej elektron o zadanej
energii dwie z tych wielkosci nalezy zada¢ jako
uzupetniajgce warunki brzegowe (zwykle zaktada sie, ze
amplituda fali padajagcej od strony zrédta jest znana, a od
strony drenu zerowa). Nalezy jednak zaznaczy¢, ze wiele
waznych wiasciwosci badanej struktury (jak np. potozenie
minipasm, wspétczynniki transmisji i odbicia itp.) mozna
okresli¢ juz na podstawie samej macierzy przejscia [5], [6].

Wyniki symulaciji i obliczen

Opisana w poprzednich rozdziatach metoda zostata
zaimplementowana w ramach modelu numerycznego
symulujgcego typowg supersie¢ potprzewodnikowg [8]
Wyniki wstepnych testow przy uzyciu opisanej metody
podejscia przedstawiaja rysunki 3 i 4.
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Rys.3 Obliczone funkcje falowe dla stanéw elektronowych

Rysunek 3 ilustruje przyktady obliczonych przebiegéw
funkcji falowych stanéw elektronowych dla napiecia
polaryzujgcego strukture supersieci o wartosci 50
mV/okres. Na rysunku 4 zilustrowano natomiast rozktad
tadunku elektrycznego wzdtuz osi z supersieci.

142

0.15

0154 = — potencjat
fadunek
0.10 < o~ < 010
-
4 —
-
0.05 ™
-~
_ 005 e
E 0.00 - 2
= } 11 %
e T W g | I 4 000
-0.05 -~
H H
—
010 4
U= 50 mV/okres e R L
015 T T T | R, T RS D
o 10 20 30 40 50 &0 70 -0 a0 100

Rys.3 Rozktad tadunku elektr;é;rrq]ego wzdtuz osi z supersieci
obliczony w procesie somouzgonionego rozwigzywania réwnan
Shrédingera i Poissona

Podsumowanie

W artykule opisano efektywng, poét-analityczng metode
samouzgodnionego rozwigzywania rownan Schrddingera i
Poissona w supersieciach potprzewodnikowych. Opiera sie

ona na aproksymacji funkcji gestosci tadunku
wielomianami, osobno dla kazdej z warstw struktury
supersieci. Pozwala to na uzyskanie analitycznych

rozwigzan obu w/w réwnan i zastosowanie efektywnej
procedury macierzy przejscia do spetnienia warunkow
ciggtosci na granicach warstw. Dzieki takiemu podejsciu
proponowana metoda nie wymaga  dyskretyzacji
analizowanego modelu supersieci i rozwigzywania duzych
uktadéw réwnan, co pozwala znacznie przyspieszyé
symulacje [9]. W pracy zaprezentowano tez rezultaty
wstepnych  testow  potwierdzajgcych  poprawnosé i
efektywnos¢ opisanej metody.

Autorzy: dr hab. Stanistaw Pawfowski, prof. PRz, Politechnika
Rzeszowska, Zaktad Elektrodynamiki i Systemow
Elektromaszynowych, ul. W. Pola 2, 35-959 Rzeszéw, E-mail:
spawlo@prz.edu.pl; dr inz. Mariusz Maczka, Politechnika
Rzeszowska, Katedra Podstaw Elektroniki, ul. W. Pola 2, 35-959
Rzeszéw, E-mail: mmaczka@prz.edu.pl.

LITERATURA
[1] Faist J., Capasso F., Sivco D. L., Sirtori C. i inni, Quantum
Cascade Laser, Science, 264. 5158 (1994), 553 — 556
[2] Kosiel K., Bugajski M., Szerling A., Kubacka-Traczyk J. i inni, 77
K operation of AlGaAs/GaAs quantum cascade laser at 9 um.,
Photonics Letters of Poland, 1. 1, (2009), 16-18
[3] Wacker A., Semiconductor superlattices: a model system for
nonlinear transport, Physics Reports, 357 (2002), 1-111
[4] Karbownik P., Bugajski M., Self-consistent simulation of mid-IR
quantum cascade lasers based on rate equation approach, Proc.
SPIE 8432, (2012), Semiconductor Lasers and Laser Dynamics V,
84321P
[5] Maczka M., Pawtowski S.,Hatdas G., Study of quantum states
maximal localization in nonsymmetrical semiconductor superlattice
structures, Conference: 2016 13th Selected Issues of Electrical
Engineering and Electronics (WZEE), IEEE Conference
Publications, (2016), 1-5
[6] Maczka M., Pawtowski S., Plewako J. Comparative analysis of
selected models of semiconductor superlattices, Przeglad
Elektrotechniczny, 8, (2011), 93
[7] Pawtowski S., Maczka M.: Konstruowanie stanéw kwantowych
w strukturze lasera kaskadowego z wykorzystaniem skonczonego i
nieskoriczonego modelu supersieci potprzewodnikowych, Przeglgd
Elektrotechniczny, 11, (2013), 322-327
[8] Callebaut H., Hu Q., J. Appl. Phys., 98, (2005), 104505
[9] Maczka M., Pawtowski S., Efficient method for transport
simulations in quantum cascade lasers, International Conference
on Nanostructures for Optoelectronics and Biosensors (IC SeNOB),
EPJ Web of Coferences, 133, (2017).

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 93 NR 12/2017



