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Poréwnanie efektywnosci iteracyjnej metody rozwigzan
fundamentalnych i metody elementéw skonczonych w analizie

zagadnien elektrostatyki

Streszczenie. W artykule przedstawiono poréwnanie efektywno$ci iteracyjnej metody rozwigzan fundamentalnych (IMRF) i metody elementéw
skonczonych (MES) na podstawie analizy rezultatéw testéw numerycznych przeprowadzonych na modelowym zagadnieniu elektrostatyki.
Stwierdzono, ze za pomocg IMRF mozna uzyskac rozwigzanie o danej doktadno$ci w czasie wielokrotnie krotszym (nawet kilkadziesigt razy) niz za

pomocg MES.

Abstract. The article presents efficiency comparison of the iterative method of fundamental solutions (IMFS) and finite element method (FEM),
based on the analysis of numerical tests results obtained for the model of electrostatics problem. It has been found, that applying the IMFS a solution
of assumed accuracy could be obtained numerous times shorter (even several dozen times) than using the FEM. (Efficiency comparison of the
fundamental solutions iterative method and finite element method in the analysis of electrostatic problems).
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Wstep

Do rozwigzywania zagadnien pola elektro-
magnetycznego obecnie najpowszechniej stosuje sie
Metode Elementéw Skonczonych (MES) [1, 2, 3].

Korzystajg z niej niemal wszystkie solvery profesjonalnego
oprogramowania do obliczen polowych (np. ANSYS,
Maxwell, Flux, Opera, CST EMC STUDIO). Metoda MES
nalezy do kategorii metod obszarowych (wewnetrznych).
Konkurencyjne w stosunku do nich metody brzegowe (np.
Metoda Elementéw Brzegowych [4] i inne nalezgce do grup
metod momentéw, czy Treftza [5, 6]) nie zyskaty takiej
popularnosci, pomimo ze pod wieloma wzgledami
przewyzszajg metody obszarowe. Sg one lepsze od metod
obszarowych ze wzgledu na: 2znacznie prostszg
dyskretyzacje (dotyczy tylko powierzchni granicznych
obszaréw analizowanego ukfadu), mniejszg wielkosé
modelu numerycznego (liczba koniecznych do otrzymania
rozwigzan niewiadomych) i w konsekwencji mniejsze
wymagania sprzetowe. Do waloréw metod brzegowych
zalicza sie réwniez, m.in.: analityczno$¢ rozwigzania,
tatwos¢ oceny btedu, prostote analizy w obszarach
nieograniczonych. Wazniejszg wymieniang wadg metod
brzegowych jest mniejsza uniwersalnos¢, poniewaz nie da
sie ich bezposrednio zastosowaé do analizy zagadnien, w
ktérych wystepujg osrodki niejednorodne materiatowo lub
anizotropowe o zmiennych wspoétczynnikach anizotropii.
Zdecydowana wigkszos¢ analiz polowych elektrodynamiki
technicznej nie dotyczy jednak tego typu zagadnien, wydaje
sie wiec, ze metody brzegowe powinny byé znacznie
bardziej docenione i wykorzystywane.

Autorzy niniejszej pracy od szeregu lat starajg sie
zaadaptowa¢ do elektrodynamiki obliczeniowej, mato
rozpowszechniong w tej dziedzinie, Iteracyjng Metode
Rozwigzan Fundamentalnych (IMRF), nalezaca do kategorii
metod brzegowych [6, 7].

Celem niniejszej pracy jest wstepna ocena jej
efektywnosci (doktadnosci i czasu obliczen) w zestawieniu z
MES. Poréwnanie przeprowadzono na przykiadzie sto-
sunkowo prostego zagadnienia modelowego 3D z elektro-
statyki. Obliczenia metodg MES wykonano z wykorzysta-
niem oprogramowania ANSYS Electromagnetic Suite 18.2.

Sformutowanie IMRF dla uktadu N natadowanych ciat
przewodzacych

Rozpatrywany uktad sktada sie z N ciat przewodzacych
o zadanych potencjatach V,, n = 1,....N zanurzonych w

obszarze dielektrycznym o statej przenikalnosci elektrycznej
¢. Rozwazane jest zagadnienie obliczania rozktadu pola
elektrostatycznego.

W obszarze dielektrycznym pozbawionym tadunkéw
potencjat elektrostatyczny ¢ (E =—grade, E — natezenie

pola elektrycznego) spetnia réwnanie Laplace’a

1) Ap=0

a na powierzchniach ciat przewodzgcych S, warunki
brzegowe typu Dirichleta:

(2) ?ls, =V,, n=1..,N

Prezentowana metoda rozwigzania tak sformutowanego
zagadnienia ma charakter iteracyjny (por. [6, 7]). W k-tym
kroku iteracji wybierane jest po L, punktow ryn; (i = 1,...,Ly)
we wnetrzu kazdego z obszaréw przewodzgcych Q.
Kazdemu z tych punktéw przyporzadkowany jest parametr
rzeczywisty Qg i, ktory intuicyjnie moze by¢ interpretowany
jako  wartos¢  fikcyjnego  tadunku elektrycznego
znajdujgcego sie w punkcie Iy, . Ladunki te nazywane bedg
dalej zrédtami fikcyjnymi.

Poszukiwany potencjat aproksymowany jest w k-tym
kroku iteracji potencjatem, pochodzacym od wszystkich
zrodet fikcyjnych w uktadzie:
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Niezaleznie od rozmieszczenia zrodet fikcyjnych,
funkcja (3) spetnia dokladnie réwnanie (1) w obszarze
dielektrycznym (jako kombinacja liniowa rozwigzan
réwnania Laplace’a) i jest w nim wszedzie ograniczona (jej
punkty osobliwe Iy i lezg poza obszarem dielektrycznym).

Przyblizone spetnienie warunkéw brzegowych (2)
uzyskuje sie przez odpowiednie okreslenie wartosci zrodet
fikeyjnych Qgni. W tym celu nalezy wprowadzi¢ miare
doktadnosci spetnienia tych warunkéw. Lokalne, wzgledne
odchylenia rozwigzania przyblizonego od doktadnego na
powierzchniach obszaréw przewodzgcych opisujg funkcje

(@) =20V g
E} Vn
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Jako miare doktadnosci catego rozwigzania przyjmuje sie
ich sumarycznag, $redniokwadratowg norme, nazywang
dalej bfedem brzegowym:

> L {[lenPas,
n=1%-n Sn

Warunek jego minimalizac;ji
00y
Ol i

prowadzi (na drodze standardowej procedury najlepszej
aproksymacji [9]) do ukfadu réwnan liniowych

N Ly
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Po numerycznym rozwigzaniu uktadu (7) (np. metodg
eliminacji Gaussa) otrzymuje sie zbiér wartosci zrodet
fikcyjnych Ok ni, ktore po podstawieniu do (3) dajg kolejne
przyblizenie  poszukiwanego rozwigzania, po czym
nastepuje przejscie do nastepnego kroku iteracji.

Uwagi

e Opisana metoda nalezy do kategorii metod brzegowych,
czyli nie wymaga dyskretyzacji wnetrza analizowanego
obszaru, a jedynie jego brzegéw (w celu numerycznego
obliczenia catek powierzchniowych w (8) i (9)).

e Drzieki iteracyjnemu charakterowi IMRF nie wymaga
rozwigzywania duzych uktadow réwnan, co pozwala
unikng¢ problemoéw z ich stabym uwarunkowaniem (czesto
spotykanych w innych metodach brzegowych). Z tego tez
powodu IMRF nie wymaga stosowania sprzetu
numerycznego o duzej pamieci operacyjne;.

o W kazdym kroku iteracji obliczany jest btgd brzegowy
(5), co pozwala na ocene doktadnosci rozwigzania oraz
automatyczne przerwanie obliczen w momencie uzyskania
zadanej dokfadnosci. Mozna teoretycznie wykaza¢, ze cigg
btedéw brzegowych & uzyskiwanych w kolejnych krokach
iteracyjnych jest ciggiem nierosngcym, co oznacza, ze
opisana procedura jest zbiezna [6].

o Szybkos$¢ zbieznosci procedury uwarunkowana jest
m.in. rozmieszczeniem zrédet fikcyjnych. Teoretycznie
mozliwe jest =zastosowanie algorytmu poszukujgcego
potozen optymalnych, co jednak wigze sie ze znacznymi
komplikacjami i wielokrotnym wydtuzeniem czasu przebiegu
kroku iteracji (z tego powodu nie nalezy sie tez spodziewaé
szybszej zbieznosci w czasie rzeczywistym). W
opisywanych testach numerycznych przyjeto zasade
losowego wyboru potozen zrédet fikcyjnych, uzyskujgc w
petni zadowalajgcg zbieznosé (patrz tez [7]).

e Dodatkowym kryterium oceny doktadnosci rozwigzania
moze by¢é maksymalna wartos¢ funkcji btedu brzegowego,

(10) gmaxk = max|€n,k(r)|

ktorg mozna wyznaczy¢é bardzo niewielkim kosztem
numerycznym (wartosci odchylern lokalnych i tak sg
obliczane w kazdym kroku iteracji przy tablicowaniu

wspotczynnikéw by j — por. (4) i (9)). Korzystajac z zasady
maksimum dla funkcji harmonicznych mozna teoretycznie
wykazaé, ze odchylenie rozwigzania przyblizonego od
doktadnego w analizowanym obszarze jest nie wigksze niz
na powierzchniach brzegowych [6, 8]. Daje to gwarancje, ze
wzgledne lokalne odchylenie uzyskanego rozwigzania od
rozwigzania doktadnego w catym analizowanym uktadzie
nie przekracza warto$ci &paxk-

e Zaletg opisanej metody, na ktérg warto tez zwrécié
uwage, jest tatwos¢ wyznaczania sumarycznych tadunkéw
zgromadzonych na powierzchniach ciat przewodzacych (np.
w celu obliczenia wspotczynnikdw pojemnosciowych
uktadu). Z przyblizeniem, wynikajgcym z doktadnosci
uzyskanego rozwigzania, mozna przyjg¢, ze rzeczywisty
strumien pola elektrycznego emitowanego przez dane ciato
przewodzace jest rowny strumieniowi emitowanemu przez
tadunki fikcyjne zgromadzone w jego wnetrzu [8]. Zgodnie z
prawem Gaussa oznacza to, ze rzeczywisty tadunek
zgromadzony na powierzchniach ciat przewodzacych jest
réwny sumie tadunkéw fikcyjnych znajdujgcych sie w ich
wnetrzach. Dzieki temu unika sie klopotliwego i
generujgcego dodatkowe btedy obliczania rozktadu gestosci
powierzchniowej fadunku oraz jej catkowania.

Zestawienie niektorych wtasciwosci IMRF i MES

Metoda elementdw skonczonych jest najbardziej
rozpowszechniong i  najlepiej rozwinietg metoda
numeryczng rozwigzywania zagadnien polowych.

Poswiecona jest jej bardzo bogata literatura (np. [1, 2, 3]).

W przeciwienstwie do IMRF nalezy ona do kategorii
metod obszarowych, czyli wymaga dyskretyzacji zaréwno
brzegow jak i wnetrz obszaréw wystepujacych w
analizowanym uktadzie. Konsekwencjg tego jest zwykle
znacznie wiekszy niz w przypadku metod brzegowych
model numeryczny (zwlaszcza w zagadnieniach 3D).

Innym mankamentem MES (podobnie jak wszystkich
metod obszarowych w stosunku do metod brzegowych)
jest koniecznos$¢ sztucznego ograniczania analizowanego
obszaru w analizie zagadnien otwartych. Autorzy
oprogramowania ANSYS =zalecajg w takim przypadku
ograniczenie obszaru, w ktérym jest analizowane pole
specjalnym obszarem dodatkowym o dziesieciokrotnie
wiekszych rozmiarach [Maxwell Online Help]. Na jego
brzegach przyjmowane sg dla potencjatu zerowe warunki
Neumanna.  Strumien  pola  elekirycznego  przez
powierzchnig ograniczajgca taki obszar jest zawsze zerowy,
co oznacza, iz tak otrzymane rozwigzanie moze nie
spetnia¢ catkowego prawa Gaussa (w przypadku, gdy
tadunki w analizowanym uktadzie sie nie rownowazg).

Ocena doktadnosci rozwigzania w MES jest trudniejsza
niz w IMRF, poniewaz otrzymane za pomocg MES
rozwigzanie nie spetnia doktadnie rozwigzywanego
réwnania i btad brzegowy nie jest miarodajny dla catego
rozwazanego obszaru. W solverze ANSYS Electromagnetic
Suite 18.2 do oceny dokladnosci uzywa sie tzw. bfedu
energetycznego, tzn. réznicy miedzy energig rzeczywistych
zrédet pola wystepujgcych w analizowanym obszarze, a
energig zrodet obliczong na podstawie uzyskanego
rozwigzania [Maxwell Online Help]. Taka wielko$¢ nie daje
sie jednak bezposrednio przetozyé na btad rozumiany jako
Srednie, lub maksymalne odchylenie obliczonej funkcji pola
od wartosci doktadnej. Z tego tez powodu poréwnanie
doktadnosci rezultatéw otrzymanych za pomocg obu metod
nastrecza trudnosci.

Zagadnienie modelowe

W celu poréwnania efektywnosci metod IMRF i MES
przeprowadzono szereg testéw numerycznych dla prostego
uktadu modelowego. Sktada sie on z dwdch kul
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przewodzacych zanurzonych w nieograniczonym obszarze
dielektrycznym (Rys. 1.). W obszarze tym potencjat
elektrostatyczny spetnia réwnanie (1) i warunki brzegowe
(2) na powierzchniach kul.

@ |}

Rys. 1. Rozwazany uktad modelowy

Nalezy zwréci¢ uwage, ze analizowany uktad cechuje
sie symetrig osiowg wzgledem osi OY. Symetrie t¢ mozna
wykorzysta¢ dla skrécenia czasu obliczen (tak metodag
IMRF jak i MES). W opisanych dalej testach numerycznych
celowo z tego zrezygnowano, poniewaz umozliwia to ocene
doktadnosci otrzymanych rezultatéw dla obu metod wedtug
ujednoliconego kryterium.

Testy przeprowadzono dla nastepujgcych danych:
Promienie kul: R; =R,=0,1 m
Odlegtos¢ miedzy srodkami kul: d= 0,4 m
Potencjaty kul: V; =-V, =100 V
Obszar analizy pola: prostopadtoscian o wymiarach 0,8 x
0,5 x 0,5 m (por. Rys 1.)

Obszar zewnetrzny ograniczajacy przestrzen (do analizy
MES): prostopadtoscian o wymiarach 8 x 5 x 5 m.

Wszystkie opisane dalej testy numeryczne wykonano na
komputerze z procesorem Intel® Core™ i7-3770 CPU @
3.50GHz 3.90 GHz, RAM 32 GB.

Przyktadowe rezultaty obliczen
przedstawiono na Rys.2 a).
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Rys. 2. Obliczony rozktad potencjatu w ptaszczyznie OXY
a) za pomoca IMRF b) za pomocg MES (w $rodowisku ANSYS
Elektromagnetic Suite 18.2)

Rezultaty obliczen IMRF

Program numeryczny realizujgcy opisang procedure
IMRF zostat wykonany w jezyku FORTRAN 95 z uzyciem
kompilatora Microsoft Visual Studio 2010 Shell. Uzytkownik
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moze zadac cztery kryteria zakonczenia dziatania programu
(przerwania petli iteracyjnej):

- osiaggniecie zgdanej wartosci btedu brzegowego & (por
®),

- osiggniecie zgdanej wartosci maksymalnego odchylenia
lokalnego &paxk (por. (10)),

- maksymalng liczbe iteraciji,

- maksymalny czas obliczen.

Ponadto, uzytkownik moze zadac¢ liczbe zrodet fikcyjnych L,
uwzglednianych w kazdym kroku iteracyjnym (por. (3)), od
ktérej w duzym stopniu zalezy tempo zbieznosci metody
(por. wykresy na rysunkach 6 7).

Stopien spetnienia warunku brzegowego na powierzchni
jednej z kul (wzdtuz jednego z potudnikoéw), dla réznie
zadanych dokfadnosci (wartosci btedu brzegowego)
ilustruje wykres na rysunku 3.
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Rys. 3. Rozkiad potencjatu na powierzchni kuli o promieniu R,
(wzdtuz potudnika lezgcego w ptaszczyznie OXY) obliczony za
pomoca IMRF dla réznie zadanych dokfadno$ci

Na rysunku 4. przedstawiono obliczony rozktad
potencjatu wzdtuz okregu O(S, R) lezacego w plaszczyznie
rownolegtej do OXZ, o promieniu R = 0,25 m i $rodku w
punkcie S(0; 0,4; 0) m (por. Rys. 1).
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Rys. 4. Rozktad potencjatu na okregu O(S, R) (por. Rys. 1.)
obliczony za pomocg IMRF dla réznie zadanych doktadnosci.

Ze wzgledu na wspomniang symetrie osiowg zagadnienia,
doktadna wartos¢ potencjatu na tym okregu musi
przyjmowa¢ warto$¢ stalg. Roznice w  wartosciach
obliczonych wynikajg wiec z niedoktadnosci rozwigzania i
réwniez moga postuzyé weryfikacji jego dokfadnosci.
Zgodnie z oczekiwaniami, réznice te sg wyraznie mniejsze
niz na brzegach kul (por. Rys.3), co potwierdza teze, ze
miarodajng dla oceny doktadnosci rozwigzania IMRF w
catym analizowanym obszarze jest ocena doktadnosci
spetnienia samych warunkéw brzegowych.

Rezultaty obliczenh MES

Obliczenia MES wykonano za pomocg oprogramowania
ANSYS Electromagnetic Suite 18.2. Przyktadowe rezultaty
obliczen rozktadu potencjatu przedstawiono na Rys.2 b).

Dla oceny doktadnosci otrzymanego rozwigzania
wykorzystano wspomniane wczesniej symetrie zagadnienia,
ktéorych rozwigzania numeryczne, ze wzgledu na ich
przyblizony charakter, w petni nie realizujg. W tym celu
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wykonano szereg testéw polegajgcych na obliczeniach pola
na okregach lezacych w plaszczyznach réwnolegtych do
OXZ i srodkach na osi OY (por. okrag O na Rys.1.).
Przykfady takich obliczen, dla réznie zdanych dokfadnosci
(okreslanych w programie ANSYS przez warto$¢ btedu
energetycznego 4.,), zaprezentowano na rysunku. 5.

14 4
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Rys. 5. Rozkiad potencjatu na okregu O(S, R) (por. Rys. 1)
obliczony za pomocg MES dla réznie zadanych warto$¢ btedu
energetycznego A,

Przyjmujac wartos¢ s$rednig funkcji potencjalu na okregu
jako najblizszg wartosci doktadnej wyznaczono odchylenie
standardowe i maksymalne. Stanowig one miary
doktadnosci rozwigzania analogiczne do & i &naxk
uzywanych w IMRF (por. (5) i (10)) i uzyto ich do
poréwnania efektywnosci obu metod.

Poréwnanie efektywnosci IMRF i MES

W celu oceny efektywnosci obydwu metod wykonano
testy numeryczne pozwalajgce na okreslenie zaleznosci & i
Emaxk 0d rzeczywistego czasu obliczen. Rezultaty
zaprezentowano na rysunkach 6 7.
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Rys. 6. Poréwnanie btedow Sredniokwadratowych dla rezultatow
obliczeh za pomocg MES i IMRF

Z przedstawionych wykresow wynika, ze tempo
zbieznosci IMRF w czasie rzeczywistym poprawia sie w
miare  zwiekszania  liczby fikcyjnych  zrodet L,
uwzglednianych w pojedynczym kroku iteracji.

Dla 10<L,<30 efektywno$¢ obu metod mozna okresli¢
jako zblizong. Dla L,>=30 zauwaza sie wyraznie szybsze
tempo zbieznosci IMRF w stosunku do MES, bez wzgledu
na zadang doktadno$¢. Na przyktad, doktadnos¢ 6= 0,1 %
za pomocg IMRF mozna uzyska¢ juz po czasie
nieprzekraczajgcym 2 s (dla L, = 30), a za pomocg MES
dopiero po ok. 30 s. Doktadnos¢ 6 = 0,01 % za pomoca
IMRF mozna uzyska¢ po czasie ok. 7 s (dla L, = 50), a za
pomocg MES po ok. 450 s (ponad szescédziesigciokrotna
réznica).
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Rys. 7. Poréwnanie btedéw maksymalnych dla rezultatéw obliczen
za pomoca MES i IMRF

Whnioski
Przeprowadzone badania efektywnosci metod IMRF i

MES na podstawie zagadnienia modelowego elektrostatyki

pozwalajg na sformutowanie nastepujgcych wnioskéw:

e tempo zbieznosci IMRF w czasie rzeczywistym silnie
zalezy od liczby fikcyjnych zrodet L, uwzglednianych w
pojedynczym kroku,

e przy odpowiednim doborze L,, za pomocg IMRF mozna
uzyska¢ rozwigzanie o danej dokiadnosci w czasie
wielokrotnie krétszym (nawet kilkadziesigt razy) niz za
pomocg MES,

e regularny charakter krzywych na rysunku 6 sugeruje
mozliwo$¢ udoskonalenia opisanej procedury IMRF
przez dynamiczne ustalanie optymalnej wartosci L, w
kazdym kroku iteraciji.
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