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Modelowanie matematyczne procesow nieustalonych w ukladzie

napedowym dzwigu

Streszczenie. W pracy przedstawiono, wykorzystujgc metody interdyscyplinarne, model matematyczny ukfadu elektromechanicznego w ukfadzie
napedowym dzwigu. Analizowany uktad sktfada sie z silnika indukcyjnego, przektadni mechanicznej oraz mechanizmu podnoszgcego. Model
matematyczny o mechanicznych parametrach roztozonych opisuje skomplikowany uktad rzeczywisty. R6zniczkowe réwnania stanu przedstawiono w
postaci Causze’go, ktére rozwigzano przy pomocy metod numerycznych. Wyniki symulacji komputerowej poddano analizie, a wyniki przedstawiono

w postaci graficznej

Abstract. In the paper a mathematical model of electromechanical unit of a crane drive system, based on interdisciplinary methods, is presented.
The analysed system consists of induction motor, mechanical transmission and lifting mechanism. The mathematical model with continuously
distributed parameters describes a complex real system. Differential state equations in Cauchy’s form are given and solved using numerical
methods. Results of computer simulation are analysed and presented in a graphic form. (Mathematical modeling of transient processes in a

crane drive system).
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Wstep

Napedy elektryczne z silnikami indukcyjnymi sg szeroko
wykorzystywane w przemystowych ukfadach napedowych
przede wszystkim w przemysle chemicznym, przetwérczym
i hutniczym.

W niniejszej pracy przedstawiono model matematyczny
uktadu napedowego dzwigu z silnikiem indukcyjbnym, ktéry
poprzez sprezysto-dysypacyjny uktad transmisji ruchu jest
obcigzony = zadanym  momentem  obcigzenia. Do
sformutowania modelu matematycznego analizowanego

uktadu napedowego wykorzystano interdyscyplinarng
metodg wariacyjng, ktéra opiera sie na modyfikacji
integralnej wariacyjnej zasady Hamiltona, poprzez

wykorzystanie rozszerzenia funkcji Lagrange’a o dwa
dodatkowe sktadniki [1, 3]. Pierwszy sktadnik uwzglednia
rozproszenie energii w ukfadzie oraz drugi — uwzglednia
energie sit aktywnych i pasywnych o charakterze
niepotencjalnym. [1, 3].

Model matematyczny uktadu.

Model matematyczny uktadu sformutowano na
podstawie zmodyfikowanej zasady Hamiltona-
Ostrogradskiego. Z punktu widzenia fizyki wymieniona
metoda pozwala uzyska¢ koncowe réwnania stanu obiektu
wytgcznie na podstawie zasady najmniejszego dziatania [1].
Na rysunku 1 przedstawiono uproszczony schemat
analizowanego uktadu elektromechanicznego.
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Rys. 1. Schemat uktadu elektromechanicznego

Rozszerzony funkcjonat dziatania wg Hamiltona-
Ostrogradskiego  uzyskano  wyznaczajac  elementy
zmodyfikowanego lagrangianu [1, 4]:

(1) L'=T"-P +®"-D",

gdzie: L' — zmodyfikowana funkcja Lagrange’a, T~ -
koenergia kinetyczna, P® — energia potencjalna, o -
energia dyssypacji, D" — energia sil zewnetrznych [1].

Dla ukltadébw o parametrach roziozonych w
jednowymiarowej przestrzeni zmodyfikowana zasada
Hamiltona przybiera postaé [1]:

t
) szj L*+jL,d| dt, Isz,dI,
b | |

gdzie: S — funkcjonat dziatania wg Hamiltona, L; — gestos¢

zmodyfikowanej
energetyczny.

funkcji Lagrange’a, | — funkcjonat

W jakosci uogodlnionych wspotrzednych wykorzystano
tadunki w uzwojeniach (stojana i wirnika) silnika
indukcyjnego. Dla stojana: ¢, ; =Qq,, Qgs, Qsc, | Wirnika:
0, = Qgra> Qrg» Qrc » kat obrotu bebna: q, =¢ oraz funkcje
uogdlnionych  wspoétrzednych —  przesuniecia liny:
gx,t)=u(x,t). W jakosci uogodlnionych predkosci
odpowiednie pragdy w wymienionych uzwojeniach:

Gz =lgas bggs Ise » Oy =lgas Irgs lre G, =@, a takze funkcje:
g(x,t) =v(x,t) — predkosci liny.

Podczas formowania modelu matematycznego przyjeto
zatozenie, ze wat napedowy bebna (rys. 1) jest absolutnie
sztywny. Co pozwala zmniejszy¢ liczbe wspoirzednych
uogdlnionych  systemu. Przektadnia reduktora jest
wielkoscig statg czyli kat obrotu i predko$¢ wirowania silnika
roznie sie od odpowiednich bebna o wspétczynnik
transformacji — k. Mechaniczny ukfad wspotrzednych
zostat sprowadzony do punktu A bebna (rys. 1).

Catkowy moment bezwtadnosci uktadu mozna zapisaé
w postaci:
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(3) Js =35 +Ipan +k*Jem

gdzie: Jg — moment bezwtadno$ci bebna, Jg, — moment

bezwtadnos$ci reduktora, — moment bezwiadnosci

JEm
wirnika  silnika  indukcyjnego, k -
transformacji reduktora (przektadnia).

wspotczynnik

Funkcje przesuniecia poczatku i konca liny oznaczono
odpowiednio jako — u;(t), uy (t) .

Aby sformutowa¢ rozszerzony funkcjonat dziatania wg
Hamiltona niezbedne jest aby ukiad o parametrach
roztozonych nie zmieniat swoich parametrow
geometrycznych [1]. W rozpatrywanym przypadku lina
zmienia swojg dtugo$¢. A to znaczy, aby osiggnac
formalizm Lagrange’a do funkcjonatu nalezy dotgczy¢ tak
zwane umowy transwersalnosci [1]. Poniewaz réwnanie
ruchu poczatku liny jest znane i ma postac:

(4) u = u(xbt)‘)(:R(p = RB(p ’

gdzie: Rg — promien bebna,

co pozwala sformutowac funkcjonat dziatania.
Uwzgledniajac przyjete zatozenia, mozna wykorzystac
zmodyfikowang zasade Hamiltona do rozwigzania

postawionego zadania.

Elementy zmodyfikowanego lagrangianu dla uktadu
elektromechanicznego przedstawionego na rys. 1 mozna
zapisa¢ w postaci:
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gdzie: W¥g5,¥Yr — wektory kolumnowe sprzezen
magnetycznych uzwojen stojana i wirnika silnika

indukcyjnego, rs,rg — macierzy opornosci uzwojen stojana

i wirnika, ig,ig wektory kolumnowe pradéw w
uzwojeniach stojana i wirnika, u — wektor kolumnowy
napiecia zasilania silnika, Mem — moment

elektromagnetyczny silnika, M(®) — moment obcigzenia,
E — modut Junga materiatu liny, S — przekrdj liny, p —
gesto$¢ materiatu liny, v — wspotczynnik zewnetrznego
rozproszenia liny, & — wspotczynnik wewnetrznego
rozproszenia w linie.

Uwzgledniajgc przedstawione zaleznosci wyznaczono
wariacje funkcjonatu i przyréwnano jg do zera.
Uwzgledniajac dodatkowo zalezno$c¢ (10)

a[fg}

10 M =
(10) EM %0

gdzie Mgy, — moment rozruchowy silnika,

otrzymano réwnania ekstremali funkcjonatu.

dav . dv .
(11) dts =u-rg, dtR =—14ig,
do 1 do
12 —=—(Mgy ~M(®)), —=o,
(12) o Jz( EM (®)) e
2
(3 DU_pd 0w v [E
ot x> pS ox’ot  pS ot p

W zaleznosci (12) nalezy wyznaczy¢ wyrazenie dla
obliczenia momentu obcigzania mechanizmu (M (w) ).

Sita, dziatajgca na poczatek liny (F ) opisana jest
funkcja:

ou(x,t)
X |x=0(¢)

2
N ou“(x,t)

14 =ES——>=
(14) ot

[x=0(0)
A sita, dziatajgca na obcigzenie liny:

(15) Fp=ma=mg-Fp -Fg,

gdzie Fp - sita D’alemberta, Fp— sita preznosci w
korncowym odcinku liny, Fg —
rozproszenia w korncowym odcinku liny.

Wtedy, moment zalezy od sit sprezystosci oraz
dyssypacji w pierwszym jednostkowym odcinku dtugiej liny
mozna zapisa¢ nastepujgcym réwnaniem:

2
+ aau (x,t) .
X3t [x=0(p)

Integralny wspétczynnik sztywnosci liny wyznaczono z
réwnowagi sit sprezystosci [2]
ou

CAU=ES—~ ES—
oX AX

sita wewnetrznego

ou(x,t)

(16) M(w)=RF =R| ES——2~
X x=0(e)

(17)

Wtedy, dla rzeczywistej diugosci liny wspétczynnik
sztywnosci przybiera postac¢ (zmienna diugosci Al = Ax):
(18)  c-cah=C>, al=al),

a to oznacza, ze sztywnos¢ liny jest funkcja jej diugosci.

Warunki brzegowe do réwnania (13) z uwzglednieniem
zaleznosci (4) oraz zasady D’alemberta (15) mozna zapisa¢
w nastepujgcej postaci:

(1 9) U(X’t)‘xzo(w) =0= V(X’t)‘X:O((p) = 07 0((p) =0,
2
(20)  ma+Fg+Fp=mI %D £ UD)
ot |x=I(g) X |x=I(p)
o2u(x,t)
+ =mg, I=I(@)=l,-

XAt [x=1(9)

Dyskretyzujac przy pomocy metody prostych wyraZenia
(13), (19), (20), otrzymano:
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dv. E
21)  —t=—— (U, -2u +u,)+
(21) pm p(AX(l))Z( . 1)
“r%(viil =2V, +Vv,,), i=2,.,N-1,
pS (Ax(l))
(22) UIIODVIZO,
dvy UN+1 ~UN-1 , ¢ VN+1 ~VYN-1
23 m— + ES /= + + =mg .
(23) dt 2Ax(1) c 2Ax(1) g

Rozwigzujgc razem wyrazenia (21), przy i=N oraz
(23) wyznaczono ostatecznie réwnania  predkosci
koncowego wezta liny

dvy  2(mgAx(l) + ES(uy_; —un) +E(VN_ —VN))
(24) —=
dt (pSAX(1) +2m) Ax(l)

a takze réwnania przesunie¢ wszystkich weztéw liny.

25 i j=23,.,N
— =V, =2,3,..,N .
(25) praialy J
Biorac pod uwage  algorytm przeksztatcen

algebraicznych przedstawionych w [1, 3], uzyskano model
matematyczny silnika we wspotrzednych pragdow:

(26) ot

= Ag(u-rig) + Agr(—Q(K)¥g —1giR),

(27) —=Aps(u-—rsis) + Ag(-Q(K)¥g —rgig) + Q(K)ig .

dt

gdzie Ag,Aqr, Ags, Ag — wspotczynniki, ktére zalezg od

indukcyjnosci  rozproszenia i magnesowania silnika
asynchronicznego, Q(k) — macierz predkosci katowej
silnika.

Wyrazenia opisujgce strumienie skojarzone uzwojen silnika,
opisujg nastepujgce zaleznosci [1, 3]:

(28) W, =L gig +(M(K)) " w=Lgig +7 ' ((N(K) " ig +ig)-
Moment rozwijany przez silnik indukcyjny wyznaczono z

zaleznosci [1]:

(29) Mgy =+3pok(isgira —isaire) / Tm> Tn =1/ L,

gdzie p, — liczba par biegunéw maszyny, II(k) — macierz

ukosnych przeksztatcen [1].

Wspdlnemu catkowaniu podlega uktad réwnan
rézniczkowych: (12) (21), (24) — (27) z uwzglednieniem
wyrazen (3), (15), (16), (18), (22), (28), (29).

Wyniki symulacji komputowej.

Symulacja komputerowa proceséw nieustalonych
przeprowadzono z wykorzystaniem nastepujgcego uktadu
elektromechanicznego: silnik indukcyjny poprzez sztywny
wat obracat beben o promieniu R, na ktéry zostata
nawinieta lina. Na koncu liny zostat przyczepiony ciezar
masie m. Silnik indukcyjny o danych: Py=4,5 kW,

Uv=400V, In=94 A, n,=1440s", rg=12 Q,
R =121 Q, a,=146 H', o, =128 H' p, =2
J =0,05 kg-m?>, R=0,2m, l,=500 m, m=400 kg,
Js =800 kg- m?, k=30, E=1,5-10"" N/m?, N = 90.

Wyniki obliczen symulacyjnych przedstawiono ponizej.
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Rys. 2. Przebieg czasowy

Rys. 3. Przebieg czasowy
przesunigcia konca liny

przesunigcia srodka liny

Na rysunkach 3, 4 przedstawiono przebiegi czasowe
przesuniecia koncowego oraz $rodkowego punktu
dyskretyzacji elastycznej liny, koniec ktorej zostat obcigzony
ciezarem. Analizujgc przebiegi przedstawione na rysunkach
mozna wyciggngé wnioski o oscylacyjnych procesach w
catej linie. Oczywiscie maksymalna amplituda wahan jest
na koncu liny, a minimalna na jej poczatku. Z biegiem czasu
wahania zaczynajg zanika¢. Warto tutaj zaznaczy¢, iz
postepowy ruch liny przyspiesza zanikanie fali sprezyste;.
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Rys. 4. Przebieg czasowy zmian sily sprezystosci w pierwszym
jednostkowym odcinku liny

Na rysunku 4 przedstawiono przebieg czasowy zmian
sity sprezystosci w pierwszym odcinku dyskretyzaciji liny. Na
rysunku widag¢, iz w stanie ustalonym sita sprezystosci jest
co do wartosci rowna ciezarowi. W chwili poczatkowej
widac¢ praktycznie podwojny wzrost sity sprezystosci co z
kolei wskazuje na potrzebe uwzglednienia tych proceséw

podczas wyboru grubosci liny oraz analizy jej
wytrzymatosci.
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Rys. 5. Przebieg czasowy predkosci ruchu ciezaru
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Na rysunku 5 przedstawiono przebieg czasowy
predkosci ruchu ciezaru. Widaé tutaj istotne wahania
predkos$ci ruchu ciezaru, ktére z czasem zaczynajg zanikaé
dzieki dziataniu sit dyssypacji. W stanie ustalonym predkosé
przyjmuje wartos¢ statg (rys. 2).
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Rys. 6. Przebieg czasowy momentu obrotowego bebna

Na rysunku 6 przedstawiono przebieg czasowy
momentu obrotowego bebna. Wiasnie ten moment
maszyny indukcyjnej (w stanach nieustalonych) powoduje
efekt wahania ciezaru. A ten ostatni przez sprezysto-
dyssypacyjng line zwieksza oscylacje predkosci ruchu
obrotowego bebna. Nastepnie energia wahan transformuje
sie w wahania funkcji prgdéw, od ktérych zalezy postac
momentu obrotowego (oczywiscie z uwzglednieniem
przektadni reduktora) i caly proces powtarza sie ponownie
do zaniku drgan, dzieki dziataniu rozproszenia.
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Rys. 7. Czasowo-przestrzenny rozktad funkcji wydtuzenia liny w
zakresie czasowym t €[0;10] s

Rys. 8. Czasowo-przestrzenny rozkiad funkcji predkosci liny w
zakresie czasowym t[0;10] s

Na rysunkach 7 — 9 przedstawiono czasowo-
przestrzenne rozktady nastepujgcych funkcji: wydtuzenia
liny (Au=I(x,t)-1,(x)), predkosci ruchu liny oraz sity
sprezystosci w jednostkowych odcinkach liny. Wymienione

rysunki przedstawiono w formacie 3D . Przedstawiajg one
najwiecej informacji dla ewentualnego uzytkownika.
Rysunek 7 nalezy analizowaé razem z rysunkami 2, 3, rys.
8 —zrys. 5 oraz rys. 9 — z rys. 4. W stanie ustalonym
amplitudy oscylacji analizowanych zaleznos$ci funkcyjnych
zmierzajg do zera. Warto zaznaczyé¢, iz wartosci funkcji sit
sprezystosci we wszystkich jednostkach liny sg praktycznie
jednakowe, co zwigzane jest z liniowg cechg parametrow
liny.

Rys. 9. Czasowo-przestrzenny rozktad funkgji sity sprezystosci w
jednostkowych odcinkach liny w zakresie czasowym t €[0;10] s

Whioski

Wykorzystanie zmodyfikowanej zasady Hamiltona
pozwala istotnie rozszerzy¢ mozliwosci modelowania
matematycznego, zwlaszcza w stosunku do

skomplikowanych uktadéw dynamicznych o parametrach
roztozonych. Na podstawie wynikow symulacji komputowe;j
mozna wyciggnaé szereg wnioskéw dotyczacych pracy
analizowanego uktadu. Przedstawione w pracy czasowo-
przestrzenne rozktady wielkosci funkcyjnych niosg
najwiecej informacji dla ewentualnego badacza. Przy ich
pomocy mozna analizowaé przejsciowe procesy fizyczne
we wszystkie elementach jednostkowych ukfadu.
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