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Niejednoznacznosci wyznaczania ulamkowej potegi wektora

wirujacego

Streszczenie. W pracy przedstawiono problem niejednoznaczno$ci wyznaczania pochodnych utamkowego rzedu wektora wirujgcego. Jest to

zwigzane z okre$leniem utamkowej potegi liczby zespolonej.

Abstract. The paper presents problems of ambiguity of calculation of fractional derivatives for the rotating vector. This is related to the determining
of fractional power of the imaginary number. (Ambiguity of calculation of fractional derivatives for the rotating vector).

Stowa kluczowe: pochodna utamkowego rzedu, wektor wirujgcy, funkcja hipergeometryczna, niepetna funkcja hipergeometryczna.
Keywords: fractional derivatives, rotating vector, hypergeometric function, confluent hypergeometric function .

Wstep

Uktady dynamiczne niecatkowitego rzedu wyrézniajg sie
tym, ze zachodzace w nich procesy (zjawiska) lepiej mozna
opisa¢ za pomocg pochodnych lub catek dowolnego,
niecatkowitego rzedu [1, 2]. Klasyczne podejscie do analizy
i modelowania uktadéw fizycznych zwykle zakfada
idealno$¢ elementow i zjawisk wystepujacych w tych
ukftadach, co prowadzi do modeli matematycznych opartych
0 réwnania rézniczkowe catkowitych rzedéw. Weryfikacja
eksperymentalna takich modeli prowadzi do mniejszych czy
wiekszych rozbieznoéci. Dopiero zastosowanie pochodnych
utamkowego rzedu pozwala na ,skompensowanie”
pominietych zjawisk w rozpatrywanym obiekcie i pozwala
uzyska¢ doktadniejsze modele matematyczne. Pochodne
niecatkowitego rzedu zwane tez rozniczko-catkami  sg

ciekawym uogolnieniem dobrze znanych uktadow
dynamicznych dotad opisywanych za pomocg
"klasycznych" réwnan roézniczkowych  zawierajgcych

pochodne catkowitego rzedu. Dotyczy to rowniez obwodoéw
elektrycznych, w ktérych zaktada sie, ze istniejg
hipotetyczne elementy quasi-pojemnosciowe — np.:
superkondensatory [3-5], quasi-indukcyjne [6] a zwigzki
pomiedzy prgdami i napigciami lub napieciami i prgdami
okreslone sg pochodng niecatkowitego rzedu. Najczesciej
spotykane przebiegi wielkosci elekirycznych stanowig
szczegolne przypadki sygnatu o charakterze wyktadniczym.
Poniewaz funkcja wyktadnicza petni wyjatkowa role (kazdy
sygnat wystepujgcy w praktyce moze by¢é wyrazony w
postaci sumy funkcji wyktadniczych) interesujgcym bytoby
okreslenie odpowiedzi takich elementéw na wymuszenie
wyktadnicze. A zatem, dla przypadku gdy rozpatrywany
sygnat (przedstawiony na plaszczyznie zespolonej za
pomocg wektora wirujgcego) dany jest funkcjg f (t)=U et
nalezy obliczy¢:

d“ ;
(1) U-elt

dt®
Przypadki gdy sygnal wymuszajgcy jest skokiem
jednostkowym  oraz  sygnatem  sinusoidalny  byly

rozpatrywane w pracach [4, 7, 8].

Obliczanie pochodnych utamkowych

Wykorzystujac definicje Riemanna-Liouville’a (R-L)
[1, 2] otrzymuje sie dla f(t)=U " oraz k=1 pochodng
utamkowg rzedu 0 < & < 1 w postaci:

eja)r

U d;
2 “f(t)= =
@ D010 I(1-a)dt; t-7)* o

Obliczajgc pochodng (3) otrzymujemy:

+Ut™ {(ja)t)“ ej‘”‘<1 —a(l+ a)wﬂ

r(l-a)

OD;’f(t):ur‘“[— ja
@)

W zwigzku (3) wyrazenie I'(—1-q, jat) jest postaci I'(y, X)
definiowanej nastepujgco [9]:

(4a) T(u,x)= et dt
0

oraz:
X

(4b) Hu.x)=[et“dt

0

gdzie: T'(y, X) i ¥ (x4 X) to niekompletna funkcja gamma dla
ktorej w oczywisty sposéb zachodzi:

(®) T(u, x) + y (1, x) = T(u ) oraz: T'(u,0) =T(x)

Interesujgcg nas funkcje y(ui, x) mozna przedstawi¢ przy
pomocy funkcji hipergeometrycznych [9]:

(6) A x) = 1 7% Ry (e, o+ 1,-x)
gdzie: | K (a,}/,x)jest zdegenerowang funkcjg hiper-
geometryczng definiowang jako [9]:
- (@)
(7) lFl(a,%X):z : Xk

ko (V)i k!

gdzie: (a) jest symbolem Pochhammera i wyraza sie
wzorem:

(8) (@) =a@+1...(a+k-1) dla (a),=1

Dla k=2, pochodna utamkowa (R-L) rzedu 1< a<2,
uzyskuje postac:
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Podobnie jak dla pochodnej (R-L) obliczajgc pochodng
utamkowg stosujgc definicje Caputo [1, 2] dla n=1 oraz
przyjmujgc za f () = U gt otrzymujemy:
r(l-a)jut™

P o)

flathiot) g e 01 ool

ot
Dla n =2 mamy:

_ —ja)zU(a—Z)

D1 o —2)w’t

r2-a)t>*.

(az—jaa)t—wztz—a+ja)t) . A+
~1)-Gwt .
et ) o)

1 a(a+1)F(—1—a,jwt)J

'§m{@—a>a—a>* G-a)

Jak wida¢ we wszystkich wzorach wystepuje czynnik j“’

gdzie ’jest liczba niecatkowita, dajgcy sie przedstawi¢ jako
sume liczby catkowitej n i utamkowej o (a’=n + ).

Niejednoznacznos$¢ wyznaczania utamkowej potegi j*
Niech liczba utamkowa « da sie przedstawi¢ w postaci
utamka zwyktego: I/m, gdzie: m,I e Nim>1, to:

[
(11) i = m = (%)
Jak wiadomo, istnieje m pierwiastkéw z liczby zespolonej z:

'{‘E , zgodnie ze wzorami Moivre’a [10]:

(12) Yz =1)|7|-(cosp + jsing) = \/ﬂ-(cos(ak +jsin®, )

gdzie: ©) = ¢+2kn,
m

k=0,1,2,...,m-1

co dla liczby j daje:

(13) %: mW/(cos§+jsin§) :(cos®k +jsin®k)

gdzie: ®k = M
2m

k=0,1,2,...,m-1
Wyrazajgc argument ®, w stopniach otrzyma sie:

0, :(4k+1)9fno

(14)

Jako przyktad obliczony zostanie pierwiastek drugiego
stopnia z j. Wynosi on:

Ji= cos%Jrjsin% = c0s45° + jsin45° = 0.70711+ j0.70711
lub, moze wynosi¢:

; 5 ... 5 ..
\/] = cos7n+]sm7n =c08225° + jsin225° =

=-0.70711-30.70711

Natomiast dla:
9

(15) 0= 0 = ()’

odejmujac
otrzymano:

parzyste wielokrotnosci 7t i porzadkujac

i%% = c0s9° + jsin9° = 0.98769 + j0.15643

=c0s45° + jsin45° =0.70711+ j0.70711
=cos81° + jsin81° = 0.15643 + j0.98769
=cos117° + jsin117° =-0.45399 + j0.89101
=c0s153° + jsin153° = -0.89101+ j0.45399
=cos189° + jsin117° =-0.98769e - j0.15643
=¢08225° + jsin 225° =-0.70711- j0.70711
=c0s261° + jsin261° = -0.15643 - j0.98769
=c0s297° + jsin297° = 0.45399 - j0.89101
= c08333° +jsin333° = 0.89101-j0.45399

(16)

Przedstawiajgc otrzymane wartosci w formie graficznej
otrzymujemy wykres pokazany na rys. 1.

270

Rys.1. Interpretacja graficzna j0,9.

W klasycznej teorii obwoddw (czwdrniki, linia diuga
zawierajgce elementy R, L, C, M) wystepujg pierwiastki
drugiego stopnia z liczb zespolonych, ale poniewaz
przedstawiajg impedancje, to nie ma problemu z wyborem
wiasciwej wartosci pierwiastka; czes¢ rzeczywista musi by¢
dodatnia, bo przedstawia rezystancje (12). W przypadku
pochodnych utamkowego rzedu, powyzsze kryterium sie nie
sprawdza; np.: dla a = 0.9 sposréd 10 pierwiastkdow, 5 ma
dodatnie czesci rzeczywiste (16). W ogolnym wypadku
potowa z liczby wszystkich pierwiastkbw spetnia to
kryterium (dla « =I/m daje to m/2 pierwiastkdw).

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono wykresy otrzymane
odpowiednio dla pierwiastkbw 1/20 oraz 7/20, gdzie
wyrézniono rozwigzania w pierwszej C¢wiartce uktadu
Gaussa.
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Rys.3. Interpretacja graficzna j20 .

Okazuje sie wiec, ze istnieje problem z wyborem
wiasciwej wartosci pierwiastka, bo np. dla « = 0.99 jest ich
100 jak pokazuje rys.4.

Ze wzorow Moivre’a (12) wynika, ze liczba pierwiastkow
(dla a =1/m) jest rowna liczbie m.

Zatozmy ze, ten sam utamek o przedstawia sie
jako o =l/m i a = 2l/2m. Pobiezna analiza wskazuje, ze w
pierwszym wypadku jest m pierwiastkébw a w drugim 2m.
Przedstawmy to na przyktadzie: o =2/5i a =4/10.

Dla a = 2/5 argumenty pierwiastkow w stopniach (po odjeciu
wielokrotnosci kagta petnego) wynoszg

(17) O, = {36°,180°,324°,108°,252°} k=0,1,... ,4

Ich rozmieszczenie przedstawia rys 5.
Natomiast dla « =4/10 otrzymujemy:

O, ={36°,180°,324°,108°,252°,
36°,180°,324°,108°,252°%,

(18)
k=0,1,...,9

AQMM»”

N
270
99

Rys.4. Interpretacja graficzna j1o0-

Rys.5. Interpretacja graficzna j5 .

Jak wida¢ sekwencja katéw dla o =2/5 powtarza sie
dwukrotnie (dla o = 4/10) — co praktycznie daje takg samg
liczbe pierwiastkéw.

Zatem, mozna sformutowaé nastepujacy wniosek: dla
a=I/m oraz a=n-I/n-m,neN otrzyma sie zawsze
takg sama liczbe pierwiastkow tzn.: m. Z powyzszego,
wynika praktyczna wskazéwka, ze majgc konkretny utamek
nie ma koniecznosci sprowadzania go do formy
nieskracalnej, poniewaz i tak nie zmieni sie liczba
pierwiastkéw.

Innym problemem jest wystepowanie w wyktadniku
wektora wirujgcego liczby 1+a=1+l/m, ktérg da sie
przedstawic¢ jako utamek niewtasciwy 1+« = (I+m)/m.

Mozna tu postawi¢ pytanie: czy to samo rozwigzanie
otrzyma sie z wyrazenia:

=i ) = i)

(19)
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jaki:

At -\I+m
=)
Przesledzmy to na przyktadzie, gdzie:
N l+a=1+2/5;

2) 1+a=7/5.

(20)

Ad 1) Argumenty pierwiastkow otrzymuje sie z argumentéw
dla a = 2/5 (18) mnozac przez j tzn. dodajgc do kazdego
90°:

O, ={36°+90°,180° +90°,324° +90°,

(21)

108° +90°,252° +90°} k=0,1,...,4
co daje:
(22) O, ={126°,270°,54°,198°,342°}

Ad 2) Argumenty pierwiastkow otrzymuje sie bezposrednio
z wzoréw Moivren'a dla a =7/5

(23) ©, ={126°,270°,54°,198°,342°} k=0,1,...,.4

Otrzymane wyniki sg identyczne — przedstawiono je na
rys. 6.

Rys.6. Interpretacja graficzna j> oraz j° .

Podsumowanie

Stosujgc do obliczenia utamkowej potegi wektora
wirujgcego wzory Moivre’a otrzymuje sie wiele rozwigzan.
Liczba ich jest rbwna mianownikowi utamka w wyktadniku,
po sprowadzeniu go do formy nieskracalne;.
Dotyczy to takze utamkoéw niewlasciwych (zawierajgcych
czesci catkowite). Znane programy obliczeniowe podajg
zwykle pierwsze rozwigzanie, jednak dalej pozostaje
sprawg otwartg, czym kierowaé sie przy wyborze
rozwigzania. Czy uwzglednia¢ wszystkie rozwigzania, czy
w oparciu o wybrane kryterium uwzgledniac tylko jedno.
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