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Analiza p6l EM w falowodach cylindrycznych w stanie
nieustalonym

Streszczenie. W artykule przedstawiono metode analizy pél elektromagnetycznych w falowodach cylindrycznych pobudzanych przez zrédta
impulsowe.Metoda analizy opiera sie na réwnaniach Maxwella w dziedzinie czasu, a zwigzane z nimi zagadnienie brzegowe prowadzi do uktadu
dwoch sprzezonych czgstkowych réwnan rézniczkowych, tj. rbwnania Helmholtza dla wzdtuznych skiadowych pola E i H oraz réwnania Kleina-
Gordona dla modalnych funkcji amplitudowych. Rozwigzania wymienionego uktadu réwnan majg postac¢ szeregébw modalnych, ktére opisujg
superpozycje nieskoriczonej liczby rodzajéw pola TE i TM. W celu zilustrowania zaproponowanej metody przedstawiono przyktad analizy p6l EM w
falowodzie o przekroju prostokatnym pobudzanym przez planarny, poprzeczny rozktad gestosci pradu elektrycznego o impulsowym przebiegu w
dziedzinie czasu. Wyniki analizy ilustrujg dynamike zmiennosci pol EM w falowodzie cylindrycznym w stanie nieustalonym.

Abstract. This paper describes a method for transient analysis of electromagnetic fields in uniform waveguides. The method is based on time-
domain Maxwell equations and the associated boundary-value problem is described by means of two coupled partial differential equations, namely
the Helmholtz equation for longitudinal components E and H fields and the Klein-Gordon equation for modal amplitudes. Solution of those equations
has a form of modal series that describe a superposition of infinite number of modes of TE and TM type. In order to illustrate the method an example
of transient analysis of EM fields in a rectangular waveguide is presented. The result of calculations presents the dynamics of EM fields in a uniform
waveguide during the transient state. (Transient Analysis of Electromagnetic Fields in Uniform Waveguides).

Stowa kluczowe: réwnania Maxwella, zagadnienie brzegowe dla falowodu, falowodowe rodzaje pola EM, réwnanie Helmholtza, réwnanie
Kleina-Gordona, analiza stanéw nieustalonych.
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Wprowadzenie

Analiza pél EM w strukturach falowodowych jest zwykle
zwigzana z transmisjg sygnatdw pasmowych (niosgcych
informacje) lub z transmisjg mikrofalowej energii
elektromagnetycznej, ktéra jest wykorzystywana w
procesach termodynamicznych. W analizie zaktada sie
najczesciej stan ustalony przy pobudzeniu harmonicznym, a
pola elektromagnetyczne opisuje sie za pomocg rozwigzan
rbwnania Helmholtza w  dziedzinie czestotliwo$ci.
Rozwigzanie otrzymuje sie przy zatozeniu dekompozycji pol
na rodzaje typu TE i TM [1-3]. Wymienione podejscie nie
moze by¢ bezposrednio zastosowane do analizy pol EM w
strukturach falowodowych pobudzanych przez zrodia
impulsowe.

Technika impulsowa w zakresie wysokich czestotliwosci
nabiera w ostatnich latach coraz wiekszego znaczenia.
Spowodowane to jest rozwojem systemow komunikacji
ultra-szerokopasmowej (UWB), nowoczesnych systemow
radarowych, budowg ultra-szybkich magistrali danych oraz
postepem w technice mikrofalowych zrodet impulsowych
duzej mocy [4]. Opis zjawisk zachodzacych podczas
impulsowej transmisji energii mikrofalowej w strukturach
falowodowych wymaga analizy w dziedzinie czasu, ktora
umozliwia ocene dynamiki zmiennosci p6él EM w stanie
nieustalonym.

Pierwsze metody analizy dynamiki stanu przejSciowego
w falowodach i innych liniach transmisyjnych bazowaty na
transformacji Fouriera odpowiedzi uktadu uzyskanej w
szerokim zakresie czestotliwosci. Niestety podejscie takie
jest nieefektywne i w niektorych przypadkach moze by¢
niewystarczajgco doktadne. Chociaz wymienione metody
polegaty na analizie zagadnienia falowodowego w
dziedzinie czasu, to niestety wiekszo$¢ z nich zakiadata
propagacje sygnatu/energii EM w postaci podstawowego
rodzaju pola (TE lub TM). Podejscie takie nie umozliwia
opisania wszystkich zjawisk wystepujgcych w stanie
nieustalonym przy pobudzeniu impulsowym. Metode
rygorystycznej analizy pél EM w strukturach falowodowych
w dziedzinie czasu opisano po raz pierwszy w pracy [5], a
nastepnie, dekade pdzniej, w pracy [6]. W obu pracach
wykorzystano dekompozycje p6l EM na pola TE i TM o

nieskonczonej liczbie rodzajéow oraz na zafozeniu, ze
rozwigzania opisujgce pole E i H majg postac
sfaktoryzowang wzgledem poprzecznych zmiennych
przestrzennych oraz wzdtuznej zmiennej przestrzennej i
zmiennej czasu. Gtéwnym wktadem obu metod jest
rozwigzanie dwuwymiarowego czgstkowego rownania
rézniczkowego Kleina-Gordona, zwigzanego z odpowiednio
sformutowanym zagadnieniem brzegowym.
Zaproponowane metody umozliwiajg analize p6l EM w
falowodach o nieskonczonej dtugosci z osrodkiem
jednorodnym.

W niniejszym artykule autor proponuje metode analizy
stanu nieustalonego w falowodach o skoniczonej dtugosci z
osrodkiem uwarstwionym. Metoda roéwniez wykorzystuje
dekompozycje pél EM na rodzaje TE i TM oraz zakfada
odpowiednig faktoryzacje postaci rozwigzan. Wyznaczenie
pol z zadanej strukturze falowodu polega na rozwigzaniu
uktadu dwéch  sprzezonych  czastkowych  réwnan
rézniczkowych, tj. réwnania Helmholtza (dla wzdtuznych
sktadowych pola E i H) oraz réwnania Kleina-Gordona (dla
modalnych funkgji amplitudowych). Rozwigzania
wymienionego uktadu réwnan majg postaé szeregow
modalnych, opisujgcych superpozycje rodzajow pola TE i
TM propagujacych i niepropagujacych wzdiuz falowodu.

W celu zilustrowania zaproponowanej metody w
artykule przedstawiono przyktad analizy pél EM w
falowodzie o przekroju prostokatnym pobudzanym przez
planarny, poprzeczny rozktad gestoéci pradu elektrycznego
o impulsowym przebiegu w dziedzinie czasu. Na podstawie
wynikoéw analizy scharakteryzowano dynamike zmiennosci
pol EM w analizowanym uktadzie w stanie nieustalonym.

Opis pol EM w falowodzie cylindrycznym w dziedzinie
czasu

Analize pél EM w falowodzie cylindrycznym
przeprowadzimy dla uktadu pokazanego na rysunku 1.
Zatozymy, ze jednorodny falowdd rozcigga sie wzdtuz osi z,
natomiast ptaszczyzna jego przekroju poprzecznego jest
réwnolegta do ptaszczyzny XY. Dalej zatozymy, ze Scianki
falowodu sg doskonale przewodzgce (o = o), a osrodek
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wypetniajgcy falowdd jest liniowy i jednorodny. Osrodek
moze by¢ tez uwarstwiony, tj. moze sie sklada¢ z
planarnych jednorodnych warstw, utozonych réwnolegle do
ptaszczyzny przekroju poprzecznego falowodu. Do analizy

pol EM w opisanym ukladzie zastosujemy poprzecznie
niezmienniczg forme réwnan Maxwella [3]:

0E, 1

JMdt —i, x ],

(1a) 2 =V,Q —2V.V, - (I, x [ Hodt) + iy x 2L =2V, [ J,dt + 1, x M,
(1b) aaHt VP+‘1LV V.- (i, x [ E.dt) — €, Xor =
(1c) E, =

(1d)

przy czym E, i H, oraz E, i H, oznaczajg odpowiednio
poprzeczne i wzdluzne sktadowe pola elektrycznego i
magnetycznego. Analogiczne oznaczenia zastosowano do
zrédet pola EM, tj. do gestosci pradu elektrycznego J i
gestosci prgdu magnetycznego M. Wielkosci P i Q s3
funkcjami zmiennych przestrzennych (nie zalezg od czasu) i
wynikajg z warunkéw poczatkowych dla pél E i H w
falowodzie.

Przekréj poprzeczny

Scianka falowodu

y (o= )
Rys. 1. Jednorodny falowéd cylindryczny

Dalej wprowadzimy rozktad pdl E i H na rodzaje TE” i
TM” (zaktadamy, ze wymienione rodzaje propagujg wzdtuz
osi z). W takim przypadku w obszarach bezzrédiowych
sktadowe poprzeczne E, i H, mozna wyrazi¢ jedynie za
pomocg gradientu poprzecznego sktadowej E, (dla pdl
rodzaju TM”) oraz za pomoca gradientu poprzecznego
sktadowej H, (dla pdl rodzaju TE?). Wypadkowe pola E i H
muszg oczywiscie spetniaé odpowiednio jednorodne
rownania falowe, a mianowicie:

2

(2a) V2E — ue - ‘;tf— 0
2

(2b) VH —pe- 23 =0

Wymienione rownania spetniajg sktadowe wzdtuzne oraz E,
i H,. W celu ich wyznaczenia zatozymy, ze rozwigzania
mozna sfaktoryzowa¢ wzgledem zmiennych (x, y) oraz (z,t)
w nastepujacy sposab [5]:

(3a) . =E,(x,y,z,t) = E,(x,y)W(z,t) dia
rodzajéw TM”
3b) H,=H,(x,y,z,t) = H,(x,y)U(z,t) dia
rodzajéow TE”

W dalszej czesci rozdziatu skupimy uwage wytgcznie na
rodzajach pola TM” (w odniesieniu do rodzajéw TE* mozna

Q—=V, - (i; x [ H.dt) —iffzdt

HZ=P+in-(foEtdt)—iszdt

przeprowadzi¢ analogiczny wywdd). Podstawiajgc réwnanie
(3a) do réwnania (2a) otrzymujemy:

1
Ez(x:Y)

2 0% W(Zt)
vtEZ(x'y)-I_W( f) 622

62W(z,t)] _

(4)

Powyzsze réwnanie mozna traktowac¢ jako sume dwoch
czgstkowych  réwnan  rézniczkowych  dla  dwdch
niezaleznych funkgiji, tj. E,(x,y) i W(z,t). Jesli rownanie (4)
ma by¢ spetnione dla dowolnych par zmiennych (x,y) i
(z,t), to rozwigzanie musi spetnia¢ nastepujgcy uktad
sprzezonych czgstkowych réwnan rézniczkowych:

VEE,(x,y) + kZE,(x,y) =0
(5) 2W(zt)

02w (z,t) 2
. — VA =
s € — "~ kKW(E=0
Powyzsze réwnania sg ze sobg zwigzane za

posrednictwem statej k,, ktéra ze wzgledu na pierwsze z
réwnan moze byc¢ interpretowana jako poprzeczna liczba
falowa [1-3]. Pierwsze z réwnan (5) jest réwnaniem
Helmholtza, natomiast drugie réwnanie jest jednorodnym
réwnaniem Kleina-Gordona, znanym z zastosowan w
elektrodynamice kwantowej. Rozwigzanie powyzszych
réwnan nalezy przeprowadzi¢ w nastepujacej kolejnosci. W
pierwszym etapie rozwigzujemy rownanie Helmholtza, ktére
dla zagadnienia zamknietego sprowadza si¢ do wyzna-
czenia nieskonczonego zbioru funkcji wlasnych ¢; sto-
warzyszonych z odpowiednimi warto$ciami wtasnymi kPi' w

kolejnym etapie, dla kazdej wartosci wiasnej k

rozwigzujemy jednorodne rownanie Kleina-Gordona.

Rozwigzanie réwnania Helmholtza jest stosunkowo
proste i jest opisane w wielu pracach, np. [1-3]. W celu
uzyskania rozwigzania szczegdlnego nalezy zastosowaé
odpowiednie warunki brzegowe dla obszaru ograniczonego
Sciankg falowodu, a mianowicie (patrz rys. 2):

e

Pi

o=

o=

z Y /

Rys. 2. Przekroj poprzeczny falowodu - definicja wektora
normalnego do $cianki falowodu (Q)
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(6a) E,=0 da (x,y) €Q
0H, _

(6b) = 0 da (x,y) €Q

(6¢) nXE;,=0 da (x,y) €EQ

(6d) n-H,=0 da (x,y) €Q

Rozwigzanie szczegdlne réwnania Helmholtza z warunkiem
brzegowym (6a) przyjmuje nastepujgcg postaé [3]:

) E, =X W™z, t)¢;(x, y)

przy czym ¢;(x,y) jest funkcja wiasng dla danego
zagadnienia brzegowego, zwigzang z wartoscig wlasng kgi.

Dla falowodéw kanonicznych ¢; ma forme analityczng o
postaci zamknietej, natomiast kﬁi jest liczbg rzeczywistg. Z

kolei modalna funkcja amplitudowa W™ (z,t) jest
rozwigzaniem réwnania Kleina-Gordona przy odpowiednich
warunkach brzegowych. Sposéb rozwigzania tego réwnania
zostanie opisany w rozdz. 3. Podstawiajgc réwnanie (7) do
réw. (1a) i (1b) mozemy wyznaczy¢ pozostate skiadowe
pola:

aviMizt)
0z -
10
(10) a1TM (z,t) aviM(z0)
—_— — s —
0z ot

przy czym, g™ jest amplitudowsg funkcjg modalng zwigzang
z reprezentacjg modalng funkcji Q. Powyzsze réwnania
mozna rowniez interpretowaé jako zaleznosci pomiedzy
pradami IT™ i napieciami V'™ w linii diugiej pobudzanej za
pomocg zrodta pradowego JTM [3]. Wyrazenie z catkg w
pierwszym réwnaniu mozna interpretowaé¢ jako spadek
napigcia na kondensatorze o pojemnosci e/kzi, natomiast
wyrazenie z rézniczkg prgdu mozna interpretowac jako
spadek napiecia na cewce o indukcyjnosci pu. Wobec
powyzszego qI™ nalezy interpretowaé jako sume napiec¢
poczatkowych na cewce i kondensatorze. Na rysunku 3

@8 H, =Y I™(z1t) i, x Vid;(x, )
(9) E, =% V™M(z,t) - V. ¢i(x,¥)

przy czym, podobnie jak w przypadku réw. (7), modalne
funkcje amplitudowe I™ i V™ sg wyznaczane w wyniku
rozwigzania réwnania Kleina-Gordona.

Wyznaczanie modalnych funkcji amplitudowych

W celu wyznaczenia modalnych funkcji amplitudowych
stojagcych w row. (7)-(9) nalezy rozwigza¢ stosowne
réwnania Kleina-Gordona. Jednorodne réwnanie Kilein-
Gordona ma zastosowanie wytgcznie w obszarach
bezzrodtowych. Uwzglednienie pobudzania falowodu oraz
warunkéw brzegowych wynikajagcych ze skonczonej
dtugosci falowodu wymaga rozwigzania niejednorodnego
réwnania Kleina-Gordona. Roéwnania takie mozemy
otrzymaé za pomocg metody Rayleigha-Ohma z réwnan
(1a)-(1b) oraz (8)-(9) [3]. W wyniku otrzymujemy uktadu
czastkowych réwnan rézniczkowych o postaci podobnej do
réwnan rozniczkowych zwyczajnych, opisujgcych linie dtugg
w stanie ustalonym przy pobudzeniu harmonicznym
(réwnania telegrafistow). Dla rodzajéw pola TM” mamy:

o™

1 (zt)
q™M(z) =2k [ 1M (2, t)dt — p==2=

a
JIM(z,t)

pokazano schemat linii transmisyjnej ilustrujgcy obwodowag
interpretacje modalnych funkcji amplitudowych dla pdl E; i
H, w jednorodnym falowodzie cylindrycznym (przy
zerowych warunkach poczatkowych).

W kolejnym kroku, uktad réwnan (10) mozemy
przeksztatcic w niejednorodne réwnanie Kleina-Gordona
wzgledem V™ |ub I™. Dalej rozwigzemy wymienione
réwnanie dla V™, przy zerowych warunkach poczatkowych
i jednostkowym pobudzeniu punktowym.

IM(z0)

-

0 e-— I =™ \/iwI (z,t) —» ©
ek, # &k,

i : >

7<7' z' z>17' z z

Rys. 3. Réwnowazny model linii transmisyjnej stosowany do obwodowego opisu amplitudowych funkcji modalnych V™ i IT™ dla i-tego

rodzaju pola TM
W takim przypadku roéwnanie przyjmuje nastepujgca
postac:

2viM@zt) VM@ _ K2 VM (z,t) =
922 at2 Pyt T

= ikgi A™MS§(z—2") +
+u-A™s§(z—2z")8'(t —t")

przy czym AT =7, -V,¢; lub AT =1, - V,¢; odpowiednio

(11)

dla E, lub E,. Rozwigzanie powyzszego rownania opisuje
funkcje Greena dla danego zagadnienia brzegowego.
Funkcja Greena umozliwia wyznaczenie natezenia pola
elektrycznego przy pobudzeniu falowodu za pomocag
dowolnego  planarnego  rozktadu  gestosci  pradu
elektrycznego. Ponizej, jako przyktad, przedstawiono jeden
z dziewieciu komponentéw diadowej funkcji Greena G/
(komponent opisuje odpowiedz impulsowg uktadu w postaci
sktadowej E, pola elektrycznego indukowanej przez rozkfad
gestosci pradu elektrycznego):
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kB,
e ty1(t —tp)

Ji(an/t2 = t2)1(r —t,) dr

! ! ! ! 11 ! ! 14
(13) Gf){(xlyle t,x Y,z t ) = ECO_E gi(t —t )1(t —t ) : ex?M(x'Y)ex?M(x 'yl)
przy czym:

! ! ! 1
(14) gi(Z;Z;t) =gli(Z;Z;t)+gzi(Z:Z;t)_E

’ t ZCZité a;
(15) 91:(z,z',t) = +
1; ftp ( ’—Tz_tzzj)3 '—rz—tzz,
, t aft?

(16) 92(z,2',t) = [ 55

p‘[z—t%
oraz t, = (z—z')/cy, a; = kpl-CO icy =1/ ue.

Przyktad analizy stanu przejsciowego w falowodzie
prostokatnym

Ponizej przedstawiono wyniki analizy propagacji
jednostkowego punktowego impulsu pobudzajgcego w
nieskonczonym falowodzie prostokgtnym o wymiarach 48 x
22 mm (rys.4). Na kolejnych rysunkach zilustrowano
zmiane ksztattu impulsu dla dwoch rodzajéw pola, tj. T™M,

1000 5
]
(=} u: 52
- " <
s 500 " =
— i L}
» K 3 A n .
RS vl
__ ; ENAR) AN Fl
R - o . \ ""_'
: Rt v =
"
= 500 w — t=1,0 ns EI
po- i
&) EE ---- t=0,5 ns )
W e t=0,2 ns
"
— 1000
0 10 20 30
a
( ) z [cm] (b)
100
= 2
S s é
= <
— R N ﬁbAMA . o =
= A Frepsess e
RS
Z. 2.
— —
LL]| - 50 =)
O —— z=30cm @)
e+ z=5cm
— 100
0 1 2 3
(C) Czas, t[ns] (d)

Jo(ai/7% = tzz,)l(r - tp) dt

(rys. a i c) oraz TMy, (rys. b i d). Na rysunkach a) i b)
pokazano zmiane ksztattu impulsu w funkcji odlegtosci od
punktu pobudzenia. Z kolei na rysunkach c) i d) pokazano
przebieg zmiennosci impulsu w funkcji czasu dla dwéch
réznych potozen impulsu wzdtuz falowodu.
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Rys. 4. Przebieg odpowiedzi na jednostkowe pobudzenie punktowe (funkcja G*) w czasie w analizowanym falowodzie: a) i c) — przebiegi

dla rodzaju TM,; b) i d) — przebiegi dla rodzaju TM»,

Analizujgc powyzsze wykresy mozna wywnioskowac, ze
niezaleznie od rodzaju pola impulsy propagujg wzdtuz
falowodu z takg samg predkoscig (inaczej niz przy
pobudzeniu harmonicznym). Rodzaj pola wptywa na
czestotliwos¢ oscylacji i czas trwania odpowiedzi.
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