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Twierdzenie o zespolonej mocy wymiany zrédet energii
i 0 mocach otwarciowo—zwarciowych

Streszczenie. W artykule wykazano, ze zespolona moc wymiany energetycznej miedzy dwoma zrédfami jest funkcjg czterech zespolonych tzw.
mocy otwarciowo—zwarciowych uktadu zrodet potgczonych. Wynik ten jest przedmiotem odpowiedniego twierdzenia nieznanego dotad w teorii
obwodow elektrycznych.

Abstract. The article shows that the complex power of energy exchange between the two sources is a function of the four so—called open—closed—
circuit complex powers for the connected sources. This result is the subject of the previously unknown appropriate theorems in the theory of
electrical circuits. (Theorem of the energy sources complex power exchange and of the open—closed—circuit powers)
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Parametry i r6wnania zrédta energii elektrycznej

Na rysunku 1 pokazano dwie wersje tego samego 0+YUO = |Z (zwarcie),
zrodta energii elektrycznej: wersje napieciowg (rys. 1a) i
wersje pradowg (rys. 1b), napiecia i prgdu sinusoidalnie

Zmiennego. Y = U_
o]
a) Z I
—— Polaczenie dwéch zrodet — zespolona moc wymiany
Na rysunku 2 pokazano dwa zespolone zrodta energii:
Uo S U niepotgczone (a) i potgczone (b) z zaznaczonym
strumieniem zespolonej mocy wymiany S .
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Rys. 1. Wersja napigciowa (a) i wersja pradowa (b) zrédta energii Uor Uoz
elektrycznej o sinusoidalnych przebiegach sygnatéw napiec i I}
pradéw
Iz Izz
Zespolonymi parametrami zrédia energii s3:
- U, - napiecie otwarciowe (| =0), ?
— |, —prad zwarciowy (U =0),
-Z , Y - immitancja wewnetrzna ( Z :Y—l) Rys. 2. Dwa zespolone zrédita energii elektrycznej: niepoiaczone
U N | . . . (a), potaczone (b) z zaznaczong zespolong mocg wymiany S
- ol; — zespolona moc otwarciowo—zwarciowa
(gwiazdka — sprzezenie zespolone). Definiuje sie.; macierz zespolonych mocy otwarciowo—
Roéwnania zrodta w wersjach: zwarciowych:
— napieciowe;j: N X
U+Zl =U (1) Su Sl2 _ U01|21 U01|zz
- (o - % %
) S21 S22 U02|21 Uozlzz
0+Zl, =U, (otwarcie),
Zachodzi réwnosé:
U
zZ==2
I, @) S8y =5,,5,-
— pradowej: Schematy zastepcze potaczenia zrédet w  wersjach:
= napieciowej (a) i pradowej (b) pokazano na rysunku 3.
l+YU =1,
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Rys. 3. Schematy zastepcze potgczenia zrédet w wersjach:
napieciowej (a) i pradowej (b)

Twierdzenie o zespolonej mocy wymiany
Zespolong moc wymiany miedzy zrédtami okresla wzér:

S = S +5, =5, =Sy —
S, .S, . S,.S,
J_ﬁ. 22+£+i

S Sn Sy Sy

3)

22

S
S, W, W, Wyl = ws
_[ 11 12 2 21] S =
11
Siy
gdzie:
macierz rzeczywistych wag [Wij] okre$lona jest

nastepujgco:

_ ! S
1Sl +S,[ +2R, | —[S,[F —S["

|

1 * ¥
®) R :E(SIIS2Z+SHSZ2)'

Wektory W, S we wzorze (3) mozna tatwo wyznaczy¢ za
pomocg schematédw ,rotacyjnych” przedstawionych na
rysunku 4.
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I . [2

22 21 22
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Rys. 4. Schematy rotacyjne do wyznaczania wektoréw W, S we
wzorze (3)
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Dowod:

Z analizy schematéw zastepczych potgczenia zrodet
pokazanych na rysunku 3 wyznacza sie zespolone: prad i
napiecie na zaciskach uktadu:

I :U01_U02 U=
Z,+2,

|21 + Izz .
Y, +Y,
Stad wynika zespolona moc wymiany:
x (Ugl _ng)(|21 + Izz) _
(Y, +Y,)(Z, +2;)
— S1*1 _8;2 +Sl*2 _8;1 —
YlZl* +YQZ§ +le; +YZZI*

S=Ul

(6) _ 81*1 + 81*2 — S; — 8;2 —
I, Ugn + l2, U§z+ I, 5)2 422 §1
U01 I, Uo, 13, U01 I2, 02 'z
— S1*1"'81*2_8; 5;}
S, Su_ S, S,

S S A Mt A
S11 S22 S21 S12

Dalsze przeksztatcenia wyrazenia (6) przy uwzglednieniu
réwnosci (2) dajg nastepujacy wynik:

_ (S5 -5%)+(S,-S5)
SnSs +5,5%  [Sul +[Sa
S,,S,, S,S,,
_ (81152885 +(S5 =52 )S1.S,, _
1S, +[Su]" +2Re{s,,S5, }

[

_ |811|2 Szz +|512|2 521 _|Szz|2 Sll _|521|2 SlZ _
1S, +[S[ +2Re{S,S5,}

Szz
=W, W, W, W S
—[ 11 12 22 21]
Sn
SIZ
Whiosek:
Jezeli zespolone moce otwarciowo—zwarciowe zrédet

roztozy¢ na czesci rzeczywistg i urojona:
S, =P, +1Q,,, gdze nm=1,2,
to ze wzgledu na rzeczywisto$¢ wag I:Wij] (zob. wzor (4) i

(5)), wyrazenie (3) pozwala na wyznaczenie osobno mocy
czynnej wymiany:

P22
PZl
P,
P,

(7) P:[Wn W, W, W21]
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oraz mocy biernej:

Q22
Q21 ,
Q.
QIZ

gdzie: [P”] [Qij} — czynne i bierne moce otwarciowo—

®) QZ[WII W12 sz W21]

zwarciowe zrodet energii elektryczne;.
Przy tworzeniu formut (7) i (8) mozna tez wykorzystywac
schematy rotacyjne pokazane na rysunku 4.

Dyskusja wspétczynnikow wagowych [Wjj]
Zachodzi:

S| +[Su| +2Re{S,, S, } =
= |Slz|2 +|Sz1|2 +2|Slz||521|cos¢

gdzie: ¢ =S, —<S,, .
Stad otrzymuje sie nieréwnos¢:

=2|S,,[[S2] < 2[S.,[S|cos & < 2[S,, ]S,

poniewaz: —1 <cosg@<1.
Z otrzymanej nieréwnosci wynika nastepna:

|Slz|2 +|821|2 _2|Slz||521| <
<|Sul” +|Sa[ +2[S,.||S,:|cos g <,
<[Sul" +[S,1[" +2[85 IS

a stad:

(|Sl2|_|821|)2 < |512|2 +|S21|2 +2R, <

<(|Slz|+|321|)2

Ze wzorow (4), (5) i nierownosci (9) wynika ostatecznie, ze:
W,>0 W,>0

(10) .
W, <0 W, <0

Ponadto wspétczynniki wagowe [W ] spetniajg bardziej

ij
sprecyzowane nieréwnosci przedziatowe:

L<W < S,
(|Slz|+|821|)2 ) (|Slz|_|321|)2
Sl gy IS
(|Slz|+|821|)2 ; (EREEH)
_|S21|2 <W.. < —|82,|2
(|Slz|_|821|)2 (|Sn|+|821|)2
_|Szz|2 |Szz|2
(I1S02]=[S..]) (|312|+|821|)2
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Uogélnienie -

energetyczne
Wprowadza sie tzw. uogdlniong, widmowag macierz

otwarciowo—zwarciowych operatoréw mocowych:

[sus) su(s)}:

S,i(s) Sx(s)

operatory mocowe - funkcje

" { o (5)121(-5) um<s>lzz<—s>]
Uo, (8)15,(=5) U, (s)15,(-9)

gdzie: Ug,, (S) :

odpowiednich sygnatéw napie¢ i prgdéw rozszerzone na

|21,2 (S) — transformaty Fouriera

calg ptaszczyzne Gaussa, gdzie S = %t (zob. tez [1]).

Wprowadzajgc oznaczenia operatoréw hermitowskich:

S,/ (s) =5, (s)S, (—s)

__[811 +S11( )522(3)]

i tworzgc macierz operatoréw (rowniez hermitowskich):
{ (s) wz(s)}:
(8) Wh(s)

_ 1 [|51| |S|2| }
1. (9)HS./7(5)+2Ru(5)| 4. (5) 4Su*(9)

twierdzeniu o ,zespolonej mocy wymiany” nadaje sie
uogdlniong forme:

S(s)=

(12)

(13)

S,(9)
(14) S, (s) |-
[W,(5) Wals) Wals) W (5)] 217
S, (s)
S, (9)
Funkcje energetyczng zmiennej zespolonej S(S) mozna

nazwac¢ ,mocowym operatorem wymiany”.
Dla celéw dalszych uogodlnien wprowadza sie rozktady [2]:

S(s)=P(s)+Q(s).

gdzie:
P (—S) =P (S) — sktadowa hermitowska (czynna),

Q(-5)=-Q(s) -
(nieczynna),
skad:

skladowa antyhermitowska
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Zachodzi:

S(S):[Vvll W, W, Wzl](s)

S
S
Sy
S(_S):[Wn W, W, W21](S) ! (_S)
i dlatego:
P(S):[\Nn \N12 sz W21](S)
oraz:

Q(S):[\Nu \le sz W21]<S)

Zachodzg tez nieréwnosci:
W, (j©)>0 W, (jw)>0

. . dla —o<@w<o0.
W, (jo) <0 W, ( jw)<0
Mozna tez sformutowac bardziej precyzyjne nieréwnosci —
uogolnienia dla sformutowanych w poprzednim punkcie.
Obliczenie energii wymiany ze wzoru Parsevall'a
przebiega nastepujgco:

= 1 N
> [ Plie)do=o | Plie)d
(15) :
:L_ P(s)ds
27 ) Clma
gdzie: Clma - kontur przebiegajacy osig urojong,

zamkniety lewym lub prawym nieskonczonym potokregiem
(lemat Jordana — zob. tez [1]).

Formule catkowej (15) mozna réwniez nada¢ postac
sumacyjng  poprzez  dyskretyzacie w  dziedzinie
czestotliwosci (rys. 5) z odstepem pobierania probek

4

.27
Wtedy podstawiajgc: S — S, = J?I’l ,
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27—
Lxeli
T .= T

Jest to wieloharmoniczna wersja wzoru Parsevall’a dla
czasowego okresu T .

-
5—>5n=j£rr
T

—

Sl

_
G

Rys. 5. llustracja probkowania osi urojonej z odstepem pobierania
probek czestotliwosciowych 2m/T

Whioski

W pracy pokazano, ze uktad dwodch potgczonych ze
sobg zrodet napiecia/pradu zmiennego jednoznacznie
opisuje  pod wzgledem energetycznym  czwérka
zespolonych  parametrow, tzw. mocy otwarciowo—
zwarciowych. W szczegdlnosci okazuje sie, ze zespolona
moc wymiany energetycznej migdzy tymi zrodtami jest dosc
prostg, eleganckg kombinacjg tychze mocy otwarciowo—
zwarciowych. Pojawia sie tez mozliwos¢ tatwego
rozdzielenia zespolonej mocy wymiany na czesci czynng i
bierng, ktére otrzymuje sie =z takiego rozdzielenia
poszczegdlnych czterech sktadowych mocy otwarciowo—
zwarciowych. Odbywa sie to dzieki wprowadzeniu uktadu
czterech rzeczywistych wag wchodzacych w liniowg
kombinacje z  zespolonymi mocami  otwarciowo—
zwarciowymi. Wszystko to stanowi przedmiot tezy tzw.
twierdzenia o zespolonej mocy wymiany zrédet energii i o
mocach otwarciowo—zwarciowych.

W koncowej czesci artykutu twierdzenie to uogdélniono
na energetyczne — operatorowe funkcje wymiany energii
miedzy dwoma zrédtami.
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