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Energetycznie optymalny rozktad napie¢ w ziozonej liniowej
sieci elektrycznej z impulsowymi lub okresowymi przebiegami
sygnatéw napieciowych i pragdowych. Sterowanie optymaine

Streszczenie: W artykule pokazano ze w obwodach sygnatow elektrycznych nalezacych do tzw. przestrzeni L-impulséw, badz przestrzeni
sygnatéw okresowych wystepujgcy tam rzeczywisty rozktad napieé nie spetnia zasady minimum strat energetycznych. Przedstawiono rozwigzanie
tego zagadnienia poprzez wprowadzenie sterowania wektorem zrédet napieciowych pradowo zaleznych, wprowadzonego do zbioru weztéw ztozonej
sieci typu RLC. Wykazano ze sterowanie jest energetycznie obojetne.

Abstract: The article presents that in the circuits of electrical signals belonging to the L'-impulses space or periodic signals space, occurring there
real distribution of electrical voltage does not meet the principle of minimum energy losses. The paper presents a solution of this problem by using
the control system in the form of current-dependent voltage sources, entering it into a nodes set of a complex RLC network. It has been shown that
the control is energy-neutral. (Energy optimal voltage distribution in complex linear electrical network with pulse or periodic voltage and
current signals. Optimal control)

Stowa kluczowe: L'~ impulsy, obwody liniowe, zasada minimum strat energii, operatory, sterowanie optymalne
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Wstep Na rysunku 1 przedstawiono sie¢ RLC z zadanym
Zagadnienia dotyczgce jakosci rozptywu energii  zasilaniem w postaci wektora sygnatéw napieciowych up.
elektrycznej oraz minimalizacji strat energii zwykle dotyczag = Rozklad napieé¢ weziowych wewnatrz sieci okresla wektor
minimalizacji pewnych wskaznikéw energetycznych, jak np.  sygnatéw napieciowych u. Sie¢ scharakteryzowana jest tzw.
moc bierna lub uzyskania optymalnego, ze wzgleddw macierzg operatorow wewnetrznych Y(s) s=d/dt, oraz
energetycznych rozktadu napie€. macierzg tzw. operatorow kontaktowych Yo(s). Rownania
W obwodach prgdu statego obowigzuje =zasada operatora sieci przyjmujg postac:
minimum energii, zgodnie z ktdrg rozkitad napig¢ w ztozonej
sieci jest taki, ze catkowite straty energii sg minimalne [1,2]. Yu -Yu, =0
Jednak zasada ta na ogét nie dziata juz w obwodzie pradu 1 T .
sinusoidalnie zmiennego. [3] - YO u-+ Y00u0 =1
z drugiej strony w dziedzinie sygnatéw (0 — wektor, lub operator zerowy, T — znak transpozyciji)
niesinusoidalnych okresowych pojecie mocy biernej traci
sens, cCoO oOznacza ze pojeciem tym nie nalezy sie < n >< m
postugiwaé podczas badania jakosci rozptywu energii N . -
elektrycznej w sieci [4,5]. Jednak problemy kompensac;ji
zdgzajgce do wyzerowania wskaznika mocy biernej moga Y(s) = -y, =
by¢ rozwigzywane jako zadania optymalizacyjne polegajace
na minimalizowaniu strat energii w sieci albo jako zwigzane
z nimi zadania minimalizowania skutecznego rozktadu HERMIT ANTYHERMIT
napie¢ [6,7]. Publikacja ta wychodzi temu zagadnieniu | 5
naprzeciw. 4 4 N
W artykule wykazano Ze w obwodach z sygnatami
nalezgcymi  do liniowej  przestrzeni L1—impulsc'>w
wystepujgcy tam rzeczywiscie rozktad napieé¢ nie spetnia m -Y, Yoo Uo
zasady minimum strat energii. Aby tak byto potrzebne jest
sterowanie. Rozwazono zlozong sie¢ z zasilaniem 3
wielonapieciowym i wielowymiarowym  sterowaniem v
r)a'pieciowo § prqdowym. Wykazano 29, zastospwany uktad Rys. 2. Schemat uktadu réwnan (1) ; 1 - macierz operatoréw
zrédet sterowanych jest energetycznie obojetny. Zatem  \ewnetrznych; 2 - macierz operatoréw kontaktowych; 3 - macierz

proces minimalno— energetycznego sterowania odbywa si¢  operatorow zewnetrznych; 0 - wektor (lub operator) zerowy
bezenergetycznie.

n G(s)+B(s) (G, +By) u 0

Uo

Wszystkie macierze admitancyjne majg rozktad na

Sied czesci: hermitowska G i antyhermitowska B:
1e¢ () r B
RLC ’ () Y(s) =G(S)+B(s)

0

tzn. takie , ze

u 2 @)  G(=5)=G(s); B(-s)=-B(-9)

Strukture uktadu réwnan (1) ilustruje rysunek 2. Na rysunku
Rys.1. Ztozona sie¢ z zasilaniem wielonapigciowym; u - tym podane sg rozmiary macierzy i wektorow.

wewnetrzny wektor napigé weztowych; u, zewnetrzny wektor Sygnaly i(t) — wspotrzedne wektoréw pradowych nalezg do
napieciowy.

przestrzeni sygnatowej L', tzw. przestrzeni L' -impulséw:
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L' = {x(t): j IX(H)[dt < oo}

albo do generowanej przez nig przestrzeni sygnatéw T-
okresowych [8,9]:

P, = {x(t): x(t)= ix(u pT); X(t) eL'}
p=—

W przestrzeniach tych okreslony jest iloczyn skalarny w

L'
(u,i) = j‘z u(t)i(t)dt
awP;

(u,i) = f u(t)i(t)dt

Wszystkie operatory sg typu splotowego, tzn. w
reprezentacji czasowej majg postac

Yi(t)zjy(t—t')u(t')dt' w L
albo -~

Yi(t) = j ytetudt' w P,

® - dziatanie odejmowania mod T.
W reprezentacji z uzyciem transformat Fouriera:
YU (s) =Y (s)U (s)

Operator impedancji Z rozktada sie na dwie skladowe G i B
[10,11]:

1 a1 .

Y=—(Y+Y)+=(Y-Y)=G+B

2 2

to znaczy operator
1 .
G=EW+Y)

ktory jest operatorem hermitowskim (samosprezonym), tj:

G" =G, oraz operator
1 .
B=—(Y -Y
2( )

ktdry jest antyhermitowski, tj. B" = —B.

Operator Y’ jest operatorem sprezonym wzgledem Y, tj.
takim, ze dla dowolnych sygnatow x,y zachodzi

(YX, y) = (xY"y).

Operator G reprezentuje skiadowg czynng operatora
impedancji Y (tzw. operator stratnosci) a operator B jego
sktadowg bierng. Oznacza to spetnienie nastepujgcych
warunkow przez formy kwadratowe:

(Yi,1) = (Gi,i);

dla dowolnego sygnatu.

Mozna wykaza¢, Ze dla operatorow splotowych
charakteryzujgce je funkcje Y(t) oraz Y(s) spetniajg warunki
[12]:

(Bi,i)=0

Y'O=YE); Y (5)=Y(-9)

Zasada minimum strat energetycznych w sieci

elektrycznej w przestrzeniach L' i PT. Sterowanie

optymalne
Funkcjonat napieciowy

: 14 G =Gyl u
@ f=[u ,uol{_GT G L}

ma warto$¢, ktéra réwna jest stratom energii w sieci
elektrycznej. Wzér (4) tworzy macierzowo-operatorowy
iloczyn skalarny, tzn. jezeli

A=[AL] X=[X,1 Y=[Yy,]

to forma dwuliniowa ma posta¢

x'Ay = Z(Xp’ Apg yq):

CEDNY I’Xp(t)Uqu(t—t')yq(t')dt']dt=

Catki we wzorze (5) sg brane w przedziale (-~,+«) albo
w [0,T] zaleznie od tego czy uzywana jest przestrzen

L' czy przestrzen P, a w zaleznosci od tego operatory sg

splotami liniowymi lub cyklicznymi.

Zasada minimum wymaga, aby funkcjonat (4), ktérego
warto$¢ jest réwna catkowitym stratom energii w sieci,
osiggat minimum. Aby to minimum znalez¢ potrzebna jest
wariacja funkcjonatu:

df (u)= f(u+du)- f(u)=

G -G,|

[duw][_cg GH
G -G,[du

br] G S
G -G, [du

d T,OT 0

o ]{—GE }

Gy | 0
gdzie: 0 - wektor - sygnat zerowy,

G - czesci hermitowskie macierzy - operatoréw Y.
Po dalszych przeksztatceniach wariacja ta przyjmie
posta¢ nastepujaca:
df (u)=du"Gu —du'Gu, +u'Gdu -

u;G;du+du'Gdu
ale zachodzi:
x'Gy =y'Gx
bo
x'Gy = (XTGy)T =y'G'x
lecz G' =G.

Zatem:
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df (u)=2du’ Gu - 2du’ G ju, + du'Gdu =
2du’ (Gu -G u, )+ du'Gdu

Ze wzgledéw energetycznych ostatni  skiadnik
wyrazenia(6) jest formg kwadratowg dodatnio okreslong (sg
to straty energii wewnatrz sieci). Zatem warunek minimum
funkcjonatu energii(4), tj.:

(6)

éu\ df (u)> 0
przyjmuje postac:
Gu-Gu,=0
albo posta¢ uktadu réwnan operatorowych
(7) Gu=Ggu,
Uktad rownan (7) trzeba zestawi¢ z uktadem rownan (1):
(8) Yu=Y,u,

ktérego rozwigzaniem jest rzeczywisty rozktad napie¢
weztowych wewnatrz sieci. Uktady rownan (7) i (8) majg te
samg strukture, ale ukiad (7) jest hermitowskg odmiang
(czescig) uktadu rownan (8).

Rozwigzaniem ukfadu réwnan (7) jest energetycznie
optymalny rozktad napie¢ weztowych minimalizujgcy straty
energii wewnatrz sieci:

) ™ =G'Gu,

zwany rozktadem optymalnym. Natomiast rozwigzanie
ukfadu réwnan (8):
(10) u=Y 'Y,

daje rzeczywisty rozptyw prgdéw oczkowych w sieci zwany
rozktadem ,dzielnika napiecia”.

Dla pradéw statych w czasie rozkfad optymalny pokrywa sie
z rozkladem dzielnika napigcia, ale tak tez jest nie tylko w
tym przypadku. Natomiast na ogo6t rozkiady te nie
pokrywajg sie. Oznacza to, ze rozktad optymalny osigga sie
z uzyciem napieciowo-prgdowego, doweztowego
sterowania:

i =Yu™ -Y,u, =
opt opt —
Gu™ -Gyu,+Bu™ -Bju, =
-1
(BG G, -Bj)u,
Wzér (11) podaje wiec jakie sygnatowe prady zrodtowe
trzeba wpig¢ w wezly wewnetrzne sieci aby wywotaé

energetycznie optymalny rozktad napie¢. Wz6r ten zostanie
zapisany w postaci

(11)

+ st st
(12) i" =B u,
gdzie:

t -1
(13) B* =BG G, -B,
jest antyhermitowskim, macierzowym operatorem
sterowania.

Operator odchylenia

Optymalny rozktad napiecia (9) i rozkiad dzielnika
napiecia (10) na ogét nie pokrywajg sie.
Dzieje sie to za sprawg operatora

(14) A=G'G,-YY,

nazywanego dalej operatorem odchylenia. Jest on
zwigzany z operatorem sterowania w nastepujgcy sposob:

A=Y (YG'G,-Y,)=Y ' (BG"'G,-B,)

skad (zob. wzér (13)):
(15) A=Y 'B*
Ze wzordw (12), (13) i (15) wynika réwnowaznosé
nastepujgcych warunkéw:
A=0 BG'G, =B,
(16) ) = lub
B* =0 GB'B, =G,

Wowczas rozktady napieciowe: optymalny i dzielnika
napiecia pokrywajg sie bez udziatu sterowania. Taka sie¢
bedzie nazwana naturalnie energetycznie optymalng. Jest
nig oczywiscie sie¢ pradu statego, dla ktérej operatory Y i G
pokrywajg sie, ale takze jest nimi nieskonczenie wiele sieci
spetniajgcych warunki rownowaznosci (16).

Przykiad 1
Dla sieci ztozonej z gatezi typu RLC (rys.3) operatory typu Y
majg postac:

Y(s)=g+SC+s ' T =g+B(s)
Y,(s) =g, +5C, +s Ty =g, +B,(5)

gdzie: g,g, - macierze konduktancji, C,C, - macierze

pojemnosci, F,FO - macierze induktancji (odwrotnosci
indukcyjnosci).

g

Rys.3. Budowa strukturalna gatezi sieci RLC

Warunki (16) sieci naturalnie energetycznie optymalnych
przyjma wtedy postac:

(sC+s'TNg'g, =sC, +s'T', diakazdego s

skad: g'g, =C'C, =TT,

Przyktad 2
Dla rozktadu sygnatu potencjatu 07 na dwie gatezie

szeregowe 1,2 (rys.4), wyznaczyé napieciowo-prgdowy
optymalny operator sterowania B"uo1.
Otrzymuije sie dla gatezi 1, 2 o strukturze typu RC:

o
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BY(5)=5(Cg g’ ~C") =s( 22, -C)) =
9, +0,

S C291 _0192 =3 rzcz — rlcl : (rg=1)

gl + gZ rl + r2

albo dla gatezi 1,2 typu RL:

T

B (s)=s'(Tg'g" T =s" (L g )=
g,+9,

_sr BhoLh gy o
LILZ(r|+r2)

S—l Fzgl _FIQZ
g9, +0,

S3 to odpowiednio operatory: rézniczkujacy (dla gatezi typu
RC) i catkujgcy (dla gatezi typu RL).

B stum

01

i

Uo

Rys.4. Energetycznie optymalny rozkiad sygnatu potencjatu 07 na

dwie gatezie szeregowe 1,2; oraz struktura uktadu réwnan
@i
Przyktad 3

Wyprowadzi¢  warunki (16) sieci  naturalnie

energetycznie optymalnych w przypadku rozktadu sygnatu
potencjatu 07 na dwie szeregowe gatezie (uktad 7-2) i na
trzy szeregowe gatezie (uktad 7-2-3). Odpowiednie obwody
pokazano na rysunku 5.

1-2:
O
©
1-2-3:

B BE o ER

®

Rys.5. Energetycznie optymalny rozktad potencjatu 07 na dwie i
trzy szeregowe gatezie.
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Struktury ,Y, G” operatorowych ukfadéw réwnan (7), (8)
majg nastepujagcg postac:

(1-2):
Y,G -(Yo, Go)
1+2 | 1 M
-1 1 01 |u, X
(1-2-3):
Y,G (Yo, Go)
u
142 2 -1 1
2 243 2 =
-1 X 0l |up | x

Odpowiednie warunki (16) dla sieci (7-2) i (1-2-3) przyjmujg
posta¢ réwnan macierzowych:

(1-2):
C g -1 go Co
1+2 1+2 1 = 1
r Iy
(1-2-3):
C g 1y G ) F
42| 2 || 12| 2 ||1 | |wPRe
_ A
galezie
2 (243 || 2 | 243 \/
typ RL
r ro {7}
Z réwnania (7-2) otrzymuije sie:
ﬁgl =C, :&:&: rc, =r._C,
9,+0, 9 0,

Natomiast warunek (7-2-3) przechodzi w:

CitG, -C, 02103 02

1
)
-C, C+Cs 02 01102

gdzie: & = 9,9, + 9,05+ 9,05
skad: ,C, =1,C, =r,C,,

a po dokonaniu transformacji RC—RL:

L L _ L
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Przykfad 4
Energetycznie optymalny rozktad sygnatéw potencjatéw 07,

02 na obwadd o strukturze drabinkowej (rys.6).

— ¢ ¢ ¢

-

e ]

1
2 3
|
,
\

[

Rys.6. Energetycznie optymalny rozdziat potencjatéw 07, 02 na
ukfad drabinkowy

Struktury Y, G” operatorowych uktadéw réwnan: dzielnika
pradu (8) i optymalnego (7) majg posta¢ nastepujaca:

Y, G
u
1+2+5 -2 1
2 243+6 3 2 =
-3 3+4+7 3

Yo, Go

1 o1 |Yo

02
4

Dla uktadu o strukturze gateziowej typu RLC:

Y(s)=G(s)+B(s)=g+sC+sT

optymalne operatory sterowania (11), (12), (13) beda miaty
postac:

B¥(s)=s(Cg'g, -C,)
B¥(s)=s"'(I'g"'g,-T,)
B¥(s)=s(Cg'g,~Cy)+s ' (I'g"'g, - T,)

albo

albo

Natomiast warunek (16), ktéry muszg spetnia¢ sieci
naturalnie  energetycznie  optymalne, ma  postaé
nastepujgcej struktury macierzowej:

c 4 g -1

1+4+5 | -5 1+4+5 | -5
5 24546 % 5 | 2+5+6 -6
% 34647 -6 3+6+7

ok
g Co

I'o

Na rysunku 6 pokazano tez sterowanie optymalne
zrealizowane za pomocg zrédet prgdowych sterowanych
napieciami 07, 02 wprowadzonych do weztéw obwodu
drabinkowego.

Whioski

W pracy wykazano, ze w ztozonej sieci RLC, oprocz
rozktadu napie¢ wynikajgcego ze zwyktych praw Kirchhoffa
zwanego dzielnikiem napiecia, za pomocg odpowiednich
sterowan mozna otrzyma¢ tez inne rozkiady napie¢
wynikajgce z pewnych kryteriow optymalizacyjnych. W
artykule rozpatrzono rozktad, ktéry spetnia warunek
minimum strat energii wewnagtrz sieci, nazywajgc go
rozktadem energetycznie optymalnym. Dzielnik napiecia
opisuje operatorowy uktad réwnan (8),

Y(s)u =Y, (s)u,

a energetycznie optymalny rozkfad napie¢ spetnia réwniez
operatorowy ukfad rownan (7):

G(S)u=G,(S)u,

Macierze typu admitancyjnego sieci Y(s) i G(s) sa
powigzane w ten sposob, ze:

Y(s) = G(s) + B(s)
przy czym G(=S)=G(S); B(-S)=-B(-9)

co sprawia, ze rozkfad ten jest jednoznaczny:
1 1
GE)=JlYE)+Y(=9)ls B(s) =51V (5) - Y(=9)]

W ten sposéb uktady réwnan (7) i (8) sa macierzowo
identyczne, ale operatorowo ukfad (7) jest hermitowskg
odmiang uktadu réownan (8).

Rozktad optymalny nie jest osiggalny samoistnie, tak jak
rozktad dzielnika napiecia, ale aby go wywota¢ potrzebne
jest sterowanie optymalne zrealizowane za pomoca
operatora sterowania B%(s) (13), wytwarzajacego
odpowiednio roztozony sygnat pradu zrodtowego i (12):

i* =B (s)u,
B (5) = B(S)[G(5)]'G((5) — B, ()

Okazuje sie takze, ze rozktady: energetycznie optymalny
(7) i ,dzielnik prgdu” (8) moga sie pokryé bez sterowania,
gdy znika operator odchylenia (14):

AE) =[G 'Gy(8) - [Y(S)T'Yy(5)
ktory zwigzany jest z operatorem sterowania optymalnego
wzorem (15):

B (s)= Y(S)A(s)
Sieci spetniajgce ten warunek nazwano w pracy sieciami

naturalnie energetycznie optymalnymi. Jak wykazano, dla
nich musi zachodzi¢ (16):

B(S)[G(3)]'G,(s) =B (s)

albo rownowaznie (16):
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G(s)[B(9)] 'By(8) =G (s)

Operator sterowania optymalnego B%(s) jest
antyhermitowski, tj. B%(-s)= - B%(s) co sprawia, ze
antyhermitowski jest rowniez operator

[G, ()T [G(s)]'B ()
a wiec znika forma kwadratowa
opt\T st _ T T ~-1pst
(u”) e =u, G, G By,
Tym samym zrodta sterowane i nie wydajg energii —
sterowanie optymalne jest bezenergetyczne.
W pracy przedstawiono takze kilka przyktadéw, ze

szczegolnym naciskiem na sieci zlozone z gatezi o
réwnolegtej strukturze elementéw RLC.
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