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Zastosowanie rownan rézniczkowo-algebraicznych do predykciji
zmian parametrow powietrza wewnetrznego

Streszczenie. W pracy podjeto probe zastosowania uktadéw rownan rdzniczkowo-algebraicznych DAEs niestosowanych dotychczas do predykcji
zmian parametrow okreslajacych jakos¢ powietrza wewnetrznego. Za wskazniki charakteryzujace jakos$¢ powietrza w pomieszczeniach zamknigtych
uwaza sie temperature, stezenie ditlenku wegla oraz wilgotnos¢ wzgledna. W celu zamodelowania przysztych zmian wskazanych parametréw zapro-
ponowano uktad réwnar rézniczkowo-algebraicznych. W stosowanym podejsciu zastosowano metode ruchomego okna czasowego o zréznicowanej
dfugosci. Dtugosc okna wynosita odpowiednio: 4, 8 oraz 10 punktéw czasowych. Horyzont predykcji zawierat sie w granicach: 1-15 minut. Do oceny
Jakosci predykcji zastosowano trzy wielkosci: Sredni bfad absolutny, maksymalny btad absolutny oraz pierwiastek ze sredniego btedu kwadratowego.

Abstract. In this paper we attempt to apply differential-algebraic systems to predict changes of indoor air quality (IAQ). So far, differential-algebraic
equations (DAEs) have not been used in this way. The indicators of the indoor air quality, which were examined are temperature, relative humidity
and carbon dioxide concentration. In order to model changes of these parameters the system of differential-algebraic equations was proposed. The
approach applied in this work utilized the method of moving time window with variable length (4, 8, 10 time points). In these time windows models were
parameterized. The prediction horizon was in the range from 1 to 15 minutes. To assess prediction quality three measures were used: mean absolute
error, maximum absolute error and root mean squared error.(The new prediction method for determining indoor air quality parameters changes
based on differential-algebraic systems)

Stowa kluczowe: ocena jako$ci powietrza wewnetrznego, réwnania rézniczkowo-algebraiczne.
Keywords: indoor air quality assessment, differential algebraic equations (DAEs).

Wstep oraz wilgotno$¢ wzgledna.
Wedtug danych literaturowych coraz wiecej os6b spe-
dza znaczna cze$¢ swojego czasu w pomieszczeniach za-
mknietych [1]. Wiele prac wskazuje na to, ze osoby dtugo-
trwale przebywajace w pomieszczeniach zamknigtych nie-
rzadko zmagajg sie z zespotem dolegliwosci charaktery-
stycznym dla syndromu chorego budynku (ang. sick buil- (1) F(t,x(t),x’(t)) =0,
ding syndrome) [2-6]. W wielu przypadkach wystepowanie . o ] )
przykrych dolegliwosci (m. in. béle i zawroty glowy, omdle- ~ Przy Jednoczggnym spetnieniu warunku, ze macierz Jaco-
nia) zwiazane jest ze zlym stanem powietrza wewnetrznego.  Piego J = 37 jest osobliwa (nieodwracalna) dla kazdego
Wyniki wczesniejszych prac dowodza, ze zta jakosé powie- ¢ oraz, jezeli z(t) € R", wtedy
trza wewnetrznego negatywnie wptywa na aktywnos¢ umy- Fy(t,z(t),z' (1)
xX

Metoda

Réwnaniami rézniczkowo-algebraicznymi, ang. differen-
tial - algebraic equations (DAEs) nazywamy uktad réwnan,
ktory przybiera postaé:

stowg uczniéw w szkotach oraz wydajnos¢ pracy pracowni-

kow w biurach [1, 2, 6]. Na tej podstawie mozna stwierdzi¢,

ze ocena jako$ci powietrza pomieszczeh zamknigtych sta- @)
nowi bardzo wazny element diagnostyki budynkow.

Ocena jakosci powietrza wewnetrznego moze byé pro- Fo(t,x(t),2'(t))
wadzona za pomocg metod sensorycznych, pomiarowych
oraz obliczeniowych. Podstawg sensorycznych metod oceny
jakosci powietrza wewnetrznego sg opinie o jego akceptowal-
nosci wyrazane przez uzytkownikéw pomieszczen. W przy-
padku metod pomiarowo-obliczeniowych badaniu podlega
sktad powietrza. Wspomniane badania mogg by¢ wykony-  (3) = f(t,x).
wane dla réznych zestawdw parametréw. Przykiadowym
zestawem parametréw jest: temperatura, stezenie ditlenku
e s pomaom m on, | ZAyGEANh potac (). Jetel el maci: Jacobego
struowaé modele matematyczne opisujgce zachowanie sig 0z’ Jest nlleodV\,/racEa_In.a, wowczas mamy do czynienia z
wspomnianych parametréw. Jednym z ciekawszych proble- uk’ra_ldem rowr]an rgzn|cquwo:algebralcznych,. ktoregq nie
mow jest opis ich zmiennos$ci w czasie. Modele skonstru- mozna bezposrednio przepisac do powszechnie znanej po-
owane wedtug tej zasady dostarczajg informacji na temat staci OE.)ES (8, 9]. . ) .
charakteru zmian zachodzacych w powietrzu wewnetrznym. .Kazc’jy .uk’fa}d' DAES moze z_ogtac zapisany . W PO'
Istnieje mozliwo$¢ zastosowania w tym celu uktadéw réw- staql ogolnej (nlejawnpj, fu{ly -implicit), co prezentuje row-
nan rézniczkowo-algebraicznych (DAEs). Wedtug danych li- nanie (1). W zaleZnosci od rozwazanego przypadku,

teraturowych uktady DAEs dedykowane s jako narzedzie do uktady rézniczkowo-algebraiczne charakteryzujg sie okre-
opisu ukladéw o zmiennej dynamice [7, 8] $long struktura. Struktura ta jest specyficzna dla danego ob-

W pracy podjeto probe zastosowania uktadéw réwnan szaru aplikacyjnego [10, 11]. Na jczesciej Wy step'uj'qca posta-
rozniczkowo-algebraicznych do predykcji zmian parametrow cig ukladu DAEs jest forma potjawna (semi-explicit form):
uwazanych za wskazniki jakosci powietrza wewnetrznego. 2'(t) = f(t,z,)

Zalicza sie do nich: temperature, stezenie ditlenku wegla (4) 0 ; g(t,z, )

Jezeli macierz Jacobiego jest nieosobliwa (odwracalna),
wowczas uktad réwnan (1) moze zostaé przeksztatcony
do uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ang. ordinary
differential equations (ODEs):

Obecnie istnieje bardzo wiele metod numerycznych,
ktore pozwalajg rozwigzywac uktady réwnan rézniczkowych
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Rysunek 1. Szeregi czasowe parametrow powietrza wewnetrznego pochodzace z okresu czasu: 14-19.12.2014, sala wyktadowa Politech-
niki Wroctawskiej. Rd&znymi kolorami oznaczono kolejne dni, w ktérych prowadzono pomiary. Pomiar parametrow wykonywano w trybie

ciagtym co 30 sek.
gdzie:
- zmienna rézniczkowa x(t) € R"4,
- zmienna algebraiczna (w uktadzie nie wystepuje jej po-
chodna) z(t) € R",
- cze$¢ rozniczkowa f : R™ X R™* x R — R™,
- cze$c€ algebraiczna g : R™¢ x R™ x R — R",
- zmienna niezalezna t.

Poziom zlozonos$ci uktadu réwnan rézniczkowo-
algebraicznych okresla indeks uktadu. Indeksem uktadu
nazywamy minimalng liczbe krokéw takich jak rézniczkowa-
nie oraz manipulacje algebraiczne, ktére pozwalajg na prze-
ksztatcenie DAEs w ODEs. Poniewaz rozwigzanie uktadu
rownan rozniczkowo-algebraicznych w sposéb analityczny
czesto stanowi czasochtonne i trudne wyzwanie, w praktyce
wiedza na temat matematycznej struktury DAEs umozliwia
wybdr odpowiedniego oprogramowania oraz algorytmoéw ob-
liczeniowych.

Zastosowanie rownan  rozniczkowo-algebraicznych
do modelowania uktadéw o zmiennej dynamice (np. mo-
dele mechaniki ciata, kontrola procesow i kinetyka reakciji
chemicznych) przynosi wiele korzysci. Przede wszystkim
sprawia, ze nie trzeba wykonywa¢ skomplikowanych prze-
ksztatcen w celu otrzymania réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych. Na skutek braku dodatkowych przeksztatcen mozna
bezposrednio obserwowa¢ wptyw i role wybranych zmien-
nych. Takie podejscie bardzo upraszcza budowe modelu,
co powoduje, ze sprawdzenie poprawnos$ci jego opisu jest
rowniez duzo fatwiejsze. Ponadto w modelu DAEs moga
zosta¢ uwzglednione znane prawa fizyczne, ktére bardzo
czesto przyjmuja posta¢ réwnan algebraicznych (np. za-
sada zachowania masy i energii). Zapisanie praw fizycznych
w powszechnie znanej postaci powoduje, ze zmienne wyste-

pujace w uktadzie zachowujag swoj sens fizyczny [12-16].

Czesc eksperymentalna

Rejestracja parametrow powietrza wewnetrznego wy-
konywana byta w sali wyktadowej Politechniki Wroctawskiej
o wymiarach 14 x 8 m. Wysoko$¢ pomieszczenia wynosita
4 m (w pierwszych rzedach) i 2.9 m (w ostatnich rzedach). Do
badan zastosowano rejestrator firmy Delta Ohm HD37B17D,
ktéry usytuowano z przodu sali na wysokosci 1.5 m. Przy-
rzad wykonywat pomiary temperatury i wilgotnosci wzglednej
powietrza oraz stezenia CO5 w sposoéb ciggty. Wyniki po-
miaréw byly rejestrowane z czestoscig 30 s. Badania prowa-
dzono w dniach: 14-19.12.2014 roku. Pozyskane informa-
cje zapisano w postaci uporzadkowanych struktur danych,
co umozliwito odwotywanie sie do konkretnych danych po-
miarowych oraz ich dalsze przetwarzanie. Do opracowania
wynikow zastosowano srodowisko MatLab.

Model DAEs dla T, CO,,

Struktura modelu. Rozpatrywany model skfadat sie
z trzech parametréw: temperatury (1°), stezenia ditlenku we-
gla (C'O5) oraz wilgotnosci wzglednej (¢). Wspomniane pa-
rametry powigzane zostaty w uktad réwnan za pomocg réw-
nan rézniczkowo-algebraicznych (DAEs). Na tej podstawie
zatozono poéfjawng posta¢ modelu

8
~
—~
~
~—
|

fl(w(t)v Z(t)vt) )
fQ(x(t)7Z(t)7t) 7

nej

T'(t) = [(T(1),C0x(t), (1), 1)
(6) ¢'(t) = fa(T(t),COs(t), ¢(1),1)
0 = f3(T(t),COxt), (1), 1).
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Rysunek 2. Zestawienie bteddéw predykcji zmian temperatury, stezenia ditlenku wegla oraz wilgotnosci wzglednej w zaleznosci od horyzontu

czasowego prognozy.

Zakfadajac, ze rownania wchodzace w sklad uktadu
beda liniowe otrzymano ostateczng posta¢ modelu

T/(tn) = altn —+ a9
(7) ' (tn) = ctnteo
0 = COQ(tn) - bltn — b2.

z nieznanymi warunkami poczatkowymi

(8) T(t1) = ao
oraz

9) p(t1) = co,
gdzie:

o szybko$¢ zmiany temperatury 7" (¢,,),

stezenie ditlenku wegla COs(ty,) ,

szybkos$¢ zmiany warto$ci wilgotnosci wzglednej ¢’ (¢,,),
kolejna chwila wykonania pomiaru {t,,}*_,,

nieznane parametry modelu ag, a1, a2, b1, ba, co, c1, Ca.

Zakres modelowania. Przedmiotem modelowania byty
szeregi czasowe parametrow powietrza wewnetrznego. Mo-
del (7) z warunkami poczatkowymi (8)-(9) parametryzowano
na oknie czasowym réznej dtugosci. Ditugo$¢ okna wyno-
sita odpowiednio: 4, 8 oraz 10 punktow czasowych. Dobor
parametréw modelu prowadzony zostat zgodnie z reguta naj-
mniejszych kwadratéw. Opracowane w ten spos6b modele
rozwigzywano na 15 min do przodu stosujac metode rucho-
mego okna. Kazdorazowo okno przesuwano o dwa pomiary.

Ocena jakosci predykcji. Do oceny jakosci predykciji za-
stosowano nastepujace btedy
a) $redni btad absolutny

N

D Irmlts) =t

i=1

(10) Rypan = —

N
b) maksymalny btad absolutny

(1) Raax = max(Ir(t) = ry(t)]).

)
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c) pierwiastek ze $redniego btedu kwadratowego (root
mean squared error, RMSE)

N
1
(12) RryvsE = N ; ‘rm(ti) - rp(ti)|2-

Btedy obliczano dla nastepujgcych horyzontéw predyk-
cji: 1-15 min.

Metody rozwigzywania modelu. W pracy zapropono-
wano rézniczkowo-algebraiczny model zmian parametréw,
ktére sg uwazane za wskazniki jakosci powietrza wewnetrz-
nego. W badaniach symulacyjnych uktady réwnan DAEs
byty rozwigzywane metoda réznic wstecznych (Backward Dif-
ferentiation Formula), kitdra jest znana takze jako metoda
Gear’a. Prezentowane wyniki zostaty otrzymane poprzez za-
stosowanie metody BDF pierwszego rzedu.

Sposréd  wszystkich mozliwych wariantéw metody
wstecznego rézniczkowania, metoda BDF 1 rzedu zostata
wybrana ze wzgledu na dwie szczeg6lne wtasciwosci. Pierw-
szg z nich jest stabilno$¢ takiego schematu rozwigzywania.

Wybdr metody BDF pierwszego rzedu zostat ponadto
podyktowany czasem trwania symulacji. Ze wzgledu na
stopien stosowanych wielomianéw interpolacyjnych, wyzszy
rzad metody BDF oznacza takze konieczno$¢ przeprowa-
dzenia bardziej ztozonych obliczen. Na skutek przesuwania
okna pomiarowego kazdorazowo o dwa pomiary, w rezulta-
cie dla zadanej dtugosci danych uczacych dobér parametréw
modelu nalezato przeprowadzi¢ niespetna 15 000 razy.

W przeprowadzonych badaniach podkreslono w ten spo-
s6b jedng z najwazniejszych réznic pomiedzy modelami
DAEs a ODEs. Wykorzystujac metody rozwigzywania roéw-
nan rézniczkowo-algebraicznych nie ma koniecznosci, aby
model uktadu byt przeksztatcony do postaci uktadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych.

Wyniki badan i dyskusja

Na rys. 1 przedstawione zostaty szeregi czasowe tem-
peratury, stezenia ditlenku wegla oraz wilgotnosci wzglednej
zarejestrowane w sali wyktadowej Politechniki Wroctawskiej
w okresie zimowym. Wyniki oceny btedu predykcji zamiesz-
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czono na rys. 2. Na podstawie przeprowadzonych badan
zauwazono, ze w zaleznosci od rodzaju analizowanych para-
metréw oraz dtugosci okna czasowego na ktérym parametry-
zowany byt model btedy osiagaty rézne wartosci. Aby okre-
$li¢ prawidtowy horyzont czasowy predykcji badanych para-
metréw powietrza wewnetrznego nalezy uwzgledni¢ wszyst-
kie wymienione btedy. Sredni btad absolutny oraz Rrysk
wskazujg na Srednig réznice wystepujaca pomiedzy wyni-
kami otrzymanymi z modelu, a warto$ciami mierzonymi. Ab-
solutny btad maksymalny eksponuje sytuacje ekstremalne.
Rozpatrujgc horyzont czasowy predykcji wynoszacy 5 min
stwierdzono, ze $redni btad absolutny dla temperatury byt
najmniejszy (0.06 °C), gdy zastosowano okno sktadajace sie
z 10 punktéw czasowych. Podobng sytuacje odnotowano
w przypadku analizy $redniego absolutnego btedu predykc;ji
dla wilgotnosci wzglednej (0.6 %). Analiza btedu Ryrpan
prowadzona w tym samym horyzoncie prognozy, ale dla ste-
zenia ditlenku wegla wykazata z kolei, ze najmniejszy btad
predykcji (6.8 ppm) wystepowat, gdy zastosowane zostato
okno najkrotsze (sktadajgce sie z 4 punkidéw czasowych).

Ocena jakosci predykcji prowadzona na podstawie mak-
symalnego absolutnego btedu oraz horyzontu prognozy wy-
noszacego 5 min wskazata na wystepowanie bardzo duzych
wartosci btedu dla wszystkich rozpatrywanych parametrow
(3.5 °C dla temperatury, 524 ppm dla stezenia ditlenku wegla
oraz 37.6% dla wilgotnos$ci wzglednej). Nalezy jednak pamie-
ta¢, ze analizowany maksymalny btad absolutny przedstawiat
najwieksze odchylenia od warto$ci mierzonych.

Analiza jakosci predykcji $redniego btedu kwadratowego
byta najpardziej zadowalajgca w przypadku zastosowania
okna sktadajgcego sie z dziesieciu punktow czasowych (ana-
liza btedu predykcji temperatury oraz wilgotnosci wzglednej).
W przypadku wynikéw otrzymanych dla stezenia ditlenku we-
gla zauwazono, ze dlugo$¢ okna czasowego praktycznie nie
wptywata na wynik analizy.

Podsumowanie i wnioski

W pracy podjeto probe zastosowania uktadéw réwnan
rozniczkowo-algebraicznych (DAEs) do predykcji zmian pa-
rametrow powietrza wewnetrznego. Byty to: temperatura,
stezenie ditlenku wegla oraz wilgotnos¢ wzgledna. Wspo-
mniane parametry uwazane sg za wskazniki jakosci powie-
trza wewnetrznego.

Do oceny prawidtowego horyzontu czasowego predyk-
cji badanych parametréow zastosowano trzy wspomniane ro-
dzaje btedéw: sredni btad absolutny, maksymalny btad abso-
lutny oraz pierwiastek ze $redniego btedu kwadratowego. Na
tej podstawie stwierdzono, ze rozwazany model DAEs umoz-
liwia wykonanie predykcji z akceptowalnym btedem w hory-
zoncie czasowym 5 min.

Celem dalszych badan bedzie ocena btedu predykcji
dla innych modeli r6zniczkowo-algebraicznych, ktére moga
znalez¢ zastosowanie w sytuacjach zréznicowanej dynamiki
zmian wartosci parametrow charakteryzujacych powietrze
wewnetrzne.
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