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Zastosowanie zmodyfikowanej metody réznicowej
w obliczeniowej identyfikacji rozkladu pola elektrycznego

Streszczenie. Linie elektroenergetyczne sg obecnie nieodfgcznym elementem infrastruktury technicznej na terenach zurbanizowanych. Wraz ze
zjawiskiem tzw. ,rozlewania sie miast” towarzyszacym rozwojowi dzisiejszych aglomeracji miejskich wiele obiektéw uzytkowanych przez ludzi moze
by¢é w mniejszym lub wigekszym stopniu narazonych na oddziatywanie poél elektromagnetycznych generowanych przez napowietrzne linie
elektroenergetyczne. We wtasciwych aktach prawnych okre$lone sg graniczne maksymalne warto$ci natezenia zaréwno dla sktadowej elektrycznej

Jak i magnetycznej pola elektromagnetycznego.

Abstract. This paper presents the method for determining the electromagnetic field with a frequency of 50 Hz generated by high voltage power lines.
The problem of calculation to determine the intensity of the electric components of fields is important at the stage of project implementation or
upgrading existing power lines to determine the level of its impact on the environment as well as to take the necessary steps to limit occupancy of
the land designated for the location of the overhead power lines. (The modified numerical method for digital simulations of electrical fields

distribution).
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Wstep

Powszechna obecnos¢ linii oraz urzgdzen
elektroenergetycznych w $rodowisku, w ktérym zyjg ludzie
wymusita opracowanie aktéw prawnych (przepisy BHP)
okreslajgcych  dopuszczalne natezenia pdl elektro-
magnetycznych w miejscach, w ktérych ludzie moga
przebywac tylko czasowo lub stale tam zamieszkiwac.

w przypadku wolnozmiennych pol
elektromagnetycznych  wystepujgcych  w  otoczeniu
elektroenergetycznych obiektéw liniowych wartosciami
granicznymi natezenia sg odpowiednio: 1 kV/m dla
sktadowe] elekirycznej oraz 60 A/m dla sktadowe;j
magnetycznej [1]. Podczas procesu projektowania nowych
obiektow elektroenergetycznych nalezy sprawdzi¢ czy
wystepujgce w miejscu lokalizacji sgsiadujgcych budynkéw
mieszkalnych oraz uzytecznosci publicznej natezenie
poszczegdlnych  skitadowych pola nie przekracza
dopuszczalnych wartosci [2]. Aby okresli¢ rozktad pola
elektromagnetycznego w  przestrzeni  wokét  linii
elektroenergetycznej mozna postuzyé sie jedng z wielu
dostepnych metod obliczeniowych. Z powodu znacznej
ztozonosci aparatu matematycznego stosowanego do
rozwigzywania zagadnien polowych obecnie proces ten jest
wspomagany komputerowo. Dla pewnych klas probleméw
wskazane jest zastosowanie pewnych konkretnych metod
obliczeniowych [3,4]. Sposrod najwazniejszych sposobdéw
obliczeniowej symulacji rozktadu pél elektromagnetycznych
na szczegdlng uwage zastugujg metody analityczne oraz
metody numeryczne [5,6]. Metody analityczne z zasady
dajg rozwigzanie doktadne, lecz implementacja ich jest
mozliwa jedynie dla ograniczonego zbioru zagadnien, dla
ktéorych wprowadza sie pewne zatozenia upraszczajgce,
takie jak np. zastgpienie rzeczywistego przewodu linii
nieskonczenie dlugg natadowang osig. Jak wiadomo
przewody linii elektroenergetycznych pomiedzy przestami
pod wptywem dziatajgcych sit uktadajg sie w ksztalcie
krzywej tancuchowej, ktorej parametry sg uzaleznione
przede wszystkim od naciggu przewodéw i ich wtasnosci
mechanicznych, temperatury oraz wielu innych czynnikow.
Niektére modele matematyczne uwzgledniajg rzeczywistg
wielko$¢ zwisu przewodu w danych warunkach i dalsze
obliczenia  wykonywane sg dla prostoliniowych
nieskonczenie dtugich natadowanych osi zawieszonych na
tej wtasnie wyznaczonej z modelu wysokosci [3,4]. Ponadto
obecnos¢ dodatkowych obiektow takich jak np. drzewa,

budynki czy inne elementy infrastruktury znaczaco
komplikujg rozwazania metodami analitycznymi do tego
stopnia, ze po przekroczeniu pewnego poziomu ztozono$Sci
uniemozliwia to prostg implementacje modelu
matematycznego na potrzeby obliczen numerycznych. Z
opisanych wyzej powodow uwaga tworcow aplikacji
wspomagajgcych  cyfrowg symulacje rozkiadu  pol
elektromagnetycznych zwrdcita sie ku metodom elementéw
skohczonych. Istota tych metod polega na podziale obszaru
rozwigzania zagadnienia na mniejsze elementarne
podobszary w sposéb umozliwiajgcy opisanie kazdego z
nich tzw. funkcjami ksztattu, ktére opisujg wielkosci
charakteryzujgce rozktad pola za pomocg zalezno$ci
réznicowych pochodzgcych wprost z réwnan rézniczkowych
[7,8]. Metody numeryczne obejmujg szerokg klase
zagadnien zwigzanych z uzyskiwaniem rozwigzan model
matematyczno-fizycznych opisujgcych pewne zjawiska przy
pomocy réwnan rézniczkowych. Jako przyktad zastoso-
wania metody numerycznej postuzono sie tutaj jedng z
podstawowych jej odmian tzw. metoda réznicowa [8,9].
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Rys.1. Siatka elementéw réznicowych z zaznaczonymi weztami

Przed przystgpieniem do analizy badanego obszaru, na
ktéorym poszukujemy wartosci natezenia pola elektrycznego
E i/lub potencjatu elektrycznego V nalezy podzieli¢ ten
region w pfaszczyznie x-t na elementarne prostokaty o
wymiarach Ax i At (Rys. 1).
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W kazdym z analizowanych punktéw P funkcja ®(xt)
jest okreslona nastepujgcg zaleznoscia:

(1) @p =D(i- A, j-At)=a(i,])
dla kazdego

X=i-AX gdzie i=0,1,2,...

t=j-At gdzie j=0,1,2,...

Natomiast pochodne funkcji ®(x,t) w kazdym z weztiéw
sg wyznaczane jako centralna réznica funkciji:

)

o0D(x,t) Z@(i+1,j)—cb(i—1,j)
x iy 2. Ax
oo(xt)| _@(i,j+1)-a(i j-1)
ot | 2- At
Io(xt) _@(i+1,j)-20(i,j)+@(i-1,j)
x|, (ax)
0*D(x,t) L@, j+1)-20(1,j)+ (i, j 1)
ot | (4t)’
Roéwnanie eliptyczne (Poissona) w postaci:
o’o  o’d
3 Vo= + =g(xt
(3) Fva—e g(x.t)

Mozna przeksztalci¢ w réwnania dla wezta ij, a jesli
Ax=At=h to wtedy mozna zapisac to nastepujgco:

[cb((?)+1,j)+ o(i—1,j)+o(i,j+1)+ (i, j-1)]

—40(i,j)=hg(i,])

Gdy prawa strona g(x,t)=0 wtedy mamy do czynienia

z rownaniem Laplace’a, ktére jest szczegdinym
przypadkiem réwnania Poissone’a:

o1 (@(i+1])+o(i-1,j)+
(5) @('vl)i‘((p(i,j+Jl)+@(i,j—11) j

Dziatajgc w opisany powyzej sposéb uzyskuje sie
doktadnie tyle rownan ile jest weztéw siatki. Dla uzyskania
zadowalajgcych efektow symulacji rozkiadu sktadowej
elektrycznej pola konieczne jest zastosowanie siatki o duzej
liczbie weztéow a w konsekwencji uktadu o duzej liczbie
rébwnan. Rozwigzujgc zagadnienie przy uzyciu metody
iteracyjnej w kazdym punkcie P analizowanego obszaru
przypisuje sie poczatkowo znane warto$ci graniczne,
natomiast wszystkim pozostatym punktom przypisuje sie
wartosci dowolne (najczesciej zerowe lub oszacowane w
inny sposob). W dalszej kolejnosci korzystajagc z
przedstawionych wczesniej zaleznosci oblicza sie wartosé
potencjalu V w kazdym wezle uzywajgc do tego wartosci
potencjalu w weztach sasiednich. W ten sposdb uzyskuje
sie tzw. pierwsze przyblizenie. Nastepnie powtarza sie
operacje az do uzyskania zadanej doktadnosci dla funkgc;ji
siatkowej potencjatu V

(6) maxM I+ —th‘ <¢

gdzie j=1,2,3,... kolejny numer iterac;ji [8].

Natezenie pola elektrycznego E w kazdym punkcie

badanego przekroju poprzecznego linii
elektroenergetycznej wyznacza sie z zalezno$ci:
) E=—grad(V)

Dla dyskretnej siatki elementéw réznicowych powyzsza
zaleznos¢ wyglada nastepujgco:

£ max(sv i

Opisang powyzej procedure nalezy wykona¢ osobno dla
skladowe] rzeczywistej potencjatu Vge i natezenia pola
elektrycznego Ege Oraz analogicznie dla sktadowej urojonej
Vim oraz Emm po czym w celu wyznaczenia wypadkowego
natezenia pola elektrycznego E w kazdym z badanych
punktéw stosuje sie wzér pozwalajgcy na obliczenie modutu
liczby zespolonej przedstawionej w postaci algebraicznej:

8)

9) E=yE. +E,’

Modyfikacja metody réznicowej na  potrzeby
wyznaczania rozkladu potencjalu  elektrycznego
generowanego przez linie elektroenergetyczne

W celu poprawy doktadnosci odwzorowania geometrii
oraz wynikow symulacji korzystne jest zastosowanie siatki o
jak najwiekszej ilosci weztow. llos¢ weztdow przektada sie
bezposrednio na czas wykonywania obliczen. Uzyskanie
zadowalajgcej doktadnosci wymaga przeprowadzenia
znacznej ilosci iteracji. W celu skrécenia czasu wykonania
obliczen dla zagadnien symulacyjnych zaproponowano
implementacje metody ,dziel i zwyciezaj”. W kazdym z
etapéw symulacji siatka sktada sie ze statej liczby weztéw
przy czym po uzyskaniu zatozonej doktadnosci dla danego
etapu obliczen nastepuje powtdrne przeliczenie przy
wykorzystaniu wynikéw poprzedniego etapu dla tej samej
liczby weztow jednak w zawezonym, wybranym regionie
rozwigzania. Podziat regionu siatkg o statej liczbie weztow
zastosowanych dla zawezonego obszaru rozwigzania
powoduje zageszczenie siatki elementéw skonczonych w
analizowanym obszarze (Rys. 2).

lammten

i .

Rys.2. Siatka elementéw réznicowych w
obliczen

kolejnych etapach

Istotnym problemem podczas pierwszego etapu aplikac;ji
metody réznicowej moze byé koniecznos¢  jak
najdoktadniejszego dopasowania siatki (o stosunkowo
duzych oczkach) do geometrii analizowanego uktadu
przewodéw linii elektroenergetyczne;j.

Przy duzych odlegtosciach pomiedzy weztami siatki btgd
odwzorowania rozmieszczenia przewodow moze byé
znaczny. Podczas procesu budowy siatki elementéw
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réznicowych nalezy mie¢ na uwadze minimalizacje tego
btedu.

Po przeprowadzeniu okreslonej ilosci iteracji niezbednej
do uzyskania zatozonej doktadnosci obliczehA mozna przejsé
do kolejnego etapu, w ktérym dokonuje sie obliczen w
wybranym obszarze rozwigzania jednak dla zageszczonej
siatki elementow roznicowych.

W kolejnych etapach powtarza sie te procedure
do uzyskania zatozonej doktadnosci obliczen i wymaganej
gestosci siatki.

Przyktad praktycznego zastosowania zmodyfikowanej
metody réznicowej

Dla zobrazowania dziatania opisanej zmodyfikowanej
metody réznicowej postuzono sie przyktadem jednotorowej
linii elektroenergetycznej o napieciu 110 kV zbudowanej w
oparciu o stupy kratowe typu B2 (Rys. 3).

~2300

Rys.3.  Sylwetka stlupa typu B2
elektroenergetycznej o napigciu 110 kV

napowietrznej  linii

Omawiang metode zastosowano do analizy rozkfadu
natezenia pola elektrycznego na wysokosci 2 m dla
wybranego przekroju poprzecznego linii. W zaleznosci od
przyjetej metody obliczeniowej oraz parametrow symulacji
numerycznej czas rozwigzania takiego zagadnienia przy
uzyciu typowego komputera osobistego moze wynosi¢ od
kilkkunastu sekund az do kilkudziesieciu godzin. Analizie
poddano obszar stanowigcy pole przekroju poprzecznego
przesta napowietrznej linii  elektroenergetycznej o
szerokosci 100 m (tzn. po 50 m liczagc od osi linii w obie
strony) oraz o wysokosci 50 m.

W pierwszym etapie ten region rozwigzania podzielono
regularng siatkg elementéw réznicowych o odlegtosci
pomiedzy weztami réwnej 1 m. Nastepnie dokonano
symulacji cyfrowej dla przekroju poprzecznego
przyktadowej linii elektroenergetycznej w $rodku przesta
ptaskiego czyli tam gdzie odlegtos¢ przewodu od ziemi jest
najmniejsza. Dla takiego przekroju nalezy spodziewaé sie
maksymalnych wartosci natezenia sktadowej elektrycznej
pola elektromagnetycznego. Wynik symulacji cyfrowej
rozktadu pola elektrycznego na wysokosci pomiarowej h=2
m w otoczeniu badanej linii przedstawiono w formie
graficznej na rysunku (Rys. 4)

Na wykresie z rys. 4 mozna zauwazy¢, ze maksymalna
wartos¢ natezenia pola elektrycznego pod badang linig 110
kV wyniosta Emnax=1,06 [kV/m] dla odlegtosci od osi linii

wynoszgcej Xm=-4,6 [m]. Wartos¢ 1 [kV/m], ktéra wg [1]
uznana jest za graniczng lecz dopuszczalng zostata
przekroczona w pasie o szerokosci 3,2 [m] w zakresie od
x1=-6,2 [m] do x2=-3,0 [m] liczac od osi linii napowietrzne;j.
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Rys.4. Rozktad natezenia pola elektrycznego pod linig 110 kV na
wysokosci h=2 m w odlegtosci od -50 m do +50 m od osi linii
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Rys.5. Rozktad natezenia pola elektrycznego pod linig 110 kV na
wysokosci h=2 m odlegtosci od -12 m do +12 m od osi linii (
czerwong krzywg przedstawiono wyniki dla siatki o rzadkich
oczkach natomiast niebieskg krzywg dla siatki o oczkach
zageszczonych)

Kolejny wykres (Rys. 5) przedstawia rozktad natezenia
pola elektrycznego w tym samym przekroju poprzecznym
linii elektroenergetycznej w zawezonym zakresie odlegtosci
od osi linii od -12,0 m do + 12,0 m. Gtadka krzywa
reprezentuje natezenie pola elektrycznego obliczonego po
zageszczeniu siatki elementéw réznicowych, natomiast
krzywa sktadajgca sie z prostych odcinkéw reprezentuje
natezenie pola elektrycznego wyznaczone na bazie siatki o
wiekszych oczkach a zatem mniej doktadnej. Dopiero
dwudziestopieciokrotne zageszczenie siatki w drugim kroku
symulacji cyfrowej pozwala na doktadniejszg identyfikacje
natezenia skladowej elektrycznej generowanej przez linie
napowietrzng o napieciu 110 kV.

tatwos¢ i szybko$¢ przeprowadzania obliczen
numerycznych pozwala na obliczanie natezenia pola
elektrycznego dla kilku przekrojéw poprzecznych linii w celu
sporzadzenia na tej podstawie tréjwymiarowych wykreséw
obrazujgcych natezenie sktadowej elektrycznej pola
praktycznie w dowolnym miejscu objetym wptywem
oddziatywania linii elektroenergetycznej. Ma to szczegdine
znaczenie w procesie projektowania obiektow budowlanych
zlokalizowanych w bezposrednim sgsiedztwie linii i
urzgdzen elektroenergetycznych, ktére mogtyby byc¢
narazone na takie oddziatywania.
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Whioski

1. Metoda roéznicowa pozwala na rozwigzanie
zagadnienia polowego przy zachowaniu jednakowej
wielkosci oczek siatki elementéw w calym analizowanym
obszarze. W przypadku zastosowania zmodyfikowanej
metody réznicowej mozna uzyskaé zageszczenie weziow
siatki w pewnym szczegdlnie istotnym fragmencie obszaru
rozwigzania.

2. W celu zredukowania aliasingu oraz ufatwienia
dziatania procedury podziatlu obszaru rozwigzania siatkg
elementéw réznicowych istotny jest uklad wezidw w
kolejnych etapach obliczen. Korzystnie jest aby sposdb
podziatu stanowit catkowita wielokrotnos¢ rozdzielczosci

siatki elementow réznicowych 2z poprzedniego etapu
obliczen.
3. Dzieki zmodyfikowanej metodzie roznicowe;j

wykorzystujgcej w swojej istocie metode “dziel i zwyciezaj”
mozliwe jest skrocenie czasu obliczen poprzez wykonanie
mniejszej ilosci prostych operacji arytmetycznych na
wybranych weztach siatki metody réznicowe;j.

4. w przypadku analizy rozktadu pol
elektromagnetycznych wokét linii  elektroenergetycznych
czesto istotny jest rozktad potencjatu elektrycznego lub
natezenia pola elektrycznego jedynie w pewnym
zawezonym obszarze rozwigzania jak np. w poblizu
projektowanych bgdz istniejgcych obiektéw budowlanych na

dowolnej wysokosci nad ziemig lub w celu doboru
parametrow  przegrod czy barier umozliwiajgcych
ograniczenie generowanego przez linie

elektroenergetyczng natezenia pola elektrycznego do
wartosci dopuszczonych obowigzujgcymi aktami prawnymi.
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