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Ocena niepewnosci estymaciji funkcji autokorelacji metoda

Monte Carlo

Streszczenie. Artykut dotyczy problematyki wyznaczania niepewnos$ci estymacji funkcji autokorelacji sygnatu sinusoidalnego w warunkach
konwersji a-c z sygnatem ditherowym. W pracy przedstawiono poréwnanie wynikéw badan réznych metod, analitycznej oraz symulacyjnej Monte
Carlo. Przeprowadzone badania wskazujg na przydatno$¢ stosowania metody Monte Carlo do oceny niepewno$ci funkcji autokorelacji. Dodatkowo
wykazano, ze sygnat ditherowy najlepiej stosowac zaréwno dla maftej wartosci liczby prébek sygnatu, jak i matej liczby bitéw przetwornika a-c.

Abstract. The article discuss the problem of determining the uncertainty of autocorrelation function estimation for sinusoidal signal a-d converted
with dither. The paper presents a comparison of test results for two techniques: the analytical method and Monte Carlo simulation. The results show
that Monte Carlo method can be successfully applied to determine the autocorrelation function uncertainty. In addition, there were shown that use
dither signal provides better results when applied to signals with small number of samples and a-d converter resolution limited do small number of
bits. (Uncertainty evaluation of autocorrelation function estimation using Monte Carlo method}

Stowa kluczowe: funkcja autokorelacji, niepewno$¢é pomiaru, metoda Monte Carlo, dither.
Keywords: autocorrelation function, measurement uncertainty, Monte Carlo method, dither.

Wprowadzenie

Artykut  przedstawia  problematyke  wyznaczania
niepewnosci estymacji funkcji autokorelacji sygnatu
sinusoidalnego w warunkach konwersji a-c z sygnatem
ditherowym.

Funkcja autokorelacji stanowi wazne narzedzie analizy
sygnatbw. Mozemy tu miedzy innymi  wyréznié¢
zastosowanie funkcji autokorelacji w filtracji i detekciji
sygnatébw w szumie, wyznaczaniu wartosci parametrow
sygnatéw takich jak: warto$¢ $rednia, Sredniokwadratowa
sygnatu, czy wartos¢ skuteczna oraz detekcji czestotliwosci
podstawowej sygnatu, czy wyznaczanie zawartosci energii
w sygnale.

W systemach pomiarowych prébki sygnatéw majg swojg
cyfrowa reprezentacje. Oznacza to, ze sg one poddane
kwantowaniu w przetworniku analogowo - cyfrowym.
Przetwarzanie a-c zawiera operacje kwantowania, ktora
zawsze jest zrédiem btedu. Jedng z metod uzyskania
pozgdanych wiasciwosci btedow kwantowania jest
przetwarzanie z sygnatem ditherowym. Metoda ta polega
na tym, ze zasadniczy sygnat jest przetwarzany fgcznie
z dodatkowym sygnatem zwanym ditherowym, ktérym moze
by¢ szum tkwigcy w przetwarzanym sygnale lub szum
celowo dodawany do sygnatu wejSciowego. Jesli wartoSci
badanej wielkosci wyznacza sie wiele razy wcelu
usredniania, to dodanie sygnatu ditherowego efektywnie
poprawia dokfadnos¢ tych $rednich [1, 2]. Warunki
odtwarzalnosci dla istniejgcych  wariantéw takiego
kwantowania zostaty podane oraz udowodnione w [3], gdzie
wykazano, ze taka konwersja jest efektywng metodg
wplywania na wiarygodnos¢ pomiaru.

Wyznaczajgc niepewnos¢ mozna oceni¢ przydatnosc
stosowania sygnatu ditherowego. Narzedziem oceny
niepewnosci moze by¢ metoda Monte Carlo, ktéra
umozliwia szacowanie przedziatow niepewnosci. W ten
sposob mozna zawrze¢ w wyniku zarébwno obcigzenie, jak
i niepewnos$¢ standardowg. Dlatego tez wyznaczenie
niepewnosci estymacji funkcji autokorelacji sygnatéw przy
konwersji a-c z sygnatem ditherowym za pomocg metody
Monte Carlo, zdaniem autoréw, jest uzasadnione.

Obciazenie estymatora funkcji autokorelacji

Jednym z parametréw oceny doktadnosci estymatora
jest obcigzenie opisujgce systematyczng sktadowg biedu.
Zgodnie z Przewodnikiem [4], jezeli znana jest doktadna
warto$¢ obcigzenia, mozna jg uwzgledni¢ stosujac
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poprawke do wyniku, w innym przypadku obcigzenie
podawane jest w postaci niepewnosci.
Oznaczmy przez

(1) y(t)=x(t)+d(t)

sume sygnatu sinusoidalnego x(t) o amplitudzie A i sygnatu
losowego d(t) o rozkladzie normalnym i odchyleniu
standardowym o oraz zerowej wartosci oczekiwanej.
Przyjmujemy, ze x(t) i d(t) sg sygnatami losowo
niezaleznymi. Zaktadamy, ze przetwarzanie odbywa sie za
pomocg idealnego przetwornika a-c typu zaokraglenie.

Funkcje autokorelacji sygnatu y(t) definiujemy
w nastepujgcy sposob:

1 T
@ R (9= () y(t+ D)t
0

gdzie TeR, to okres, 1R to opdznienie sygnatu y(t).
Zwrécmy uwage, ze:

(3) Ry (0)=E[¥*],

gdzie E[yz] jest wartoscig sredniokwadratowg sygnatu y(t)
nazywang w probabilistyce momentem zwyktym drugiego
rzedu zmiennej losowej y, ktéra przyjmuje wartosci sygnatu
y(®.

Momenty k-tego rzedu zmiennej losowej y wyznaczamy
na podstawie zaleznosci [6]:

4) E[y]=(-i) &

dvk
gdzie d(v) jest funkcjg charakterystyczng zmiennej y.
Zatozmy, ze sygnat y(t) poddany zostat kwantowaniu
w przetworniku a-c z krokiem kwantowania q. Wtedy:

.k d¥
(5) E[yh]=(-1) L r ®s (V)

przy czym y, jest zmienng losowg odpowiadajgcg sygnatowi
skwantowanemu y,(t), gdzie:

(6) DOy, (V)= i D, {V+%ijsinc(%+ni}

i=—c0

;=L

v=0

Dy (v)

i

v=0

jest funkcjg charakterystyczng sygnatu y,(t).
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Teoretyczne obcigzenie (blgd systematyczny) funkcji
autokorelacji w zerze dla sygnatu y,(t) mozna przedstawic¢
nastepujgco:

b = Rys (0) =Ry (0) =E[v& ]-E[y*] =

7
) » & Dy, (V) ' &

== 42 70—(—1) »?

Dla sumy sygnatu sinusoidalnego o amplitudzie A
i sygnatu Gaussa o odchyleniu standardowym o, o zerowe;j
wartosci oczekiwanej kazdy, funkcja charakterystyczna
przyjmuje postac:

(8) @y (v) =y (V)-<I>d(V)=Jo(A~V)-exp[—%v202J.

Na podstawie (7) i (8) oraz uwzgledniajgc poprawke
Sheppard’a %12 otrzymujemy [2]:

2

-1
2%(3} +B_2 .

2
.Jo(2B)+2ﬁ—1.Jl(2B) ]exp _z[ni%j ’

bRy = A3 (<1)' -
i=1
9)

gdzie sume mozna ograniczy¢ do 100 wyrazen, B=riA/q, Jo,
J; — funkcje Bessela. Wzory (7) i (9) zwigzane s3
nastepujgcg zaleznoscia:

e L9
bRy(o) - bRy(O) +E.

standardowa

(10)

Niepewnosé
autokorelacji

Drugim parametrem stosowanym do opisu doktadnosci
estymatoréw, poza obcigzeniem, jest wariancja, z ktérej
pierwiastek stanowi niepewnos$¢ standardowg. W literaturze
rozpatrywane sg przypadki analitycznego wyznaczania
wariancji na podstawie momentéw zmiennej losowej, ktora
przyjmuje wartosci probek sygnatu [7]. Nierozwigzany jest
jednak problem wyznaczania niepewnosci dla zmiennej
losowej, ktéra stanowig wartosci wyznaczane
z zastosowaniem funkcji autokorelacji w warunkach
konwersiji a-c.

Niepewnos$¢ standardowg mozna jednak wyznaczy¢ na
podstawie zalecen Przewodnika [4]. Zatézmy, ze
analizowany jest sygnat sinusoidalny postaci:

(11) Y (t) = Asin(24ft + @) ,

gdzie: A — amplituda, f — czestotliwos¢, t — czas, ¢ — faza
poczatkowa.
Jesli sygnat (11) zostanie sprobkowany, to uzyskamy:

estymatora funkcji

(12) Ysp (M) = Asin(annfL+g0),

p
gdzie: n — numer probki, f, — czgstotliwo$¢ probkowania. Na

podstawie probek sygnatu sinusoidalnego mozna
wyznaczy¢ wartos¢ autokorelac;ji:

N
Ry ()= D" Yip -y (1+K)

n=1

(13)

gdzie: k — numer przesuniecia czasowego, N — liczba
probek. Réwnanie (13) stanowi podstawe do wyznaczenia
niepewnosci na podstawie Przewodnika. Przyktad
wyznaczania niepewnosci pomiaru obliczanego na
podstawie prébek przedstawiono w [8]. W estymatorze (13)
pary probek yg(n), ysp(n+k) traktowane sg jako zmienne
wejsciowe estymatora, natomiast Ry(k) stanowi zmienng
wyjsciowg. Poniewaz y(n) oraz yg(n+k) zalezg od siebie,
wiec we wzorze na niepewnos¢ wielkosci wyjsciowej
uwzgledniono korelacje miedzy parami probek:

N N

2.2 2.2
chm) Uygp(m +zcz<n> Uygp k) T
n=1 n=1

Ury(k) = N ;
2 Gty mComUyg st Yap (M- Yp (1K)
n=1

(14

dzie c¢;, oraz cy, to wspoétczynniki  wrazliwosci
g ) o) potczy

Ry 1 dRy 1
Cypy =———=—Y,(n+K), ¢y, =————= n
(Cim Y N Yep ( ) > Cany Yp+k) N Yep ( ))a

r(ysp(n), Ysp(n+k)) — wspdtczynniki korelacji miedzy parami
probek, Uyspn), Uyspinek) — Niepewnosci standardowe probek.
Zaktadajgc, ze dither i kwantowanie statystycznie
jednakowo wptywajg na kazdg prébke sygnatu mozna
dodatkowo zapisac:

— _ 2 2
Uy, (m = Uy, (n+k) = /Ydither +Uq

gdzie: ugimer — odchylenie standardowe dithera,
odchylenie standardowe btedu kwantowania.

W  praktyce najczesciej wartos¢  autokorelacji
wyznaczana jest dla chwili czasowej k=0, dlatego dalsze
rozwazana dotyczg tego przypadku. Dla k=0 wspétczynnik
korelacji r(ys(n), Ysp(n+0))=1. Na podstawie (14) i (15)
uzyskamy wzor na niepewnos¢ funkcji autokorelacji

(15)

Uy —

w zerze:
PR
2 2
(16) URy(0) = Fzyszp(n) (Udither+uq)
n=1
Ze wzoru (16) wynika, Zze warto§¢ niepewnosci

standardowej funkcji autokorelacji zalezy od liczby probek
analizowanego sygnatu.

Wyznaczanie niepewnosci
autokorelacji metoda Monte Carlo

estymatora funkcji

Metoda Monte Carlo umozliwia rozwigzywanie
ztozonych zadan, miedzy innymi matematycznych,
z zastosowaniem  eksperymentu losowania  wartosci

wybranych wielkosci charakteryzujgcych okreslone zadanie.
W metrologii metoda Monte Carlo znalazta zastosowanie
W wyznaczaniu niepewnosci pomiaru. Zalecenia odnosnie
stosowania tej metody przedstawiono w miedzynarodowym
dokumencie [9].

W pracy metode Monte Carlo zastosowano do
szacowania obcigzenia estymatora oraz niepewno$ci
standardowej estymatora funkcji autokorelacji w celu
poréwnania wynikow symulacyjnych z analitycznymi.
Dodatkowo z zastosowaniem tej metody wyznaczano
niepewnosci dla okreslonego prawdopodobienstwa w celu
oceny przydatnosci stosowania dithera przy konwersji a-c
sygnatu sinusoidalnego.

Wiasnosci  estymatora funkc;ji
przyjmujac nastepujgce zatozenia:

autokorelacji badano
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- Wielkoscig wyjsciowg jest obcigzenie estymatora funkc;ji
autokorelacji w zerze:
17) b

Rywc (0) = =Ry(0)—Ry(0) + p,

gdzie: ﬁy(O) , Ry(0) to odpowiednio estymator i wartosé
prawdziwa funkcji autokorelacji sygnatu sinusoidalnego,
p — poprawka, ktéra wynosi albo g*/12 w przypadku
badania wplywu kwantowania albo G%12-Ugipne” dla
wplywu kwantowania z ditherem na estymator funkcji
autokorelacji w zerze dla sygnatu sinusoidalnego.

- Estymator R (0) wyliczany jest ze wzoru:

ymc

. 1Y
(18) Rype (0)= WZ‘ Ya(n)

na podstawie skwantowanych y,(n) wartosci probek
sygnatu.
- Kwantowanie realizowane jest z zastosowaniem wzoru:

(19) yq(n):q~Ent[( (n)+05q|y( ;| j/q]

gdzie: q — krok kwantowania, Ent — czes¢ catkowita, dla
Ysp(N) probek sygnatu sinusoidalnego powigkszonych
0 VYaither(N) wartos¢ losowg dithera:

(20) y(N) = Yep (M) + Yaither (N)-

- Wartosci probek sygnatu sinusoidalnego ys,(n) obliczane
sg ze wzoru (12) na podstawie okreslonych wartosci
parametréw A, f, f, oraz losowej wartoSci fazy
poczatkowej ¢ [10].

- Wartosci Ygimer(N), @ generowane sg losowo za pomocg
generatora liczb losowych zgodnie z okreslonym
rozkladem: dither — rozktad Gaussa, faza poczgtkowa —
rozktad réwnomierny.

- Na podstawie wielu eksperymentéw losowych (M= 10°
realizacji dla poziomu ufnosci p=0,95 wg [9]) otrzymuje

sie  zbiér wartosci bRyMc(O)j= gdzie je<1;M>,

umozliwiajgcy wyznaczenie oceny obcigzenia
estymatora funkcji autokorelacji sygnatu sinusoidalnego
w zerze, zgodnie ze wzorem:

n 1 M
(21) Bryue 0) = 37 2 Prymc o)
j=1
- Niepewnosé standardowa estymatora funkciji

autokorelacji wyznaczana jest ze wzoru:

u
bRyMC (0)

1
\/(M 1)2( Ryve @ ~Pryc 0

URyye (0) =

(22)

- Niepewnos¢ dla przyjetego prawdopodobienstwa
p=0,95, zwana przedziatem objecia, wyznaczana jest na
podstawie G dyskretnej reprezentacji dystrybuanty

wielkosci wyjsciowej bRyMC (0y zgodnie z [9]. Dyskretng

reprezentacje dystrybuanty stanowig posortowane
w niemalejgcym porzadku wartosci bRyMC ;- Uzyskany
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przedziat objecia okreslany jest dolng granicg Ugy)iow
i gorng granicg Ugyohigh-

Wyniki badan

Badania analityczne i symulacyjne przeprowadzono dla
przyktadowej wartosci amplitudy napiecia sinusoidalnego
A=4,7 V, stosunku czestotliwosci f/fp=I/N (w kazdym
rozpatrywanym przypadku probki pochodzity z jednego
okresu napiecia sinusoidalnego), a krok kwantowania
wyznaczany byt ze wzoru:

2A
283

Zalezno$¢ (23) wynika z doboru zakresu przetwornika a-c
odpowiadajgcego wartosci 2A+3Ugimer. POza tym przyjeto
Ugither=0,50, poniewaz w takim przypadku wystepuje
najkorzystniejszy wptyw dithera [2].

W tabeli 1 przestawiono zestawienie wynikéw badan
analitycznych i symulacyjnych dla obcigzenia i niepewno$ci
standardowej funkcji autokorelacji napiecia sinusoidalnego
wyznaczanej na podstawie probek skwantowanych oraz
probek skwantowanych z dodanym sygnatem diterowym.
Mozna zauwazy¢ duzg zgodnos$¢ wynikdw obcigzenia
i niepewnosci standardowej estymatora uzyskanych dla obu

(23) q=

metod obliczeh. Wskazuje to na  skutecznosé
i prawidtowo$s¢  stosowania  metody Monte  Carlo
do okreslania  parametrow  funkcji  autokorelacji, tj.

obcigzenia i niepewnosci standardowe.

Tabela1. Wyniki obliczen analitycznych i symulacyjnych obcigzenia
i niepewnosci standardowej funkcji autokorelacji dla réznych B
wartosci rozdzielczosci przetwornika a-c oraz N=1000

Obliczenia analityczne | Obliczenia metodg MC
Dither | B b*Ry) URy(0) | bRy, | YRymc(0)
V2 V2 V2 V2
6 -4,8E-2 9,3E-3 -4,9E-2 1,6E-3
8 -5,7E-3 2,3E-3 -5,8E-3 2,6E-3
wytg- 10 -7,0E-4 5,6E-4 -7,1E4 8,1E4
czony 12 -8,7E-5 1,4E-4 -8,9E-5 2,0E-4
14 -1,1E-5 3,5E-5 -1,1E-5 5,1E-5
16 -1,4E-6 8,7E-6 -1,4E-6 1,2E-5
6 -1,3E4 1,9E-2 -1,2E-4 1,9E-2
8 -1,6E-5 4,5E-3 -1,5E-6 4,5E-3
wig- 10 -2,0E-6 1,1E-3 -1,8E-6 1,1E-3
czony 12 -2,5E-7 2,8E-4 -2,3E-7 2,8E-4
14 -3.0E-8 7,0E-5 -2,7E-8 7,0E-5
16 -3.8E-9 1,7E-5 -8,4E-9 1,7E-5

Na podstawie obliczen analitycznych nie do konca jestesmy
w stanie okresli¢ przydatnos¢ stosowania dithera
w okreslonym pomiarze. Z jednej strony dodanie dithera do
sygnatu sinusoidalnego powoduje zmniejszenie wartosci

obcigzenia estymatora funkcji autokorelacji, ale z drugiej
strony wzrasta niepewnos¢ standardowa estymatora.
Wydaje sie, ze najlepszym sposobem oceny skutecznosci
stosowania dithera bytby taki parametr, ktéry tgczytby dwa
parametry tj. obcigzenie i niepewnos¢ standardowg. Takie
mozliwosci stwarza metoda Monte Carlo. Umozliwia ona
wyznaczenie przedzialu niepewnosci  (objecia) dla
okreslonego prawdopodobienstwa (tabela 2). Na podstawie
przedzialu mozna np. okresli¢ wartos¢ maksymalng
niepewnosci  Unpa=max(|Uryoyowls|Uryopnignl])  lub  szerokosé
przedziatu A=Ugyopigh-Uryoyow- Na rysunku 1 przedstawiono
wykresy Upax | A w funkcji liczby bitdw przetwornika
uzyskane na podstawie danych z tabeli 2.
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Tabela 2. Wyniki obliczen symulacyjnych przedziatu niepewno$ci
funkcji autokorelacji dla poziomu ufnos$ci p=0,95, réznych wartosci
B rozdzielczosci przetwornika a-c oraz N=1000

Dither B (Ury(0yiow ; Ury(oynigh) V2
6 _5,0E-02..-4,6E-02
8 1,.2E-02..-3,4E-03
S 10 2,6E-03..5,3E-04
yrgezony 5 4 1E-04..3,9E-04
14 -1,2E-04..8,3E-05
16 2,5E-05..2,0E-05
6 -3,7E-02..3,6E-02
8 -8,7E-03..8,9E-03
S 10 2,2E-03..2,2E-03
qczony 12 _5,5E-04..5,5E-04
14 1,4E-04.1,4E-04
16 -3,4E-05..3,4E-05
3 o
0,01
A
[V?] 0.001
0,0001
0,00001
b o4 B ‘
14 16
0,01 1
—&— bez dithera
Une
[Vz] 0,001 1
0,0001 -
0,00001

Rys.1. Charakterystyka a) przedziatu niepewnosci oraz b) wartosci
maksymalnej niepewnosci w funkcji liczby bitéw przetwornika A/C

dla p=0,95, N=1000

a) 02

0,15

[VZ] 0,1

0,05

1000

10000

100

1000

10000

Rys.2. Charakterystyka a) przedziatu niepewnosci oraz b) wartosci
maksymalnej niepewnosci w funkcji liczby prébek N dla p=0,95,B=8

Przedstawione wyniki badan wskazujg (rys. 1 oraz rys

2.), ze stosowanie dithera powoduje zwiekszenie przedziatu
niepewnosci bez wzgledu na liczbe bitow przetwornika a-c.
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Rozpatrujgc z kolei maksymalng warto$¢ niepewnosci,
mozna zauwazy¢, ze przydatno$¢ dithera zalezy od
parametrow przetwarzania: liczby bitéw oraz liczby probek
uzytych do estymacii.

Podsumowanie

Przeprowadzone badania analityczne i symulacyjne
wiasciwosci funkcji autokorelacji w warunkach konwersji a-c
z ditherem wskazujg na przydatno$¢ stosowania metody
Monte Carlo do oceny niepewnosci funkcji autokorelacji.
Stosujgc metode Monte Carlo w badaniach funkcji
autokorelacji mozna wyznaczyé przedziat niepewnosci,
ktory umozliwia ocene skutecznosci stosowania sygnatu
ditherowego. Analiza wynikébw badan uzyskanych za
pomocg metody Monte Carlo pozwala stwierdzi¢, ze
w pomiarach funkcji autokorelacji, w ktérych dokonuje sie
korekcji btedu systematycznego (obcigzenia funkciji)
dodanie dithera do sygnatu sinusoidalnego spowoduje
wzrost niepewnosci pomiaru. Stosowanie dithera moze
mie¢ uzasadnienie w pomiarach bez korekcji powstatego
btedu systematycznego. Analizujgc wtedy maksymalng
niepewnosc¢ Up,, mozna okresli¢, dla jakiej liczby probek N
i rozdzielczosci B przetwornika a-c warto zastosowac dither.
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