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Analiza niestacjonarnego pola temperatury elektrycznego
grzejnika podiogowego z wykorzystaniem procesora karty

graficznej

Streszczenie. W artykule przedstawiono réwnolegta metode obliczania niestacjonarnego pola temperatury elektrycznego grzejnika podfogowego
sterowanego regulatorem dwupotozeniowym. Dwuwymiarowe réwnanie przewodnictwa cieplnego, opisujgce rozktad pola temperatury w grzejniku,
zdyskretyzowano niejawng metodg roznic skonczonych. Do rozwigzania otrzymanego ukfadu réwnan zastosowano metode BiCGStab
z prekondycjonerem Jacobiego. Algorytm powyzszej metody zaimplementowano na procesor karty graficznej.

Abstract. The article presents a parallel method of computing the non-stationary temperature field of an electric floor heater regulated by an on/off
controller. A two-dimensional heat equation, which describes a temperature field distribution in the heater, was discretized with the use of the implicit
finite difference method. In order to solve the obtained system of equations, the BiCGStab method with the Jacobi preconditioner was used. The
algorithm of this method was implemented on a graphics processing unit. (The analysis of a non-stationary temperature field of an electric floor

heater with the use of a graphics processing unit).

Stowa kluczowe: elektryczne ogrzewanie podtogowe, pole temperatury, niejawna metoda réznic skonczonych, GPGPU.
Keywords: electric floor heating, temperature field, implicit finite difference method, GPGPU.

Wstep

Systemy ogrzewania poditogowego stosowane s3g
w budownictwie od bardzo wielu lat i ciggle zyskujg na
popularnosci. Zdecydowaty o tym przede wszystkim zalety
tej metody dostarczania ciepta do pomieszczen [1-3]:
réwnomierny i korzystny rozkiad temperatury powietrza
w pomieszczeniu, odpowiednia  wilgotnos¢ powietrza
zmniejszajgca prawdopodobienstwo powstawania chorob
ukfadu krazenia, wieksza powierzchnia pomieszczenia ze
wzgledu na brak zewnetrznych grzejnikbw, mozliwosé
wykorzystania niekonwencjonalnych zrédet energii, niskie
koszty inwestycyjne oraz mniejsze zuzycie energii niz
w przypadku tradycyjnych systemdéw grzewczych. Wyrdznia
sie trzy typy ogrzewania podiogowego [1]: wodne,
elektryczne oraz powietrzne. W przypadku ogrzewania
wodnego czynnikiem grzewczym jest ciepta woda
cyrkulujgca w rurach wykonanych z miedzi lub z tworzywa
sztucznego. Ogrzewanie elektryczne wykorzystuje energie
elektryczng dostarczang poprzez kable lub maty grzewcze.
Najmniej popularne jest ogrzewanie powietrzne, w ktérym
zrédtem ciepta jest gorgce powietrze przeptywajace przez
rury lub kanaty grzewcze.

Analizie i symulacji pracy uktadéw ogrzewania
podtogowego poswiecono wiele publikacji. Dotyczyty one
zarbwno ogrzewania wodnego [4-7], elektrycznego [8-10],
jak i powietrznego [11-13]. Stosowane w nich byty metody
analityczne [6-8,10,11] Ilub numeryczne [4,5,9,12,13].
W wielu przypadkach zastosowanie metod numerycznych
w obliczeniach termicznych skutkuje dtugim czasem pracy
komputera [5] i wymaga wykorzystania systemu o duzej
wydajnosci  (komputery réwnolegte, klastry, gridy).
Interesujgcg alternatywg dla tego typu systemoéw sg,
znacznie tansze, procesory kart graficznych (GPU).
Wydajnos¢ obliczeniowa jednego procesora graficznego
wielokrotnie przewyzsza wydajnos¢ tradycyjnego procesora
(CPU). Zastosowanie procesora graficznego w obliczeniach
termicznych pozwala wiec znaczgco skréci¢ czas ich
trwania. Technologia ta powszechnie nazywana jest
obliczeniami ogdélnego przeznaczenia realizowanymi na
procesorach kart graficznych (GPGPU - General-Purpose
Computing on Graphics Processing Units) [14,15].

W artykule przedstawiono zastosowanie procesora karty
graficznej do wyznaczania rozktadu niestacjonarnego pola
temperatury w modelu elektrycznego grzejnika

podtogowego pracujgcego z regulatorem
dwupotozeniowym. Otrzymane wyniki przedstawiono
w postaci przebiegéw i rozkladow temperatury w modelu
grzejnika. Oceniono przyspieszenie obliczen réwnolegtych
wykonywanych na procesorze karty graficznej.

Model grzejnika i zagadnienie brzegowo-poczatkowe
Typowa konstrukcje podtogi [1] z elektrycznym
ogrzewaniem przedstawia rysunek 1.

o/.}//5 //4 3
A

//2

//1

Rys.1. Przekroj podtogi z elektrycznym ogrzewaniem podfogowym:
1 - podktad betonowy, 2 - izolacja cieplna, 3 - wylewka betonowa,
4 - izolacja przeciwwilgociowa 5 - kable grzejne, 6 - czujnik
temperatury

Na podktadzie betonowym umieszcza sie izolacje
termiczng  wykonang najczesciej z  utwardzonego
styropianu. Izolacja ta zapobiega przenikaniu ciepta w doét.
Na styropianie uktada sie izolacje przeciwwilgociowg. Kabel
grzejny umieszczany jest na warstwie wylewki wstepnej
i mocowany do podioza za pomocg tasmy Ilub siatki
montazowej. Nastepnie wylewana jest betonowa warstwa
wyréwnujgca. Na zewnetrznych pionowych krawedziach
podiogi stosuje sie dodatkowg izolacje w postaci paskéw
lub tasm brzegowych zapobiegajgcych przenikaniu ciepta
przez $ciany pomieszczenia. Na tak wykonanym grzejniku
podtogowym mozna umiesci¢ zaprawe klejowg i posadzke
lub  potozy¢é odpowiednig  wyktadzing.  Regulacje
temperatury w pomieszczeniu zapewnia termostat. Czujnik
temperatury montowany jest (w odlegtosci minimum 0,5 m
od pionowej krawedzi) w strefie grzejnej, jak najblizej gérnej
powierzchni wylewki i w rownej odlegto$ci pomiedzy dwoma
odcinkami kabla. Moc i dtugos¢ kabla dobierana jest na
podstawie wymaganej mocy grzewczej, wynikajgcej ze strat
ciepta w pomieszczeniu. Natomiast odlegto$¢ pomiedzy
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odcinkami kabla (tzw. modut C-C) okreslana jest na
podstawie powierzchni uzytkowej pomieszczenia i diugosci
kabla.
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Rys.2. Analizowany fragment elektrycznego grzejnika podtogowego

W analizowanym modelu grzejnika podtogowego
zatozono, ze jego konstrukcja sktada sie z trzech warstw
(rys.2): podktadu betonowego, izolacji cieplnej i wylewki
betonowej. Pominieto izolacje przeciwwilgociowg ze
wzgledu na jej matg grubosé (ok. 0,2 mm) i niewielki wplyw
na przeptyw ciepta. Przyjmujac, ze dtugosé rozpatrywanego
uktadu jest znacznie wieksza niz wymiary jego przekroju
poprzecznego, rozktad termicznego pola w grzejniku moze
by¢ modelowany jako ptasko-rownolegly. W takim

przypadku pole temperatury opisuje dwuwymiarowe

réwnanie przewodnictwa cieplnego [16]:

1) azTi(X,y:t)JrazTi(X:y,t)_ 1 8Ti(x,y,t)_ gi(xlyat)
ox® % X Ao

gdzie Ti(x,y,t) jest rozktadem temperatury w i-tej warstwie
grzejnika (i=1,23) oraz jest funkcjag wspoirzednych
geometrycznych punktu (x,y) i czasu t. Wystepujgce w (1)
gi(x,y,t) okresla objetosciowg wydajno$¢ zrodet Cciepta
(WIm®), za$ z dyfuzyjnosé termiczng i-tej warstwy, opisang
zaleznoscig:

(2 Xi=——.
Cipi

Ze wzgledu na niewielki zakres temperatury pracy uktadu,
zatozono state wartosci (niezalezne od temperatury)
przewodnosci cieplnej - 4, ciepta wlasciwego - ¢; oraz
gestosci masy - p; w kazdej warstwie modelu grzejnika.

Przyjeto, ze pionowe $ciany grzejnika sg idealnie
izolowane i nie nastepuje na nich wymiana ciepta
z otoczeniem. Wtedy w potowie odlegtosci migdzy kablami
(x = 0) temperatura Ti(x,y,t) osiagga minimum, zas w punkcie
potozenia kabla (X = Xap) - maksimum. W takim przypadku
spetnione sg nastepujgce warunki:

3) TV g gia ye(0,dy), t>0,
15)4 20
aT,(x,y,t)
@  TEYU o dia ye(o,dy), t20
OX X=Xkap
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Przestrzenno-czasowy rozktad pola temperatury jest zatem
powtarzalny co 2xy,, i Symetryczny wzgledem osi y. Analize
rozktadu tego pola mozna zatem ograniczy¢ do obszaru
wyrdznionego na rysunku 2.

Na gornej powierzchni grzejnika (kontur 73) nastepuje
oddawanie ciepta do otoczenia przez konwekcje
i promieniowanie. Opisuje to warunek brzegowy Il rodzaju
(Hankela):

_/13 a-I—S()(’y7t)
(5) Ny,
dla x&(0, Xyap), t 20,

—a- [T3(X, y= d3 yt)_Tamb]

gdzie o jest catkowitym wspdtczynnikiem przejmowania
ciepta, zas Ty, - temperaturg otoczenia.

Dolna powierzchnia modelu (kontur 77) znajduje sie na
gruncie o statej temperaturze Tg:

(6) T.(x,y=0t)=T, dla X€<O,Xkab>,t2(),

9

Na obu granicach warstw (kontury 74 i 730) muszg by¢
spetnione warunki ciggtosci temperatury (7a,b) i strumienia
ciepta (8a,b):

(7a) Ty(x,y =dy,t)=To(x,y=d;,t) dla xe(0,Xqp), t>0,

(7b) To(x,y =d,,t)=T(x,y =d, t) dla xe(0,Xq), >0,

Mleyt) oyt
(88) ay y=d, y=d,
dla X € (0,Xg ), >0,
4 aT,(x,y,t) 4 aT5(x,y,t)
(8b) oy y=d, %y y=d,

dla xe <0!Xkab>v t>0.

Masa kabla jest pomijalnie mata w stosunku do masy
betonu. Srednica kabla jest niewielka w poréwnaniu do
przekroju poprzecznego grzejnika podtogowego.
Z powyzszych wzgledéw w analizie nie jest uwzgledniana
struktura kabla i pole w jego wnetrzu. Kabel grzejny
modelowany jest matym otoczeniem Sy, (powierzchnig
kontrolng) osi kabla. Wspomniana powierzchnia jest
zrodtem ciepta i zostanie zdefiniowana w nastgpnym
rozdziale. O$ kabla znajduje sie w punkcie o wspétrzednych

(X¢ab:Ykan)- W pozostatych punktach modelu (poza
otoczeniem Sy,p) gestos¢ wydzielanej mocy zeruje sig:
9) gi(x,y,t)=0 dla (x,y)& Sgp Nt>0.

Uklad grzejnika  podtogowego  sterowany jest

regulatorem dwupotozeniowym. Czujnik regulatora znajduje
sie pomiedzy dwom odcinkami kabla - punkt A na rysunku
2. Jesli temperatura punktu A osiggnie warto$¢ Toger, tO
przeptyw prgdu w kablu grzewczym jest przerywany
i wtedy:
(10)  T(A)2Tore N (X,Y)€ S = Gi(X,y,t)=0.

Gdy temperatura punktu A spadnie do wartosci Toy
(Ton < Torr), to przeptyw pradu jest wznawiany:

(1) T(A)<Toy N (Xy)e S = Gi(X,Y.t)= yap.

gdzie gyap jest statg objetosciowg wydajnoscig zrodta ciepta.
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W chwili t=0 uktad znajduje sie w stanie ustalonym
i kabel nie jest zasilany. Ze wzgledu na inne wartosci
temperatury otoczenia (Tam) i gruntu (Ty) oraz przyjete
warunki brzegowe, nie mozna zatozy¢ jednakowej
temperatury stanu ustalonego dla wszystkich punktéw
modelu. Konieczne jest wyznaczenie rozktadu pola
temperatury w stanie ustalonym T (X,y) przy wytgczonym
zrédle ciepta, co opisuje dwuwymiarowe roéwnanie
przewodnictwa [16]:

(12) aZTUi(ZX’y) + aZTUi(ZX’y) :0
OX oy

W celu ujednoznacznienia rozwigzania powyzszego
réwnania nalezy przyjg¢ podobne warunki brzegowe (3)-(8)
jak w przypadku réwnania (1). We wspomnianych

zaleznosciach nalezy zastgpi¢ temperature Ti(x.y,t)
temperaturg T i(X,y).
Rozwigzanie réwnania (12) ze zmodyfikowanymi

warunkami (3)-(8) staje sie warunkiem poczatkowym dla
réwnania (1):

(13) Ti(xyt=0)=Ty(xy)

Réwnania (1)-(11) oraz (13) opisujg zatem zagadnienie
brzegowo-poczatkowe, ktdrego rozwigzanie modeluje prace
elektrycznego grzejnika podtogowego z regulatorem
dwupotozeniowym.

Dyskretyzacja zagadnienia brzegowo-poczatkowego

Do dyskretyzacji zagadnienia brzegowo-poczatkowego
zastosowano niejawng metode réznic skonczonych [16].
Przedstawiony na rysunku 2 fragment przekroju
elektrycznego grzejnika podtogowego pokryto siatkg réznic
skohnczonych. Sposéb numeracji weztow siatki pokazano na
rysunku 3.

Rys.3. Fragment siatki réznic skofczonych

Réwnanie (1) dyskretyzowano w przestrzeni i czasie.
Drugie pochodne przestrzenne zastgpiono centralnymi
ilorazami réznicowymi, zas pochodng pierwszego rzedu
wzgledem czasu ilorazem  réznicowym  przednim.
Otrzymano w ten sposéb dwuwymiarowe roéwnanie
przewodnictwa cieplnego w postaci roznicowe;j:

Tkn++11,| +Tkn—+ll,l - 2T : Ty, at Tk”f_ll - 2-|—kn,|+l
(ax) (ayf
CAIT-T _—0i
x A A
gdzie indeksy dolne (k,l) okreslajg potozenie wezta w siatce
réznic skohczonych, zas indeks gorny n oznacza kolejny
krok czasu.

Zakfadajgc jednakowy skok siatki w kierunku osi x iy
(4x = 4y) oraz dokonujgc odpowiednich przeksztatcen,

(14)
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réwnanie (14) mozna zapisac jako:
(1+4Fo, kI L—Fo (Tknﬁl,l +Tkn—+11,| +Tk",|++11 +Tkn,|+—11):
(Ax)? Fo,
Tknyl + gl( ) 1 ’
A

gdzie Fo; jest liczbg Fouriera w i-tej warstwie modelu
grzejnika:

(15)

At
(16) Fo, =42,
(4)

W modelowaniu numerycznym kabla grzejnego

wydajnos$¢ zrodta ciepta zwigzana jest z powierzchnig
kontrolng, ktérag jest potowa prostokata utworzonego przez
skok siatki réznic skonczonych. O$ kabla znajduje sie na
brzegu tego prostokgta. Wynika to z warunkéw symetrii (3),
(4). Zatem stata objetosciowa wydajnos¢ zrédia ciepta
wyraza sie zalezno$cia:

(17) Okab =~

gdzie Quqp jest liniowg gestoscig wydzielanej mocy (W/m).
Sterowanie zrodtem ciepta wynika z opisanej
w poprzednim rozdziale zasady pracy regulatora:

= N <
(18) o :{gkab dla n : 0uUTy _TON,
gdzie T", jest temperaturg punktu A.

Ze wzgledu na sposob modelowania kabla grzejnego,
objetosciowe zrédio ciepta g; bedzie wystepowato tylko
w réwnaniu jednego wezta lezgcego na konturze 7 (punkt
C na rysunku 2). W przypadku weztéw (k) lezacych
wewnatrz analizowanego modelu i majgcych cztery wezty
sgsiadujgce (k+1,1), (k-1,1), (k,I+1), (k,I-1), wydajnos¢ g; = 0.
Zatem réwnanie (15) mozna zapisa¢ w prostszej formie:

(1+ 4Fo; Ty - Fo; (Tkn++11,| +Tkn—+11,l +Tkn,l++11 +Ty }1):

(19)
Tknyl.

Wezly lezagce na granicach modelu lub na granicach
materialbw wymagajg wyznaczenia innych réwnan,
uwzgledniajgcych warunki brzegowe. Mozna tego dokonaé
poprzez eliminacje z (19) nieistniejgcych weziéw [12].
W przypadku brzegu oddajgcego ciepto do otoczenia
(kontur 7z) nalezy z rownania (19) wyeliminowa¢ wezet
(k1+1). W tym celu zastosowano warunek (5)
przeksztatcony do postaci réznicowej:

1 1
(20) ) Tkn,l++1 _Tkn,l+—1 _ a[T n+1 -T ]

3 2 Ay kI amb I+
Wyznaczajgc z (20) temperature w wezle (kI+1),

wstawiajgc do (19) i porzadkujgc, otrzymano wzér

réznicowy dla weztéw lezacych na konturze 73:

21) (1+2Fo05(2+Bi))Ty™* — Fo, (Tkn++11,| +Te + 2T —11):
Tk”J +2BiF0;Tp s

gdzie Bi jest liczbg Biota wyrazong zaleznoscia:
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a - AX

(22) Bi:— dla Ax=4y.
A

W przypadku wyznaczania réwnan dla weztow
znajdujgcych sie na powierzchniach adiabatycznych 75, 73
i I, zastosowano warunek brzegowy (3) zapisany w postaci
réznicowe;j:

1
Tkn++1,l -
24X

(23) S )

Nastepnie z (23) wyznaczono temperature w wezle (k-1,1),
ktorg wstawiono do (19), otrzymujgc nastepujaca
zaleznos¢:

(24) (L+4F0 T — Foy (2T + T + 70 )=T.

W analogiczny sposoéb, stosujgc warunek brzegowy (4),
wyprowadzono roéwnania dla powierzchni adiabatycznych
Ie, 17115

(25) (L+4Fo (ZTkn+11| T +Tkn,r—11):Tkn,I'
Na konturze 7i znajduje sie jeden wezet siatki réznic
skonczonych odpowiadajgcy potozeniu kabla grzejnego
w modelu. Roéwnanie dla tego wezta otrzymano z (15)
poprzez wyeliminowanie wezfa (k+1,1):

(1 +4Fo; )T o - Fo; (ZTkn+1l| + Tknr+11 + Tkn,|+—11):

(26)
T+ g3(4x)* Fo, ,

gdzie zgodnie z (18) zachodzi g3 = Qyap-

Na granicach materiatéw (kontury 73 i 735) muszg by¢
spetnione warunki (7a,b) i (8a,b). Z powodu wiekszej
doktadnosci do wyznaczenia réwnan dla weztéw lezgcych
na tych konturach zastosowano jednak metode bilansu
energetycznego [16]. Otrzymane réwnania majg
nastepujgcg postac:

[421 +42,1 +Fi'i+lf(')—i+jJT” — (A + AT

— (& + A, T - 221+1Tkn,l++11

i ﬂ’iJrl knl dla

Fo, Fo,) "
Te samg metode =zastosowano do wyprowadzenia
zaleznosci dla weztéw rogowych. W przypadku weziéw

taczacych brzeg adiabatyczny z brzegiem oddajgcym ciepto
otrzymano odpowiednio:

(27) — 24T =

i=12

(1+2Foy(2+ Bi))Ty’ —2F03(Tk+1, +Tk?r}1)

(28a) )
:Tkn’| + ZB|F03Tamb dla 1_2‘ ﬁ]},
(1+2Fo,(2 + Bi)JTy* — 2Fo, (Tk“+11I +Tk"|+_11)
(28b) '
Jeszcze inng postaé przyjmg wzory dla wezidw

taczacych granice materiatdéw z powierzchnig adiabatyczna.
Réwnania dla wezléw tgczacych kontury 7,n/3/[y oraz
;"I bedg miaty postac:
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(480000 B B 2l 2,

Fo, Foi,q
29 —22 Tn+1 -2 Tn+1 _ i li+l
(29) AiviTkiea =24 Fo ' Fo., Kl
dla i=12,
zas dla wezldbw tgczacych kontury 7inlgnly oraz
IR QVE/QVETY
/11 ﬂ'|+1 n+1 n+1
42 +40  +—— - 204 + 4 ”
[/11 /11+1 FOi F0i+1 k.l (ﬂ'l ﬂ'H-l)Tk 11
30 Cog, T gt [ Ay A
(30) AiaTeri = 24T Fo. ' Fo., Kl
dla i=12.

Wszystkie wezty znajdujgce sie na dolnej powierzchni
podtogi (kontur [7;) majg statg temperature réwng
temperaturze gruntu T,.

Zapisujgc odpowiednie réwnania roznicowe (14)-(30)
dla kolejnych weztéw siatki roznic skonczonych otrzymuje
sie uktad algebraicznych réwnan liniowych. W przypadku
zastosowania siatki o K weztach w kierunku osi x i L
weztach w kierunku osi y, uktad bedzie liczyt K.(L-1)
réwnan. Odjecie wartosci 1 od L wynika z faktu, iz
temperatura weztdéw znajdujgcych sie na konturze 77 jest
znana.

Rozpoczecie analizy stanu nieustalonego grzejnika
podiogowego wymaga wyznaczenia rozkfadu pola
temperatury w stanie ustalonym przed zatgczeniem
zasilania. Odpowiednie zagadnienie brzegowe postawiono
na koncu poprzedniego rozdziatu. Obecnie réwnanie (12)
zostato zdyskretyzowane poprzez =zastgpienie drugich
pochodnych przestrzennych  centralnymi ilorazami
réznicowymi. Po dokonaniu odpowiednich przeksztatcen
réwnanie to przyjeto nastepujgcg postac réznicowa:

(31) Teorg + Teoay + Tegen + Tgr — 4Ty =0.

Powyzsza  zalezno$¢  obowigzuje dla  wezidw
znajdujgcych sie wewnatrz analizowanego modelu i
majgcych cztery wezly sagsiadujgce. Dla wezidw
znajdujgcych sie na granicach modelu lub materiatéw
wyznaczono nowe réwnania. W tym celu zastosowano
eliminacje brakujgcych weziéw Iub metode bilansu
energetycznego.

W przypadku brzegu oddajgcego ciepto do otoczenia
(kontur 75) rownania bedg miaty nastepujgca postac:

aAX

aAx
(2)  Tyyqy +Tyqy + 2Ty 1—2( Pl :_ZITamb'

Dla powierzchni adiabatycznych 75, I3 i I otrzymano:

(33) 2Tygqy + T gar + T = 4T =0,

zas$ dla powierzchni I, 171 Ig:
(34) 2Ty gy + T paa + Tipoa = 4T =0.

Réwnania dla weztéw na granicach materiatow (kontury
Iy i I1p) opisuje ponizsza zaleznosé:

(ﬁi + ﬂi+1)Tk+1,| +(ﬂ1 + ﬂ1+1)Tk—1,| +244 T+

%) Zﬂ"iTk,I—l_4(ﬂ"i +/11+1)Tk,|=0 dla i=12.
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Dla weziéw rogowych fgczacych brzeg adiabatyczny
z brzegiem oddajgcym ciepto Iy;n[y oraz [N/
wyprowadzono, odpowiednio, nastepujgce réwnania:

adAx aAX
(36a) IPRTR A T (I + ZJTk,I = _ZTamb’

aAx [0 74) 4
(36b) Teeny + T — [T + Z}Tm = _ZTamb'

Réwnania dla weziéw tgczacych granice materiatow
z powierzchnig adiabatyczng 7;nI3nIy oraz IznI;nlig
bedg miaty postacé:

(fli +/1i+1)Tk+1,| + AT + 4Tk
—2(4+ 4,1 )T, =0 dla i=12,

zas dla weztéw 77nIgnIg oraz IgnI7N 11!

(/11 +/1i+1)Tk—1,| + Al + AT
24+ 4,1 T =0 dla i=12.

Wszystkie wezly znajdujgce sie na konturze 77 majg
statg temperature rowng temperaturze gruntu T

Zapisujgc rownania roznicowe (31)-(38) dla wszystkich
weztéw siatki réznic skonczonych otrzymuje sie uktad
algebraicznych réwnan liniowych, ktérego rozwigzanie jest
warunkiem poczgtkowym dla uktadu réwnan opisujgcego
prace grzejnika w stanie nieustalonym.

(37)

(38)

Program komputerowy rozwiazujagcy ukiad réwnan
réznicowych

Do rozwigzania ukfadu réwnan réznicowych napisano
autorski program komputerowy w jezyku C++. Dziatanie
programu mozna podzieli¢ na kilka etapow. W pierwszym
etapie odczytywana jest geometria analizowanego modelu
grzejnika podtogowego oraz jego parametry materiatowe.
Nastepnie na podstawie geometrii i odczytanego sposobu
podziatu modelu, generowana jest siatka weztéw réznic
skohczonych. Kazdemu weziowi przypisywane sg dwa
parametry: typ wezia i indeks materiatu. Typ wezta wynika
z miejsca jego potozenia w modelu (wewnetrzny, na
konturze, rogowy) oraz przypisanych mu warunkéw
brzegowych. Indeks materialu oznacza natomiast typ
materiatu odpowiadajgcy danemu weztowi lub zawiera
informacje o potozeniu wezta na granicy materiatéw.

W trzecim etapie obliczane sg warto$ci wspotczynnikow
dwodch uktadéw liniowych réwnan algebraicznych. Pierwszy
uktad rownan odpowiada za wyznaczenie pola temperatury
w stanie ustalonym (t = 0) przy wylgczonym zrédle ciepta.
Natomiast drugi uktad dotyczy analizy pracy grzejnika
w stanie nieustalonym. Macierze wspotczynnikow obu
uktadéw réwnan sa rzadkie (zawierajg bardzo matg liczbe
elementéw  niezerowych). Z tego wzgledu do
przechowywania ich w pamigci zastosowano metode CSR
(Compressed Sparse Row) [17, 18]. W metodzie tej
elementy niezerowe zapamigtywane sg wierszami.

W ostatnim etapie pracy programu rozwigzywane sg
oba ukfady rownan. Jako pierwsze wyznaczane sg wartosci
pola temperatury w stanie ustalonym przed wigczeniem
zasilania. Operacja ta wymaga tylko jednokrotnego
rozwigzania ukfadu. Natomiast wyznaczenie
niestacjonarnego pola temperatury wymaga wielokrotnego
rozwigzania drugiego uktadu réwnan dla kolejnych chwil
czasu. W tym przypadku jako przyblizenie poczatkowe
(krok n=0) przyjmuje sie wartosci pola temperatury
w stanie  ustalonym przed wigczeniem  zasilania.
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W kolejnych  krokach (n=2,3,...) jako przyblizenie
poczatkowe stosowane sg wartosci rozwigzania z kroku
poprzedniego. Wigczenie lub wytgczenie zasilania kabla
grzejnego wptywa na prawg strone drugiego ukfadu
réwnan. Z tego wzgledu w programie zdefiniowano dwa
wektory wyrazéw wolnych odpowiadajgce wigczonemu
i wylgczonemu zasilaniu kabla grzejnego. W zaleznosci od
aktualnego stanu pracy grzejnika stosowany jest
odpowiedni wektor. Obliczenia wykonywane sg dla
okreslonej liczby krokdw wynikajgcej z diugosci przedziatu
czasu, w ktérym analizowana jest praca grzejnika.

Macierze wspotczynnikéw obu rozwigzywanych uktadow
rébwnan sg niesymetryczne i rzadkie. Z tego wzgledu do
rozwigzania uktadow réwnan zastosowano metode
iteracyjng - stabilizowang metode wzajemnie sprzgzonych
gradientéw (BiCGStab) [17, 18, 19] z prekondycjonerem
Jacobiego (diagonalnym) [17, 18]. Gidwnym zadaniem

prekondycjonera jest poprawa zbieznosci metody
iteracyjne;.
Rozwigzywanie uktadéw roéwnan jest najbardziej

czasochtonnym etapem pracy catego programu. Algorytm
zastosowanej metody BiCGStab sktada sie z szeregu
typowych  operacji  algebraicznych na  wektorach
i macierzach (np. mnozenia macierzy przez wektor,
dodawania wektoréw, obliczania iloczynu skalarnego i norm
wektoréw). Skrocenie czasu wykonywania powyzszych
operacji osiggnieto poprzez zastosowanie w obliczeniach
procesora karty graficznej i srodowiska CUDA (Compute
Unified Device Architecture) [14, 15]. CUDA umozliwia
pisanie, kompilowanie i uruchamianie = programow
dziatajgcych jednoczesnie na tradycyjnych procesorach i na
procesorach  graficznych  firmy Nvidia. Wraz ze
Srodowiskiem dostarczane sg dwie biblioteki
implementujgce procedury algebry liniowej na procesor
GPU. W bibliotece CUBLAS [20] znajdujg sie funkcje
przeznaczone dla macierzy gestych, zas w bibliotece
CUSPARSE [21] - dla macierzy rzadkich. W opracowanym
programie komputerowym zastosowano procedury z obu
bibliotek.

Parametry modelu i programu komputerowego

W analizowanym modelu elektrycznego grzejnika
podiogowego (rys.2) zalozono, ze pierwsza i trzecia
warstwa wykonane sg z betonu o jednakowych
parametrach materiatowych, zas$ druga warstwa - ze
styropianu. Przyjete grubosci warstw oraz wartosci
parametrow materiatowych zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Parametry materiatowe modelu grzejnika podtogowego

Parametr anaczenie Warstwa i
[jednostkal] 1 2 3
Grubos$¢ warstwy -[m] 0,15 0,1 0,08
Przewodnos¢ cieplna Ai [W/(m:K)] 1,0 0,04 1,0
Ciepto wtasciwe Ci [J/(kg-K)] 840 1460 840
Gestos¢ masy pi [kg/m®] 2000 20 2000

Pozostate dane zastosowane w symulacji przedstawiono
ponizej:

Tamp =14°C, Ton =255°C, Toer =26 5°C,
T, =10°C, @ =9W /(M*K), Q=20 W /m,
Xeab =007 M, Yy =027 m.

(39)

Analizowany fragment modelu grzejnika pokryto siatkg
réznic skonczonych o K =29 weztach w kierunku osi x
iL=133 weztach w kierunku osi y. Zastosowano siatke
0 skoku Ax = Ay = 0,0021875 m. Otrzymano w ten sposéb
uktady algebraicznych réwnan liniowych posiadajgce 3 828
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niewiadomych. Analizowano niestacjonarne pole
temperatury w ciggu 24h od wigczenia zasilania kabla
grzejnego. Przy zatozonej diugosci kroku po czasie At =2,
dato to w sumie 43 200 krokéw metody obliczeniowe;.

Wszystkie obliczenia wykonano na komputerze klasy
PC wyposazonym w procesor Intel Core 2 Quad CPU
Q9650 3,00 GHz, 4 GB pamieci RAM DDR3, dysk
SerialATA 512 GB oraz karte graficzng Gigabyte Nvidia
GeForce GTX480 (480 rdzeni CUDA, 1536 MB pamiegci
RAM GDDR5). Komputer pracowat pod kontrolg 64-
bitowego systemu operacyjnego Microsoft Windows 7
Professional PL. Na komputerze zostato zainstalowane
Srodowisko Microsoft Visual Studio 2008 Standard Edition
oraz wspotpracujgce z nim $rodowisko CUDA w wersji 5.5.
W opracowanym programie komputerowym wszystkie
obliczenia zmiennoprzecinkowe wykonywano w podwajnej
precyzji (double).

Wyniki obliczen i ich interpretacja

Na rysunku 4 przedstawiono otrzymane przebiegi
temperatury w trzech punktach grzejnika (A, B, C).
W analizowanym zakresie czasu pracy ukiadu mozna
wyrézni¢ dwa charakterystyczne przedziaty. W pierwszym,
trwajagcym ok. 10,5 godziny, nastepuje ,rozgrzewanie”
grzejnika podtogowego. Natomiast w drugim przedziale
uktad pracuje z regulatorem. Punkt A znajdujg sie na
powierzchni podtogi, pomiedzy dwoma odcinkami kabla
grzejnego (rys.2). Jego potozenie odpowiada miejscu
umieszczenia czujnika temperatury. Temperatura punktu A
jest najnizsza na powierzchni podtogi, gdyz jego odlegtosé
od zrédta ciepta jest najwieksza. Punkt B znajduje sie
bezposrednio nad kablem grzejnym, wiec jego temperatura
jest najwyzsza ws$rdéd wszystkich punktéw powierzchni
podtogi. Punkt C okresla natomiast temperature kabla
grzejnego. Jest to najwyzsza temperatura w calym
przekroju poprzecznym analizowanego modelu.
Temperatura ta ulega najwiekszym zmianom po witgczeniu
zasilania kabla grzejnego.
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Rys.4. Przebieg temperatury w wybranych punktach grzejnika

Wptyw pracy regulatora na temperature
w charakterystycznych punktach A i B pokazano na rysunku
5. Po wiaczeniu zasilania kabla grzejnego temperatura
wszystkich punktow modelu grzejnika rosnie. Gdy
temperatura punktu A osiggnie wartos¢ Tore nastepuje
wytgczenie zasilania kabla. Pomimo tego temperatura
punktu A jeszcze przez pewien czas wzrasta, osiggajgc
wartos¢ maksymalng w punkcie 1 (rys.5). Nastepnie
zaczyna spadac i gdy osiggnie wartos¢ Toy (punkt 2 na
rysunku 5) nastepuje ponowne wigczenie zasilania kabla
grzejnego. Jednakze zanim strumieh ciepta dotrze do
punktu A jego temperatura bedzie jeszcze przez pewien
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czas spadata osiggajgc minimum w punkcie 3 (rys.5).
Opisana sytuacja powtarza sie dla kazdego cyklu pracy
regulatora. Analizujgc przebiegi temperatury na rysunku 5
mozna zauwazy¢, ze przedziaty czasu, w ktoérych zasilanie
kabla jest wilgczone sg znacznie diuzsze niz przedziaty
czasu, w ktorych zasilanie jest wylgczone. Na przykiad po
pierwszym wylgczeniu przerwa w zasilaniu trwata ok. 1
godziny. Po uptywie tego czasu ukfad pobierat prad przez
ponad 4 godziny.

275
A p "
& s A
‘
27 A At /
Ao S A
T SV / \ / \
~ 265 LA A —A
o \‘ ! ' B
= ’ ’ ’ 1|
© / / / /
5 26 / / i
g 7 / 7
° I ! /! /
Q Ton/ J/ / /
E 255 A 1A
e Vi /
/
25 |
l \/ \/ \./
;
,
,
/ / “~3
245

Czas [h]
Rys.5. Praca grzejnika podtogowego z regulatorem

Z praktycznego punktu widzenia najwigksze znaczenie
majg rozktady temperatury na powierzchni podtogi. Na
rysunku 6 przedstawiono rozkfady dla trzech wybranych
chwil czasu, odpowiadajgcych punktom 1-3 na rysunku 5.
W przypadku wszystkich rozktadéw temperatura punktu A
jest najnizsza, za$ temperatura punktu B - najwyzsza.
Najwieksze réznice pomiedzy najcieplejszym
i najzimniejszym punktem podtogi wystepujg dla krzywych
nr 1 i 3. Nie przekraczajg one jednak 1°C, a zatem nie
powinny by¢ odczuwalne przez uzytkownikow ogrzewania
podiogowego. Przy wylgczonym zasilaniu kabla grzejnego
wszystkie punkty powierzchni podtogi majg prawie
jednakowg temperature (krzywa nr 2).
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Rys.6. Temperatura na powierzchni podtogi w wybranych chwilach
czasu: 1-39 166 [s], 2-41 774 [s], 3-43 982 [s]

Na rysunku 7 przedstawiono rozktad pola temperatury
w przekroju poprzecznym grzejnika w trzech chwilach
czasu. Analizujgc rysunki mozna doktadnie zaobserwowac
miejsce potozenia kabla grzewczego w wylewce betonowe;j
oraz spadek temperatury na izolacji cieplnej.
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Rys.7. Pole temperatury w przekroju poprzecznym grzejnika
w wybranych chwilach czasu: 1 - 39166 [s], 2 - 41774 [s], 3 -
43 982 [s]

Przyspieszenie obliczen réwnolegtych

W celu oceny wydajnosci obliczen réwnolegtych
wykonywanych z  wykorzystaniem procesora karty
graficznej, wyznaczono przyspieszenie obliczen S.

W klasycznych obliczeniach réwnolegtych przyspieszenie
definiowane jest jako iloraz czasu wykonania programu
sekwencyjnego na jednym procesorze i czasu wykonania
programu réwnolegtego na danej liczbie procesorow [22].
W przypadku zastosowania procesoréw kart graficznych
przyspieszenie definiowane jest w inny sposob [23]:

t
(40) S=—C
tCPU+GPU

gdzie tcpy jest czasem wykonania programu sekwencyjnego
tylko na tradycyjnym procesorze (CPU), za$ tcpy+cpu jest
czasem wykonania programu rownolegtego na tradycyjnym
procesorze (CPU) i procesorze karty graficznej (GPU).

Do wyznaczenia przyspieszenia obliczen wykorzystano
program réwnolegty opisany wczesniej w pracy oraz jego
wersje sekwencyjng dziatajacg tylko na procesorze CPU.
W programie sekwencyjnym do realizacji operacji na
wektorach i macierzach zastosowano biblioteke Intel Math
Kernel Library (MKL) w wersji 10.3 [24]. Biblioteka ta
zawiera procedury algebry liniowej (BLAS - Basic Linear
Algebra Subprograms) zoptymalizowane pod procesory
firmy Intel.

Obliczenia przeprowadzono dla réznej gestosci siatki
réznic skonczonych. W tabeli 2 zestawiono zastosowane
siatki oraz charakterystyke odpowiadajgcych im uktadéw
algebraicznych réwnan liniowych (tzn. liczbe niewiadomych
i liczbe niezerowych elementéw macierzy wspotczynnikow).

Tabela 2. Podziat modelu grzejnika podiogowego i parametry
ukfadu réwnan

. Liczba niezerowych
. Liczba . .
Siatka —_— elementéw macierzy
niewiadomych . s
wspotczynnikow
29 x 133 3828 18 818
57 x 265 15048 74 598
113 x 529 59 664 297 038
225 x 1057 237 600 1185438
449 x 2113 948 288 4736 318
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Czasy obliczen oraz wyznaczone
przedstawiono w tabeli 3.

przyspieszenia

Tabela 3. Czasy dziatania i przyspieszenie obliczen (CPU - wiasny
program, CPU+GPU - $rodowisko CUDA)

Siatka Czas obliczen Przyspieszenie
CPU [s] CPU+GPU [s]
29 x 133 26,42 79,64 0,33
57 x 265 112,14 166,03 0,68
113 x 529 761,13 408,74 1,86
225 x 1057 11 242,00 1491,11 7,54
449 x 2113 107 677,94 7880,10 13,66
W przypadku zastosowania rzadkiej siatki roznic

skonczonych (29 x 133, 57 x 265) nie otrzymano
przyspieszenia obliczen. Oznacza to, ze wykorzystanie
dodatkowego procesora GPU wydtuzylo czas obliczen
w poréwnaniu z obliczeniami wykonywanymi tylko na
procesorze CPU. Dopiero w przypadku gestszych siatek
otrzymano  skrocenie czasu dzialania  programu.
W przypadku siatki 512 x 2176 skrocono czas obliczen
ponad 13-krotnie (z prawie 30 godzin do nieco ponad 2
godzin).

Uwagi koncowe

W artykule przedstawiono analize nieustalonego pola
temperatury w wielowarstwowym modelu elektrycznego
grzejnika podtogowego pracujgcego z regulatorem
dwupotozeniowym. W tym celu napisano autorski program
komputerowy wykorzystujacy w obliczeniach tradycyjny
procesor oraz procesor karty graficznej. Otrzymane wyniki
obliczen przedstawiono w postaci przebiegéw i rozktadéw
temperatury. Zbadano wydajno$¢ opracowanego programu
komputerowego. Zastosowanie procesora GPU pozwolito
na skrocenie czasu obliczen tylko w przypadku
zastosowania gestej siatki réznic skonczonych. Brak
przyspieszenia dla rzadkiej siatki jest spowodowany
niewystarczajgcym obcigzeniem procesora graficznego,
wynikajagcym ze zbyt matej liczby elementéw macierzy
i wektorow wystepujgcych podczas rozwigzywania uktadow
réwnan metoda BiCGStab.

Nalezy  jednakze podkreslic, ze otrzymane
przyspieszenia obliczen sg porownywalne z wynikami
prezentowanymi w innych publikacjach. W pracy [25]
analizowano implementacje metody BiCGStab
z prekondycjonerem wykorzystujagcym niepetny rozktad LU
(incomplete-LU preconditioner) podczas rozwigzywania
testowych uktadéw réwnan. Dla macierzy niesymetrycznych
otrzymano przyspieszenia od 0,53 do 8,6. Podobne
badania wykonano w pracy [26] otrzymujac przyspieszenia
w zakresie od 2 do 3. Z kolei w pracy [27] metode
BiCGStab zastosowano do rozwigzania uktadu réwnan
powstatego podczas analizy problemu termicznego,
otrzymujac przyspieszenia od 3,2 do 6,0.

W opracowanym programie komputerowym wszystkie
obliczenia  zmiennoprzecinkowe = wykonane  zostaty
w podwojnej precyzji (double). Procesory kart graficznych
majg wiekszg wydajnos¢ w przypadku zastosowania
pojedynczej precyzji. Jednakze w opracowanym programie
nie bytlo to mozliwe, gdyz zastosowanie pojedynczej
precyzji spowodowato brak zbieznosci metody iteracyjnej
podczas wyznaczania warunku poczgtkowego.

Praca zrealizowana w ramach projektu badawczego
Politechniki Biatostockiej nr S/WE/1/2013.
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