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Moce w komutowanych obwodach elektrycznych. Spektralne

rozproszenie mocy.

Streszczenie. Autor opisuje definicje réznych rodzajéw mocy elektrycznej w odniesieniu do prostego obwodu o zmiennej strukturze, w ktérym
wystepuje zjawisko spektralnego rozproszenia mocy i konwersji mocy. Autor ilustruje wzgledno$¢ pomiaréw wielko$ci w obwodach elektrycznych.
Wyjasnia metode analizy nieliniowych , komutowanych obwodéw elektrycznych.

Abstract. The author interprets different types of electric power in relation to the circuit with alternating structure. The phenomena of spectral
dispersion of energy (power) as well as the conversion of energy are described. The author illustrates relativity of measurement of electrical
magnitudes in electrical circuits. The design principle for analysing the non-linear, electrically commutated circuits is also explained. (Power in

electrically commutated circuits - spectral dispersion of energy)

Stowa kluczowe: moc czynna, moc bierna, moc deformacji, moc pozorna, spektralne rozproszenie mocy.
Keywords: active power, reactive power, distortion power, spectral distortion of power

Wstep

Od lat elektrycy analizujg obwody elektryczne na bazie
modeli matematycznych. Podstawowym narzedziem do
budowy modeli obwoddéw elektrycznych sg uktady réwnan
rézniczkowych. Rachunek operatorowy , pozwalajgcy na
algebraizacje rownan, dodatkowo wspiera proces analizy i
projektowania  obwodéw. Przeksztatcenie Laplace’a i
Fouriera przenoszg obszar opisu zjawisk i zaleznosci z
dziedziny czasu do dziedziny czestotliwosci. Celem analizy
obwodu staje sie wéwczas nie tylko okreslenie przebiegéw
czasowych badanych wielkosci, jak to ma miejsce w
dziedzinie czasu ale okreslenie ich zalezno$ci spektralnych.

W literaturze zajmujgcej sie problematyka mocy w
obwodach elektrycznych mozna spotka¢ wiele definicji
réznigcych sie co do interpretacji fizycznej definiowanych
wielkosci lub takiej interpretacji pozbawionych. W artykule
skupiono uwage na tych zaleznosciach teoretycznych ,ktére
sg istotne dla wiasciwej interpretacji wielko$ci mocy i
pozwalajg weryfikowa¢ wyniki badan. Zdefiniowano moc
catkowitg w dziedzinie czestotliwosci. Pokazano réznice
pomiedzy tak zdefiniowang mocg catkowita a mocg
pozorng. Pokazano roznice pomiedzy mocg bierng a mocg
reaktancyjng bedgcg iloczynem funkcji czasu napiecia i
pradu na elementach reaktancyjnych.

Podano takze zalezno$ci splotowe na moc czynng i moc
reaktancyjng w dziedzinie czestotliwosci. Podano przyktad
prostego obwodu elektrycznego dla  zilustrowania
omawianych zwigzkow.

W czesci tej skupiono sie na analizie spektralnej
prostych obwoddéw komutowanych , pozwalajgcej bardzo
przejrzyscie zilustrowa¢é omawiane zjawiska.  Whnioski z
przedstawionej analizy pozwalajg uprosci¢ proces
projektowy a takze sg mocnym wsparciem interpretacji
fizycznej otrzymywanych zaleznosci. Pozwalajg takze na
wykorzystanie efektywnych metod analizy i symulacji
obwodow w dziedzinie czestotliwosci.

Zaleznosci energetyczne. Definicje mocy.

Podstawowe prawa elektrotechniki majg swoje zrédto w
réwnaniach Maxwella  opisujgcych pole  elektro-
magnetyczne. Tak jak twierdzenie Gaussa zwigzane jest z
pierwszym prawem Kirchhoffa, tak pojecie energii i mocy w
obwodzie elektrycznym sg zwigzane 2z twierdzeniem
Poyntinga. Odpowiednikiem w elektrotechnice jest
twierdzenie Tellegena. Zaleznosci energetyczne
poddawane sg analizie przez réznorodne teorie mocy.
Obserwuje sie mnogos¢ interpretacji i podejs¢ do

zagadnienia przeptywu energii w obwodach elektrycznych
w oderwaniu od fizyki zjawisk jakie w nich zachodza.
Wyrdznia sie zwykle moc pozorng S, moc czynng P, bierng
Q.

Moc pozorna:

1) S =[u]- |

Moc czynna:

@ pecflumicd=|u|,|
Moc bierna:

® Q=[uql-Jtdl

W powyzszych wzorach wartosci w nawiasach || ||
odpowiadajg wartosciom skutecznym napieé i prgdow.

Mozna wyrézni¢ dwa podstawowe nurty analizy w
dziedzinie czasu (Fryze) i czestotliwosci (Budeanu) oraz
szeregu koncepcji innych autorow w ktorych analiza w obu
dziedzinach pojawia sie fgcznie. Fryze w swoich pracach
zwrécit uwage na fakt iz jego podziat na moc czynng i
bierng nie odpowiada fizyce zjawisk zachodzgcych w
obwodach elektrycznych, w ktérych wystepuje element
kluczujacy.

Budeanu do wzoru na moc jako sumy P i Q dodat moc
deformacji D. Spetniajg one réwnanie bilansu mocy:

) S*=P*+Q*+D?

W dalszej czesci artykutu autor wyjasnia na przyktadach
zaleznosci energetyczne. Przyjmuje w swych rozwazaniach
catkowitg zgodnos¢ definicji i zjawisk w dziedzinie czasu i
czestotliwosci. Wszystkie wielkosci wigzg sie $cisle z
fizycznymi  wielkosciami  wystepujacymi  w modelach
obwodoéw elektrycznych.

Dziedzina czasu i dziedzina czestotliwosci
Jednym  z podstaw zwigzkdw obu dziedzin jest
zaleznos¢ wynikajgca ze wzoru Grinberga [5].

L{g(®)- f ()} =G(s)*F(s) =
(5) _1 ij(7)~ F(s—ydy
2770 G(w)* F(w)
=G(nw) * F(hw)
Duza litera L oznacza transformate Laplace’a.

Wzér ten wigze transformate iloczynu dwdch funkcji w
czasie f(t) i g(t) ze splotem ich transformat w dziedzinie

s=jo
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czestotliwosci. Zachodzi takze zalezno$é odwrotna. lloczyn
funkcji czestotliwosci odpowiada splotowi funkcji czasu.

We wzorach prezentowanych w niniejszej pracy od
transformaty Laplace’a wymaga sie zatozenia jej
realizowalnosci . Wzory przedstawiane sg od bardziej
ogolnego dla zmiennej zespolonej s. Nastepnie wzor
ograniczony jest do funkcji dla jw oznaczajgcych ciagtg
funkcje czestotliwosci. Ta posta¢ wzoru jest uzupetniona
dodatkowo postacig wzoru dla w->hw w przypadku
zaleznosci okresowych ,dla przebiegéw o ograniczonej
mocy, korzystajgcych do opisu funkcji z szeregéw. . Autor
skupia sie na zaprezentowaniu obwoddéw z przebiegami
okresowymi w stanie ustalonym. Brak precyzyjnego
przejscia pomiedzy s->jw->nw we  wzorach  wynika
wylgcznie z zamiaru uproszczenia opisu w celu zwigkszenia
przejrzystosci tekstu. Przejscie s->jw->nw i ograniczenia
stosowania poszczegolnych postaci zaleznosci jest szeroko
omowione w [5] .

Istotne jest rozréznienie pomiedzy wartoscig funkcji w
punkcie a przebiegiem funkcji W pracy tylko w
szczegolnych przypadkach , wyraznie wyréznionych, autor
odwotuje sie do wartosci funkcji w punkcie. Wzory odnoszg
sie do przebiegow funkc;ji [4].

Jezeli obwdd zasilimy ze zrodta pradu, zmiana
oznaczen napigcia i pradu nie zmienia charakteru
powyzszych wzoréw. W literaturze iloczyn chwilowych
wartosci napiecia i prgdu nazywany jest mocg chwilowa. W
artykule autor wprowadza okreslenie mocy catkowitej, ktére
oddaje sens fizyczny iloczynu warto$ci chwilowych w
dziedzinie czasu , a w dziedzinie transformat nie kojarzy sie
z transformatg odwrotng mocy w dziedzinie czasu.

) Lis®)} = Liu®-i®)}=U(s)*1(s)
=U(w)* [ (w) =U(nw) * | (nw)

s=jo =

Jest to definicja mocy catkowitej , czesto przywotywanej
w prezentowanych zaleznosciach.

Mozna dokonaé podziatu mocy catkowitej na czesé
zwigzang z utratg energii przez uktad i na czes¢ zwigzang z
jej oscylacjami w obwodzie, spowodowanymi zmianami
energii pola elektromagnetycznego zmagazynowanej przez
elementy reaktancyjne. Podziat taki $cisle odpowiada fizyce
zjawisk w obwodzie. Wydzielenie z przebiegu s(f) czesci
zwigzanej ze zmianami mocy czynnej jest stosunkowo
proste a interpretacja zaleznosci z tym zwigzanych nie
budzi kontrowersji. Znacznie wiecej watpliwosci pojawia sie
z ortogonalng do niej czescig reaktancyjng. Przebieg w
czasie iloczynu napiecia i prgdu w obwodzie mozemy
przedstawi¢ nastepujgco:

s(t)=u(t)-i(t) =st) = p)+q(t) =
= Uy () -1,(1) +Uy ()15 (D)
Uwzgledniajgc 5)
L)} = Llu, )1, 0} =Up () ¥1,(9) =
=U (0)*1,(0) =U (no)*1 (nw) = P(w)

()

(8)

Funkcja p(t) opisuje przebieg mocy zwigzany z utratg
energii w uktadzie. Funkcja q(t) opisuje zmiane energii
(moc) w elementach reaktancyjnych obwodu.

L{a)} = Lju, (0 -i,()f=U () *1,(s) =
=U, (@) * () =U,(nw)*|,(nw) = Q(w)

Podziat mocy zgodnie ze wzorem 7) jest jednoznaczny
w obwodach najprostszych do analizy, stacjonarnych,
skupionych. Przebieg p(t) odpowiada przebiegowi napiecia i
prgdu na elemencie rezystancyjnym a przebieg q(t),

9)
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iloczynowi napiecia i prgdu na elemencie reaktancyjnym rys
3) i rys.7). Podziat na p(t) oraz q(t) nie jest ,widoczny” po
stronie  Zrédta  zasilania w  przypadku  obwodu
komutowanego , w ktéorym zachodzi zjawisko konwersji
mocy (energii) jak ma to miejsce w uktadach omawianych w
artykule. Autor stosuje rozréznienie mocy reaktancyjnej i
mocy biernej w odniesieniu do opisywanych obwodéw. Moc
reaktancyjna to wytgcznie moc elementu reaktancyjnego, a
moc bierna to moc , dana wzorem 3).

Zasada zachowania mocy catkowitej .
Twierdzenie Tellegena.

Analiza stanu ustalonego modelu o przebiegach
okresowych pozwala w okresie zbilansowa¢ moce a zasade
zachowania energii mozna sformutowaé jako zasade
zachowania mocy. Nalezy podkresli¢ iz modele obwodéw
elektrycznych zwykle sg uproszczone w sposob, ktéry
pomija takie zjawiska jak emisja elektromagnetyczna a w
przypadku modeli opisanych w pracy takze zaktada sie
idealny proces komutaciji.

Zasada zachowania mocy catkowitej obwodu moze by¢
sformutowana nastepujgco (twierdzenie Tellegena):
~Suma mocy chwilowych wszystkich elementéw
obwodu jest réwna zeru”

Ograniczajgc sie do obwoddéw o strukturze , w ktorej
mozemy wyrozni¢ zaciski w taki sposob, ze rozciecie
poprowadzone przez te zaciski podzieli obwdd na dwa
podobwody nie wymieniajgce energii inaczej jak poprzez
wyrdznione zaciski, mozemy napisac:

»~W dowolnej chwili moc catkowita w obwodzie
s(t)=u(t)i(t) jest taka sama po obu stronach dowolnego
rozciecia, dzielgcego obwéd na dwa podobwody”.

Dla opisu w dziedzinie czasu w odniesieniu do mocy

(10) s, (D) =5, (1)
(1) Pue () + 0y (1) = Puy (1) + Gy (1)

W obwodzie moze =zachodzi¢ konwersja energii.
Woéwczas istniejg takie przedziaty czasu w ktérych w chwili
t=t,:

(12)  Pue (o) # Puy (L)
(13) Ouwe (to) # qu (to)

Powyzsze stwierdzenie jest oczywiste jezeli obwod
analizujemy w dziedzinie czasu. Analiza w dziedzinie
czestotliwosci dotyczy zwykle okreslonego przedziatu T ,
okresu zmiennosci funkcji opisujgcych stan obwodu.

Zasade zachowania (energii) mocy catkowitej obwodu w

stanie ustalonym mozna uogdlnic na dziedzine
czestotliwosci i wéwczas moze ona przyjg¢ nastepujgce
brzmienie:
»~Moc catkowita w obwodzie s(t)=u(t)-i(t) w dziedzinie
czasu oraz S(w)=U(w)+#(w) w dziedzinie czestotliwos$ci
jest taka sama po obu stronach dowolnego rozciecia,
dzielgcego obwéd na dwa podobwody .

Konsekwencjg powyzszego stwierdzenia sg
zaleznosci: W odniesieniu do mocy, na podstawie 5):

(14) S (8)=S,.(s)

Konsekwencjg rownosci transformat jest réwnosc¢ ich
czesci rzeczywistej i urojone; .
realS ., (s) = realS ,, (s)

takze

(13)
imag$ . (s) =imagsS ,, (s)
Z réwnosci transformat 11) wynika takze:
(16) Py (®)+Q (@) =P, (®)+Q,, (»)
Dla przebiegébw w uktadach , w ktérych zachodzi
przemiana energii moze zachodzi¢ dodatkowo:

(17) P (@) # P, (@)
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(18) Q. (@w)#Q, (®)

Dzieje sie tak gdyz w uktadzie z konwersjg energii
chwilowe moce czynna i reaktancyjna (dla okreslonego t)
nie sg rowne 12) i 13). Nie oznacza to iz nie jest spetniona
zasada zachowania energii. Energia w obwodzie
usredniana jest przez czas po jakim catkujemy przebieg
dokonujac obliczen transformaty.

Mamy zatem z twierdzenia Parsevala[5], wynikajgcego
ze wzoru Rayleigha [7]:

: I
(19) E’S(t)dt_fwu(t)"(t)dt‘jﬂﬁu(w)-I(—a))da)_

zzir U(@)-1(0-w)dw=[U *1](0) = S(0) = P(0)
Y

Wyrazenie w nawiasach kwadratowych to zerowy
element splotu spektréw napiecia i prgdu.
Dla przebiegéw okresowych:
1
(20)

[ s(dt=— jOT s(t)dt=P(0)

Wynikiem jest skiadowa zerowa spektrum mocy,
odpowiadajgca sredniej wartosci mocy czynnej obwodu. W
przypadku przebiegéw okresowych jest ona réwna mocy
czynnej ze wzoru 1). Przejscie S(0) do P(0) jest wynikiem
roztozenia przebiegu s(f) wg wzoru 6) i scatkowania go
wg.17) . Otrzymamy niezerowa wartos¢ catki tylko dla p(t):
(Dodatek I).

Bilans mocy.

Bilans mocy mozemy, dla definicji mocy ze wzoru (7)
przedstawi¢ w postaci, wynikajgcej wprost ze wzoru
Parsevala. Jezeli za catkowany przebieg przyjmiemy
przebieg mocy catkowitej (Dodatek II):

jiosz(t)dt =S2=P2+Q>=
2 2 2 2 2 2
=[Ol = O v + ol -l

Wielkos¢ po prawej stronie wzoru to
autokorelacji przebiegu mocy catkowitej,
autokorelacji przebiegu mocy czynnej i
przebiegu mocy reaktancyjnej (Dodatek Ill).
Otrzymamy:

(22)  S2=[S*S](0)=>[S[(nw)

Zespolony szereg mozna przedstawi¢ takze w postaci
[5L[7]:

@23 D9 (nw) =D [(realS(nw)y +(imagS(nw)y’]

Poréwnanie 21) i 23) nie oznacza réwnosci mocy
czynnej i rzeczywistej sktadowej mocy catkowitej oraz mocy
reaktancyjnej i czesci urojonej mocy catkowitej. Zwykle
takiej réwnosci wielkosci mocy nie spetniaja.

Przez odpowiedni dobdr funkcji opisujgcych obwod
mozna uzyskac rownos¢ tych wielkosci, ale sg to przypadki
szczegolne, wykorzystujgce szczegdlne symetrie funkciji
opisujgcych obwoéd. Przypadek taki zaprezentowano w
dalszej czesci artykutu.

Zaleznosci 22) jest ilustracjg zasadnosci wyréznienia
mocy catkowitej i odréznienia jej od mocy pozorne;.

Moc pozorna :

(21)

funkcja
rbwna sumie
autokorelaciji

@4) 8 =[8*5)0) = U]

jest pierwiastkiem kwadratowym z wartosci autokorelacji
przebiegu mocy catkowitej. Jest warto$cig liczbowg .Nie jest
funkcjg. Moc catkowita jest funkcjg zmiennej zespolonej w
dziedzinie czestotliwosci lub bardziej ogdlnie dystrybucja.

Nieréownos¢ Schwarza
Zachodzg takze zwigzki :

Ju®-i®] < Jud]- i)
V(@)= 1(@)] < |V (@) (@)]

zwane nieréwnosciami Schwarza.
Wstawiajgc do nich zaleznosci na moc catkowitg i moc
pozorng otrzymamy:

(26)  |U(@*1(@f =5(0)=P<S={[S*S]0) U@ | (@]

ilustrujgcg wzajemng relacje obu pojec.
Zachodzi takze:

(25)

@7) U @*1.(0)| =P=\[P*PI0) =|Up(@) | 1-(«)
oraz.
(28) U@+, =Q0=0<[¢QO =, @)1,

Z ostatniej zaleznosci wynika , iz moc bierna Q (wzér 3) to
pierwiastek z wartosci autokorelacji przebiegu q(t).

Neutralnos¢ energetyczna uktadow kluczujacych.

Przy zafozeniu idealnej komutacji ,w modelach
przeksztattnikdbw nie jest w nich tracona ani nie jest
magazynowana energia.

Rys. 1.Uktad rezystancyjny z fgcznikiem m.

Przyjecie zatozenia o neutralnosci energetycznej nie jest
oczywiste jezeli przytoczy¢ tu przykiad z publikacji Fryzego.
Nie jest to oczywiste jezeli rozpatrujemy ukiad, w ktorym

mierzymy wartosci skuteczne napiecia i prgdu, o
przebiegach okresowych jak na rys.2.
A
Uny
E
p
a 7
T
A
iWy
ER
a Y
Ty

>

Rys.2 Okresowe przebiegi napiecia i pradu komutatora m, w
ukfadzie z rys.1.

(29)  u, (t)=m()-E
@) i, =10 -m)

@31) ., |-%>0
T

wa:
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_aE

@ ] =250

Wz6r na moc pozorng da wynik wiekszy od zera :
a’E’

(33) S=Uu[-[1|=Fz5>0

sugerujgcy przeptyw energii do obwodu z fgcznikiem, ktéry
nie magazynuje ,nie traci i nie dostarcza ,zadnego rodzaju
energii. Jezeli jako moc w fgczniku m przyjmie sie iloczyn
napiecia i prgdu w dziedzinie czasu to w dziedzinie
czestotliwosci otrzymamy:

L{s(t)} = Liu,, (t)-i,, () f=

= Ly )y O] Uy (O -y Ol ar f=
=L{o}+L{o}=0

Zatem takze skladowa zerowa mocy catkowitej S(0)=0.

Ten prosty przypadek obwodu rezystancyjnego z
tacznikiem jest jednoczesnie doskonatg ilustracjg réznicy
pomiedzy mocg catkowitg a mocg pozorng zdefiniowang
jako iloczyn wartosci skutecznych napigcia i prgdu. Moc
catkowita S(w) jest wielkoscig fizyczng odpowiadajgca
mocy chwilowej, a moc pozorna jest wielkoscig oblicze-
niowa.

Przeksztattnik jak na rys.1, opisany funkcjg stanu m(t) jest
energetycznie neutralny.
Oba rozciecia zaznaczone strzatkami przerywanymi
mozna ,,zlozy¢”,tzn. przebieg napiecia i pradu zastapi¢
iloczynem napiecia i pradu wejsciowego z funkcja
faczen.
Wptyw przeksztaitnika na moc catkowitg zostanie opisany
przy okazji opisu zjawiska spektralnego rozpraszania mocy.

(34)

Zjawisko spektralnego rozproszenia mocy.

Zjawisko spektralnego rozproszenia mocy jest bardzo
istotne dla opisu zaleznosci energetycznych w obwodach
komutowanych i innych w ktérych mamy do czynienia z
elementami , opisanymi nieliniowymi zalezno$ciami
napiecie-prad.

| R ! \/

z

Rys. 3.Przerywacz okresowy zasilany ze zrodta napiecia statego z
odbiornika typu RL.

Zjawisko to wystepuje we wszystkich uktadach
komutowanych, prostownikach  sterowanych i nie-
sterowanych , w uktadach generatoréw drgan z elementami
nieliniowymi . Zostanie ono zilustrowane na przyktadzie
uktadu z rys. 3.

Funkcje stanu przerywacza mozemy przedstawi¢ jak na
rys. 4.a) Przebiegi charakterystycznych wielkosci w
uktadzie przedstawiono na rys. 4.b-g.

Tworzenie réwnan opisujgcych obwéd komutowany w
dziedzinie czestotliwosci w stanie ustalonym ( badany okres
T) polega na zastgpieniu iloczynu w dziedzinie czasu
splotem funkcji w dziedzinie czestotliwosci (wzor 5).

a) E*m
0 i
1

bp uL
-1
1

C)O iz |
1

d) IR
0
1

e) s
0 i
1 .

f)O uclL
-1
1 N

g) URIiR
0
16.0 16.5 17.0 175 18.0 185 19.0 19.5 20.0

czasl[s]

Rys. 4.Przebiegi charakterystycznych wielkosci w uktadzie.
Od gory:

a) napiecie wyjsciowe, napiecie diody zwrotne;j

b) napiecie indukcyjnosci

c) prad zrodia

d) prad rezystancji obcigzenia, prad indukcyjnosci

e) przebieg mocy catkowitej

f)  przebieg mocy reaktancyjnej indukcyjnosci

g) przebieg mocy czynnej rezystancyjnej

Na rysunku zilustrowano zaleznosc:

Swe (D=E -i,()=

= Ug(t)-i,, (O +u(t)-i, () =
=p,, (1) +4q,, () =5,

Zjawisko rozproszenia spektralnego mocy (energii) w

(35)

omawianym uktadzie nastepuje na skutek tgczen
przeksztattnika opisanego funkcjg stanu m(t). Na rys.4
odpowiada ona przebiegowi napiecia na wyjsciu
przeksztattnika (diodzie zwrotnej).

(36) M (nw) :isin(nﬂi)
nz T

Napiecie uwy ma identyczne spektrum jak funkcja stanu m.

Poszczegolne amplitudy tego napiecia opisane sg
zalezno$ciami:
(37) U, (no)=E(Mao)*M(ho)

Napiecie zasilajgce w analizowanym obwodzie jest
state. Splot zastepujemy iloczynem:
(38) U, (nw)=E-M(no)

Napiecie to przytozone do liniowego obwodu RL wywota
w nim przeptyw pradu opisany wzorem:

(39) l,(N@)=E-M(nw)-Y(nw)
gdzie
40)  Y(nw)=

R+ jnwlL
Moc catkowita, wyjsciowa wynosi:
@y Sw(@=U, @)1, (@)=
=E-M(how)*[E-M(hw)-Y (nw)]
Prad wyjsciowy lwy poprzez przeksztaitnik splatany jest

z funkcja stanu M dajac w wyniku prad zrodta Iz .\Wynika to
wprost ze zwigzku
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(42) i, =m)-i, (1)
Otrzymamy zatem
43) I;(ho)=M(Mo)*1, (nw)=
=M (nw)*[E-M(hw)-Y(nw)]
Catkowita moc zrddta napiecia statego wynosi:
) Spe(N®) =El,(w)=E-M(nw)*[E-M(hw)-Y(hw)]=

E
=[M(nw)]*[M(ho)———]=S,,(hw
[M(n@)]*[M( )R+jnw|_] wy (N@)
Gdy M jest funkcjg rzeczywistag mozemy z ostatniej
zaleznosci wydzieli¢ cze$c¢ rzeczywistg i urojong:

S,e(Nw)=El,(nw)=E-M(nw)*[E-M(nw)-Y (nw)]=

2 2
@9 _MMnw)*M(no)-[ = f(:;_)z +ino +E(n';j_)2] -
=R(n®)+]-Q,(Nw)
gdzie :
(46)  P_(nw)=M(nw)*[M(nw) ~%] =R, (hw)
e R* +(nal) i
Que(Ne) = M(n0) *[M (nw)~%] -Q,,(ne)

Dla zilustrowania zjawiska przyjeto warto$¢ a=1/2 .
Ze spektrum tej funkcji znikng harmoniczne parzyste.

M (no) = —sin(nz ) = 2 sin(nz ) =
(47) nz T nz 2

0-—dla n parzystych

ii—dla n
nrz

Te same harmoniczne nie pojawig sie takze w pradzie
czesci RL obwodu. Ale ponowne splecenie pradu
wyjsciowego uwidoczni je w pradzie zrédta zgodnie z
zaleznoscig 43). Przyktadowe spektra wielkosci opisujgcych
obwdd przedstawiono na rys.6. Przebiegi a) b) c) ilustrujg
separowanie spekirow w przypadku gdy w funkcji
modulujacej, kluczujgcej m(t) nie wystepujg harmoniczne
parzyste. Dla wykresow rys.5. i rys.6.a) b) c) mamy wL<<R
wzory , przyjmg postac:

nieparzyst ych

— n=0
(48) 2R
I, (Nw) = 0 n— parzyste
+ 2E n — nieparzyste.
nzR

@9 (ne)= SM ()M ()]

Funkcja w nawiasie to funkcja korelacji m(t). Na rys.6
przedstawiono odpowiadajgce przebiegom z rys.5 spektra
mocy .

(50)

2

5.0 (M) = E+1,(00) = =M () * M ()

Zaleznos¢ powyzsza pokazuje iz element kluczujgcy,
opisany funkcjg stanu M(n) jest odpowiedzialny za
rozproszenie mocy ,E? /R na harmoniczne okreslone przez
M(n) rys.5irys.6. a) b) c).

Kolejny przyktad dla wL=R rys.5 i rys.6 d)e)f) pokazuje
iz element reaktancyjny wprowadza w uktad dodatkowe
harmoniczne parzyste. Jest zatem odpowiedzialny za
pojawienie sie tych harmonicznych, ktére eliminowata
funkcja m(t). Jest to jednoczesnie ilustracja wystepowania
dodatkowych  harmonicznych w przebiegach mimo
zastosowania tzw.” metody eliminacji harmonicznych” do
tworzenia przebiegu m(t) w celu ich usuniecia.

=

P

S o
I (E = .
N (P | -

m

n

=
o =
S &

I - .
|

Iwy

o
=
|

1 2 3 4 5 §
harmoniczna n

Rys. 5 .Spektra charakterystycznych przebiegéw z rys.1 dla R=1
L=0.01 a),b),c),R=1L=0.51 d),e),f) oraz R=1L=10 g),h),i)
przy f=1Hz

S
a)0s
0.0 I I | m
b)os Q
00
P
0)0.5
0.0 I I | m
)05 S
00 n B . .
g)0s Q
00 B . = -
f)05 P
0.0 | | ]
I I
QU8 vt d
00 n i =
h)o.s' q
00 [ | -
- P
00 ||
0 1 2 3 4 5 §
harmoniczna n

Rys.6. Odpowiadajgce przebiegom z
Swe Qwy Pwy odpowiednio dla R=1 L=0.01
d),e),f) oraz R=1L=10 g),h),i)

rys.6 spektra mocy
a),b),c), R=1 L=0.51
przy f=1Hz

W [13] zaprezentowano uktad umozliwiajgcy
bezposrednie  ttumienie  harmonicznych.  Korygujacy
aktywnie wybrane czestotliwosci niezaleznie od funkgciji
taczen.

170 PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 91 NR 2/2015



Jezeli wL>>R rys.5 i rys. 6 g)h)i) w obwodzie
wyjsciowym tracona jest energia zwigzana z przeptywem
ustalonej wartodci prgdu obcigzenia. Dla pozostatych
harmonicznych mamy do czynienia praktycznie wytgcznie z
mocg reaktancyjna.

Arytmetyka harmonicznych. Konwersja energii ( mocy).

Ze zrodia napiecia statego pobierana jest energia (moc) o
wartosci réwnej s(tf). Jest to suma mocy traconej w
rezystancji p(t) i mocy zwigzanej z magazynowaniem
energii w polu magnetycznym q(t) .

Zasada zachowania mocy w czasie 10) i jej rownos¢
transformat w dziedzinie zespolonej 14) pozwala
wprowadzi¢ prostg arytmetyke harmonicznych przebiegéw
mocy w dziedzinie zespolone;.

Jezeli przebieg s(f) podzielimy na dwa przebiegi s(t=0-a) i
s(t=a-T)

(61 S(fior =SO)|pa?tSO]ar

to wprost z definicji transformaty.

(52)  S(®)io1 = S(@)ioatS(@)iar

Bilans mocy dla obwodu z rys.3, mozemy opisa¢ :
Swe (w)‘ t=0-T — Swy (a))‘ t=0-T

Swe (a))‘t=0—a + Swe (a))‘t=a—0 =

Swy (0))‘ t=0-a + Swy (a))‘ t=a-0
W czasie a-T nie jest pobierana energia ze Zrédta.

(54) Swe (a))‘t=0—T = Swe (a))‘t=0—a

W tym samym czasie (a-T) po stronie odbiornika
energia zmagazynowana w indukcyjnosci jest wydzielana w
postaci ciepta na rezystancji odbiornika.

(55) Swy (w)‘t:a—T = Pwy(a))‘t:a—T + wa (w)‘t:a—T = 0

(56) wa(a))‘t:a—T = _Pwy(a))‘t:a—T
mozemy zatem zbilansowaé harmoniczne:

Sue(@]icor = Sue (@) =
Suy (@00 + Suy (@) ar =
= Py (@)oo + Quy (@)] s +
+ Py (@) a1 + Quy (@) oy =

= Pwy (a))‘t=0—T + wa (w)‘t=0—T

Zalezno$¢ 57) ilustruje przeksztaltcenie energii pola
elektromagnetycznego w energie cieplng wydzielang w
elemencie strathym obcigzenia. Nie mozna zatem okresli¢
przebiegu p(t) oraz q(t) nie znajac rzeczywistego obwodu, w
ktorym te przebiegi wystepujg , bazujagc jedynie na
przebiegach napie¢ i prgdow zrodta zasilania.

Widzimy takze, iz podziat na moc reaktancyjng i moc
czynng w odniesieniu do harmonicznych przebiegu mocy
catkowitej, przy wystepowaniu zjawiska przemiany energii w
obwodzie, jest obserwowany po stronie Zrddta zasilania
jako wynik sumy harmonicznych , bilansu harmonicznych .

(53)

(87)

Uktady  wielofazowe
wodnikowych.
Zaprezentowana powyzej analiza mocy w prostym
ukfadzie jednofazowym pozwolita zilustrowaé niektore
zjawiska istotne dla prawidtowego opisu obwodu w
dziedzinie czestotliwosci. Algorytmy do analizy spektralnej
obwodéw  wielofazowych, symetrycznych réznig sie
nieznacznie od tych dla obwodu jednofazowego [2].
Obwody takie zbudowane sg zwykle z ukiadéw

przeksztaitnikow potprze-

przeksztattnikowych, wielofazowych od strony sieci
zasilajgcej oraz uktadoéw falownikowych, wielofazowych po
stronie obcigzenia. Takie struktury mozna zastgpi¢
jednofazowymi schematami zastepczymi w przypadku
symetrii faz [2].

Na rysunku 7.a,b pokazano przykiadowe schematy

obwodéw dla ktorych mozna zbudowa¢ jednofazowy
schemat zastepczy obwodu rys.7.d. a analize
przeprowadzi¢ jak dla obwodu jednofazowego.
a)
m
() : |
_@\'\.'J : ( |
] (!
] ; v
m
i NN

c)

M
7 odbior
d) v
} j120stel  ppc—pr 0db
‘ e
"S(w) ; gi120stel J
e

rozpraszanie

Rys.7. Przeksztaltnik prgdowy a) napigciowy b) i ich jednofazowy
schemat zastepczy c¢) oraz schemat blokowy obliczen
podstawowych wielkosci w obwodzie.

Model obwodu sktada sie z sieci zasilajgcej e,
przeksztattnika pétprzewodnikowego , realizujgcego funkcije
m(t), obwodu obcigzenia RL (RC). W ukladzie z
posredniczacym  obwodem  indukcyjnym w  pracy
przeksztattnika wystepujg tzw. stany zwarcia, w ktérych
mozemy mowic o przemianie energii oméwionej w artykule.

W obwodzie z posredniczacy obwodem pojemno-
sciowym mamy do czynienia ze stanami zerowymi, w
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ktéorych nastepuje przemiana energii kondensatora na
energie tracong w obcigzeniu. W pozostatych stanach pracy
bilans harmonicznych zachodzi bez potrzeby uwzgledniania
przemian energetycznych. Moce wejsciowe i wyjsciowe
bilansujg sie po obu stronach przeksztattnika
Przeksztattnik mozna zastgpi¢ zaleznoscig m(t) opisujaca
prace uktadu poétprzewodnikowego.

Na kolejnym rysunku rys.8. przedstawiono przebieg m(t).
(58) m(t) < M (nw)

Jest to przyktadowy przebieg dla uktadu z
posredniczagcym obwodem pradu rys.7.a). Przerywana linia
sinusoidalna na rys.8. ilustruje przebieg napiecia zrodta
zasilania.

Kolejne fazy sg przesuniete o 120st.el. w odniesieniu do
podstawowe;j harmonicznej przebiegu wielkosci
wymuszanej, zrodtowej Z . W omawianym przykladzie jest
to napiecie zrodta zasilajgcego rys.7.a). Kolejne
harmoniczne sg przesunigte o kat proporcjonalny do rzedu
harmonicznej.

2.0

IH RN .

~%%oo 6.005 6.010 6.015 6.020
czas(s)

Rys.8. Przyktadowy przebieg funkcji m(t) w uktadzie z rys.7.a.

Napiecie uwy jest teraz splotem napiecia Zzrodta
(przebieg sinusoidalny na rys.8) i funkcji stanu m(t) dla
kazdej fazy. Poszczegdlne wartosci zespolone napiecia
fazowego opisane s3g zaleznosciami:

(59) U, (no)=E(nw)*M (nw)
Napiecie przytozone do liniowego obwodu RL ( obwodu
obcigzenia )
(60) U wy (n (0) =
=[E(nw)*M (nw)] - (1 +e"?/37 4 g-i2/3n7)

wywota w nim przeptyw prgdu opisany wzorem:
ly(ho)=U, (o) Y(ho)
gdzie dla uktadu z rys8.b.
®1)  Y(no)=———
R+ jnalL
Moc catkowita, wyjsciowa wynosi
(62) S,y(n@)=U, (no)*1, (nw)

Prad wyjsciowy lwy poprzez przeksztaitnik splatany jest
z funkcjg stanu M dajgc w wyniku prad zrédta Iz .
Otrzymamy zatem

= % =
(63) I;(n@)=M(e)*l,, (N®)
=M(nw)*[U,, (nw)-Y (nw)]

Catkowita moc zrédta jednej fazy napiecia wynosi:
64) s, (nw)=E(nw)*, (o)

Catkowitg moc zrodet  fazowych  otrzymamy

przesuwajgc odpowiednio o 120st.el ostatnig zaleznosc:
Sya () = E(@) * I, ()

(69) Swez (na)) = E(na)) * Iz(a)) .gi2/3n7
Swe3(na)) = E(na)) % |Z (a)) . e*j2/3n;r
Obliczenia splotu w dziedzinie czestotliwosci to

mnozenie wielomianéw zespolonych. Przyspiesza to
obliczenia w przypadku symulacji uktadu a takze pozwala

prowadzi¢ obliczenia w sterowniku ukfadu rzeczywistego
przeksztattnika. W programach symulacyjnych zaleznosci
60) do 66) =zastepuje sie macierzami odpowiednich
wielkosci zespolonych. Ograniczenie analizy do skohnczonej
liczby  harmonicznych i  wykorzystanie = procedur
numerycznych np. FFT oraz IFFT powoduje iz mamy do
czynienia ze spektrami okresowymi. Operacja splotu w
prezentowanych wzorach staje sie operacjg splotu
cyklicznego (kotowego).

Podsumowanie.

Zaproponowane zaleznosci splotowe na moce obwodow
elektrycznych komutowanych , w  analizie obwodéw
liniowych, stacjonarnych, skupionych z wymuszeniami
sinusoidalnymi, przechodzg w znane zwigzki iloczynéw
wielkosci sprzezonych. W przypadku analizy energetycznej
uktadoéw przeksztattnikowych , z elementami kluczujgcymi,
obwéd przeksztattnika mozna ,zastgpi¢” wprowadzajgc w
jego miejsce funkcje stanu m(t) . Wielkosci napie¢ i pradéw
sg ,splatane” z tg funkcja w dziedzinie czestotliwosci, a
moce na wejsciu i wyjsciu uktadu kluczujgcego sg takie
same. Pozwala to prowadza¢ analize mocy dla czesci
liniowej obwodu. Prosta i intuicyjna staje sie woéwczas
interpretacja fizyczna poszczegélnych sktadowych mocy.

Projektant ma zazwyczaj do czynienia z ukfadami
bardziej ztozonymi. Uktady wielofazowe z posredniczgcymi
obwodami napieciowymi i pragdowymi mozna zastgpi¢
schematami jednofazowymi. W przypadku symetrii faz
schemat zastepczy jest szczegdlnie prosty a analiza
obwodu nie jest duzo bardziej skomplikowana niz dla
obwodu jednofazowego. Asymetria faz prowadzi nie tylko
do komplikacji analizy i rozbudowy modelu obwodu ale jest
zrédtem dodatkowych harmonicznych w przebiegach
wielkosci w obwodzie. Analize komplikujg takze wszelkie
elementy nieliniowe wchodzace w sktad obwodu.

Zaprezentowany w artykule opis jest tylko ilustracjg
niezbedng do zaprezentowania podejscia autora do
omawianych zjawisk. Uproszczenie nazewnictwa moze byc¢
korzystne z punktu widzenia opisu obwoddw elektrycznych.
Rozbudowa aparatu pomiarowego , przy aktualnym rozwoju
technologii i jej niskich kosztach staje sie pilng
koniecznos$cig wspotczesnej elektryki. Wielos¢ teorii mocy i
definicji mocy nie pomaga inzynierowi odnalez¢ sie i
wykorzystaé zbednie komplikowany aparat pojeciowy.
Jednoznaczne i proste definicje podstawowych wielkosci
opisujgcych obwody elekiryczne jakkolwiek nie sg
niezbedne w procesie projektowania to ich klarownos$¢ i
prostota oraz zwigzek z fizycznymi odpowiednikami
niewatpliwie sg zachetg do ich wykorzystywania przy opisie
obwodow i uktadoéw elektrycznych w tym takze uktadéw
przeksztaittnikowych.

Prezentowane w artykule zjawisko i zaleznosci autor
wykorzystat do symulacji uktadéw przeksztattnikowych w
dziedzinie czestotliwosci [2]. Pozwolito to wielokrotnie
przyspieszy¢ analize tych uktadéw. Mimo ograniczen
wynikajgcych z zasady nieoznaczonosci przy przejsciu
pomiedzy dziedzing czasu i czestotliwosci, z niedoktadnosci
odwzorowania przebiegéw wynikajgcych z efektu Gibbsa, z
oddziatywania  zwrotnego  pomiedzy = komutowanymi

obwodami[2], analiza w dziedzinie czestotliwosci i
wykorzystanie zaleznosci energetycznych mogg byé
narzedziami  bardzo silnie  wspierajgcymi  proces

projektowania. Potrzeba minimalizowania zuzycia energii,
poprawa parametrow uktadéw to kolejne argumenty za
korzystaniem z  zalezno$ci  energetycznych  przy
projektowaniu obwoddéw. Istotnym zagadnieniem jest
problem taryf optat za energie elektryczng. Nie kazda
metoda pomiarowa daje wynik, ktéry nie budzi zastrzezen.
Poziom technologiczny ukfadéw pomiarowych stwarza

172 PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 91 NR 2/2015



mozliwosci pomiarowe , ktére te zastrzezenia niweluja,
bazujac na $cistych zaleznosciach teoretycznych. Taryfa
optat moze by¢ ustalona na bazie rzeczywistych poboréw
energii a nie na jej oscylacjach w sieci zasilajgce;.

Dodatek |
Jesli:
(66)  s(t)=u(t)-i(t) = p(t)+q(t)
to:
en  |Lsod=["[p®)+aia -
=" pydt + [ qydt = [~ p(tydt = P(0)
gdyz:
©8)  [" qydt=0

jako iloczyn przebiegéw ortogonalnych.
Dodatek Il

W dziedzinie czasu mamy przebieg s(t) ztozony z p(t) i q(t)
ortogonalnych (nieskorelowanych), stad

[*s*dt=[" [p)+ a1 dt =
=" p’dt+ [ g’®dt+ [ 2p(t)-a(tydt =
=" p’dt+ [ g’

(69)

Na mocy definicji przebiegdéw ortogonalnych , catka ich
iloczynu réwna sie zeru.

(70) fwz p(t)q(t)dt =0

Ponowne wykorzystanie twierdzenia Parsevala pozwala,
przedstawi¢ poszczegodlne sktadniki powyzszego wzoru
nastepujgco:

T " p*ydt = Y |P[(nw) =[P+ P(0) = P*

72) " q>dt =X |Q[ (n@) = [Q *Q1(0) = Q”
n
Przebieg s(t) mozemy podzielic na wiekszg liczbe
ortogonalnych sktadnikéw [1], mogg to by¢ nieskorelowane
przebiegi harmoniczne. Wielos¢ podziatbw na przebiegi

spetniajagce 24) prowadzi do :
j_“’ s>(t)dt =[S * S](0) =

=[P *P](0)+[Q, *Q,](0) +[D * D](0) =
=S’=P*+Q +D?
gdzie zamiast Q wystepuje np. pierwsza harmoniczna

przebiegu q(t), a ostatni sktadnik oznacza autokorelacje
przebiegu q(t) po odjeciu jego pierwszej harmoniczne;.

(73)

Dodatek Il

Jesli funkcje opisujgce prad i napiecie spetniajg zatozenia
twierdzenia Grinberga, tzn. zachodzi wzér 5)

to prawdziwa jest zaleznosc:

(74) Esz(t)dt =[S *S](0)=U(a) * (@) *U(@) = (0)| , =

=Jul”Jr
Korzystajgc z wtasciwosci splotu [5]

U(@)* (@) *U(@)*1(0),_, =[U(@)*V@}l(@*1(@)], =

(75)
[u»)-V@-ndre[ 10 I(a)—/l)dZL4M -

=[ V) Udr=[ 1) 1-2d
na mocy twierdzenia Rayleigha po obu stronach splotu
mamy:

76) [ U»-Uendr=[ wod=|

[ 1 1=naa= | Pode=|if?
Znak splotu mozemy zastgpi¢ mnozeniem.
Potwierdzeniem tej zaleznosci jest takze wzér Wienera-Lee

13].

Roéwniez :
(77) J: szdt:J:uz(t)iz(t)dt:
=[ wde [ i ode=|uf i

Podobne rozumowani prowadzi do zaleznosci

78) [ patfu,| ] =P
79 [ ad=u i @
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