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Modele cyfrowe nieskoinczonych obwodoéw elektrycznych —
operatory pierwiastkowe

Streszczenie. W artykule przedstawiono pewne nowe wyniki dotyczgce modelowania nieskoriczonych elektrycznych obwodéw drabinkowych oraz
linii dtugich ze stratami roztozonymi za pomocg filtréw cyfrowych realizujgcych catko—pochodne ztozone operatory rzedu 1/2 z rzeczywistymi i
zespolonymi zero—biegunami.

Abstract. The article presents some new results on the modeling of endless ladder electrical circuits and transmission lines with spread loses

through digital filters which realizes the integral-derivative composite 1/2 rank operators with real and complex root-poles. (Infinite electrical
circuits digital models — square root operators)

Stowa kluczowe: catko—pochodne operatory rzedu 1/2, filtry cyfrowe typu IIR, obwody nieskonczone, obwody o parametrach roztozonych
Keywords: 1/2 rank integral—derivative operators, IIR-type digital filters, endless circuits, circuits with distributed parameters

Biblioteka catko—pochodnych filtréow cyfrowych rzedu - filtr pierwiastkowy z dwoma biegunami:
niecatkowitego

Filtr cyfrowy A moze posiadaé dwie reprezentacje: (( (a_ Z)(b— Z))lj _ (@) lgn Z”:(%)m inimim |

— reprezentacje zespolong ,z”, Z € C: s

A(z) = z qun ’ — filtr pierwiastkowy z zerem zespolono—-sprzezonym:
n=0

— reprezentacje ciggowg (czasowg ,n”): (\/(a_z)(a* _Z)) :|all_n Zdn—mdm cos(|(n—m)—rr1<):a),
n m=0

1 d"A
A =(A®), ZHTEZ)

Catko—pochodny filtr cyfrowy rzedu niecatkowitego ((J(a—z)(a*_z))‘lj :| 4ilmiin_mim cos(|(n—m)—”1<m)'
n m0

—-1<p<1 z pojedynczym zero-biegunem a ma
reprezentacje ciggowg [6]:

— filtr pierwiastkowy z biegunem zespolono-sprzezonym:

Nieskonczone obwody drabinkowe
nm—]— Na rysunku 1 przedstawiono schemat nieskoiczonego,
((a_ Z)p) —=aPg™ ((1_ z)p) =afa™ —p jednorodnego obwodu drabinkowego I', (.
n

n m=1 m r ¥

przy warunku poczatkowym: (A(Z))0 = A(Z)L:o'

Mozna tu wymieni¢ dwa szczegdlne pierwiastkowe cyfrowe Z
. — g g
filtry catko—pochodne: rézniczkujacy ,d 7 catkujacy , 17,
ktorych reprezentacje czasowo—ciggowe sg nastepujace:
n
dn = ((1 — Z)]/z) = H 2m-3 = __1122 2n-3 , Rys.1. Nieskonczony, jednorodny obwod drabinkowy r, g.
nooma 2m 2468 2n
L2 1 1357 2n-1 X f A 1
. -1/2 m-— n—
=0 = =2 es T
e 2 G>c G>c

Przedstawione filiry dajg podstawe do utworzenia
nastepujacych filtréw, bardziej zlozonych, otrzymywanych
za pomocg splotow:

— filtr pierwiastkowy z pojedynczym zero—biegunem:

Rys.2. Obwod drabinkowy RL, GC.

a—z a n g\ Impedancja  wejsciowa drabinki spetnia  réwnanie
272 = _a*”Z 21 d i, rekurencyjne:
b-z ) b Z=\b) """ 1
Zn+l =r+—:,
— filtr pierwiastkowy z dwoma zerami: 1

9+?

n

(Va-2)(b-2)) =\/%az(%j d, .d, .

—~ skad wynika, ze graniczna wartos¢ Z —> Z spetnia

réwnanie:
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Z=r+ 11'
+7
g z

prowadzgce do réwnania kwadratowego:
9Z°>-rgZ-r=0.

Réwnanie to ma jedno uzyteczne rozwigzanie:
z-Lr.l gm .

Dla drabinki nieskonczonej (rys. 2) mozna to rozwigzanie
zaadoptowac poprzez podstawienia operatorowe:

r-R+sL,g—>G+sC (sE%t),

otrzymujgc operator impedanc;ji drabinki:

Z(s)=%L{(a+s)+ /g\/4a)2+ab+(a+b)s+sz}.

=G - L
C LC

Dokonujgc rozktadu operatora:

gdzie: d =—

ab+4e’ +(a+b)s+s’ :(J+s)(o*+s),

2
gdzie: G:aLb+ J\/(2a))2 _(a__bj ‘
2 2

operatorowi Z(S) nadaje sie postac:

m%{@M +(a+s)]

Odpowiedni  filtr

cyfrowy otrzymuje sie

modelowanie operatora rézniczkowania g _ 1(1 — 2)3
T

1 1
a+s)—>|a+—(l-z)|=—((1+ar)-2z).
(a+5) (a1 (1-2) |- H((1+ar)-2)
Tak wiec stosujgc nastepujgce podstawienia modelowania
cyfrowego: a—1+ar, b—->1+br, o—>1l+or

otrzymuje sie filtr cyfrowy impedancji wejsciowej drabinki
nieskonczonej:

Z(z)_——{\/aiz\/ﬁ (a- z}

Realizacje ciggowe skladowych filirow cyfrowych sg
nastepujgce:

a-z a " Ca\t . a
= =J=a"> | = | dpip=4—a"k®
[ b_ZJn \/; mz_()[b) n-m'm \/; n

(ordo=2) a3 caffo-m-ris)Jef "

[aadeaa) {53
Afo-at=a) -t -3f )

poprzez

k® ko

n-m - 'm

im-2

(a-z) =aa"[[—

m M

Jako szczegolne przypadki mozna rozpatrywac drabinki
,RC” (rys. 3) i drabinki ,LG” (rys. 4).

R R

Z(s) L L

o c__
Rys.3. Drabinka ,RC”.
L L
_/_Ej_fj_\ /’G’Ej’\

Z(s)

G G

Rys.4. Drabinka ,LG”.

Dla drabinki ,RC”:
4
| —+S
Z(s)=—R| 144/ RE—
2 S

a dla drabinki ,LG”:
2(s) =1 1| 5 - 45 s |
2 LG

Odpowiednie filtry cyfrowe, dla ,RC”:

1 a-z
Z(z2)=—R 1+~/— ca=l4d——,
2 1-z RC

oraz dla LG

Z(2) =%;( (1-z)(a-2) +(1—z)), a=1+4L_76.

Realizacje ciggowe odpowiednich filtréw sktadowych majg
postaé:

(\/r ] =a a-”zamd
( (a—z)(l—z))n =x/5a‘”2a”‘dn A

m=0
m-— 2
(1-2),=

m1 M
Model cyfrowy linii dtugiej ,,RLGC”
Réwnania rézniczkowe rozkfadu
prgdowego wzdtuz linii diugiej majg postac:

—@:RI Lg —Q—GU+C@
oX ot oX ot

napieciowo—
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a model cyfrowy uzyskuje posta¢ rownan rézniczkowych o
pochodnych zwyczajnych:

a:1+%r’ b:1+91-

Ten sam ukiad w formie macierzowej ma postac:

e ]

a jego rozwigzaniem jest:

0
ul _.lu
I E R

Macierzowy funkcyjny [5] filtr cyfrowy € mozna
okresli¢ za pomocag macierzowo—operatorowej rozszerzonej
wersji catkowego wzoru Cauchy’ego:

XA(2)

_ 1 e
XA = dﬂ ,
27 ga Al -A
gdzie: | — macierz jednostkowa, CSpA — kontur obejmujacy

widmo macierzowe spa operatora A, tj.:
SPA={A:[Al-A|=2" - A =0} ={A-A},

gdzie:

A(2) = \](a_ Z)(b_ Z) < {Ar1}n=o,1,2,... — cyfrowy filtr

zwany propagacyjnym.
Realizacja wzoru Cauchy’ego przebiega nastepujgco:

— symbol wyznacznika macierzy,

{1/1 p(a—z)}
T =
{0’1 i—z p(a/l_Z)} {a’l ﬁ—z p(a}t_zq
) | Lo
B A+A A-A B
| Py 1 _, 22

1
2 — 2 —
p71 b-z 1 _p—l b-z 1
a—-z a—z

Realizacje ciggowe filtrow—operatoréw sktadowych, tj.:

a—2 . r :
A= _\(b-2), Z=p.|—= (impedancji falowej) oraz
fa=2)o-2) Z=p\[*—

b-z

a—zZz
pochodnych filtréw pierwiastkowych w pierwszym rozdziale

1 b-z e

Y=p’1 znajdujg sie w Dbibliotece catko—

artykutu. Pojawiajg sie tez filtry cyfrowe funkcyjne e [6],

ktorych realizacje ciggowe wyznacza sie ze wzoréw
rekurencyjnych:
n
AN m XA W) A
(e )n—xz?%(e R G
m=l1
264

Definiujgc cyfrowe filtry hiperboliczne [4]:
1 1
chxA=—(e*+e™), sixA=—(e"-e™),
2 2
otrzymuje sie inng posta¢ operatora macierzowego:
o | ChxA  ZshxA
A = .
YshxA  chxA

Realizacje ciggowe filtrow hiperbolicznych mozna otrzymac
+XA
e

z realizacji filtrow

n

1 _
(chxA), s%(e;’A +6,74). (shxA), EE(eXA—enXA).

albo z zastosowaniem algorytmu rekurencyjnego
(,krzyzowego”) [6]:

chxA 0 1|&m , |[chxA

=X Z—An ,

shxA | 1 0|&'n shxA|

[cth} _{cthb}

ShxA |, | shxA,
Whioski

W artykule podano realizacje ciggowo—czasowe

nastepujacych funkcyjnych filtréw cyfrowych: (a - z)p gdzie
a—Zz

* ! (fa-20-2)) .

+1
( '(a—z)(a* —Z)) , eixA(Z)
A(2) = l(a—z)(b—z)- Pokazano, ze sg one sktadowymi

filtrami modeli cyfrowych niektérych nieskonczenie dtugich
elektrycznych obwoddw drabinkowych, a takze linii dtugich
RLGC.

-1<p<l,

gdzie
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