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Rozktady G, B operatoréw dwéjnikow elektrycznych
i ich zaburzenia modulacyjne

Streszczenie. W artykule przedstawiono modyfikacje rachunku operatoréw sygnatéw impulsowych i okresowych na sygnaty w modulowanych
stanach nieustalonych, rozumianych jako ciggte przejscie pomiedzy jednym okresowym stanem ustalonym, a innym, réwniez okresowym. Wykazano
matematycznie stuszno$c¢ i prawidfowo$¢é wprowadzenia modulacji operatoréw opisujgcych uktfad jako zaburzer. Wyznaczono modyfikacje
pojedynczych uktadéw elementarnych oraz ztozonych z nich ,czwérek elementarnych” hermitowskiej i antyhermitowskiej, bedacych bazg zadan
optymalizacyjnej teorii mocy. Przedstawiono réwniez algorytm wyznaczania skfadowych prgdu w dziedzinie czasu zawierajgcych modulacyjng
modyfikacje za pomocg splotoéw cyklicznych dla odbiornika energii opisanego operatorem admitancyjnym.

Abstract. The article presents a modification of the pulse and periodic operational calculus to the transient state modulated signals, understood as a
continuous transition between one periodic steady-state to another, also periodic. The validity and accuracy of application modulated operators as
signal disruptions has been mathematically proved. Modification of a single elementary system and containing them “elemental—four” symmetric and
anti-symmetric, which is base of the optimization tasks, were presented. The paper also presents the algorithm for determining the current
components containing a modulation modification in the time domain by the circular convolutions for operator described admittance energy receiver.
(The G, B operator distributions for two—terminal circuits and their modulation disruptions)

Stowa kluczowe: rachunek operatorowy, modulacja sygnatéw, zaburzenie operatoréw, sktadowe czynne pradu, stany nieustalone.
Keywords: operational calculus, signal modulation, operator’s disruption, active current components, transient states.

Wprowadzenie

Gtéwnym zadaniem teorii mocy obwodu z pojedynczym
energetycznym  portem  wejSciowym  jest  rozkiad
wymiernego operatora admitancyjnego obwodu  Y(s)

(s Z%t)na sume:

Y(s)=G(s)+ B(s),

gdzie G¢s) jest operatorem hermitowskim, tj. takim ze G-
s)=G(s), a B(s) operatorem antyhermitowskim, to znaczy, ze
B(-s)=—B(s). Rozktad taki umozliwia wydzielenie z sygnatu
pradu i(z) w obwodzie sktadowej czynnej ig(1)=Gu(t) tak, ze:

(u,i)=(u,i;) oraz (i,i) = (ig,ig )+ (iz.iz).

gdzie ip(1) jest sktadowg bierna, ktéra szkodliwie powieksza
wartos¢ skuteczng sygnatu pradu i(z).

Dotychczasowa teoria mocy podaje praktyczne wyniki
jednak tylko dla ustalonych standéw periodycznych.
Potrzebne jest jej rozszerzenie takze na stany nieustalone.
Stan nieustalony rozumiany jest tu jako ciggly proces
przejscia uktadu z jednego okresowego stanu ustalonego
do innego, réwniez okresowego stanu ustalonego. Mozna
go zrealizowaé za pomocg okresowego sygnatu
zmodulowanego. Podanie takiego sygnalu na wejscie
uktadu powoduje znieksztatcenia operatorow G(s) i B(s)
zwane dalej znieksztatceniami modulacyjnymi, ktore
wprowadzajg do stanu periodycznego pewne
nieperiodyczne filtry korekcyjno-zaburzeniowe. Znalezienie
stosunkowo prostych wzoréw matematycznych dla tych
filtrow jest celem niniejszego artykutu. Znamienne jest to, ze
filtry korekcyjne realizowane sg bezposrednio w dziedzinie
czasu, za pomocg operatorow splotowych co bedzie
umozliwiato zastosowanie filtrow cyfrowych.

Rys.1. Fragment obwodu zawierajgcy odbiornik admitancyjny.

Y(s)
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Analizujgc uktad dwodjnika elektrycznego, opisanego
operatorem admitancji Y(s), bedacego odbiornikiem energii
elektrycznej, zastosowano przeksztatcenie matematyczne:

Y(s)= %[Y(s)—i— Y(—s)]—i—%[Y(s)—Y(— 9)].

ktére ma na celu rozklad operatora odbiornika na operatory
hermitowskie i antyhermitowskie, wykorzystywane do opisu
zjawisk energetycznych zachodzacych w uktadzie.
Wprowadzono operator hermitowski (symetryczny):

1
G(s)= E[Y(S) +Y(— s)]
oraz operator antyhermitowski (skosnie-symetryczny):

B(s) = %[Y(s) ~Y(-9)],

o wtasnosciach: G(s)=G(-s) oraz B(s)=— B(-s).
Dzieki temu rozktadowi mozna wyodrebni¢ réwnowazny
rozktad pradu na sktadowe: czynng i; i bierng iz:

i=Yu=(G+Bu=Gu+Bu=i,+i,,

Ktore sg wzgledem siebie ortogonalne [1], dlatego kwadrat
normy prgdu wynosi:

e N TR P L
i = (i + 5. +i) =i+l

W [1] przedstawiono, ze prad iz nie przenosi energii do
orbiownika, a jedynie powoduje szkodliwe powigkszenie
normy pradu catkowitego i, dlatego korzystne bytoby jego
minimalizowanie.

Modulacyjne zaktécenie operatorow

Wprowadzenie modulacji do rachunku operatorowego
ma na celu matematyczne przyblizenie opisu zjawisk
energetycznych w modulowanych stanach nieustalonych, {j.
przejscia z jednego periodycznego stanu w drugi za
pomocg tzw. ,poprawki modulacyjnej”.
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Uzasadniajgc  wprowadzenie
poprawki modulacyjnej
czestotliwosciowym.

czasowo  zaleznej
postuzono sie wyprowadzeniem

x)=xXt)e?™ Lyt =g’ ™

H(s)

Rys.2. Przechodzenie sygnatu zmodulowanego przez uktad
liniowy, czasowo niezmienniczy o transmitancji H(s).

Na rysunku 2 przedstawiono dziatanie sygnatu
sinusoidalnego, monoharmonicznego na uktad H(s), gdzie:
x(t), y() — sygnat wejsciowy (wyjsciowy), X(), Y(@) —
amplituda sygnatu wejsciowego (wyjsciowego) zalezna od
czasu, ¢“' — sygnat noény (sinusoida).

W  powyzszym przypadku wyznaczenie transformaty
Laplace’a sygnatu wejsciowego x(z) oraz wyjsciowego y(t)
przebiega analogicznie wedtug wzoru:

X(s) = X()e" |(s) = T X(t)e' e dt =

= j X(0)e " dt = X (s — jow)

gdzie zamieniajgc zmienne s—jo s (s Ps+jw) otrzymuje sie:
y(s)=H(s)x(s)=
(1) = Y(s— jo)=H(s)X(s— jo)=.
= Y(s)=H(s+ jo) X (s)

Dzieki temu modulacja sygnatdbw wejsciowego i
wyjsciowego zostaje ,przeniesiona” na transmitancje
opisujgcya ukfad.

Rozwijajac (1) w szereg potegowy wzgledem s, pomijajgc
dalsze wyrazy otrzymuje sie:

(2)H(s+ja))=H(ja))+d—HS:H(ja,)_jd_Hs_
dio dw

Dla sygnatu wieloharmonicznie zmodulowanego sygnaty
wejscia x(?) i wyjscia y(¢) majg postac:

x(t) = i X o ()

n=-—x

()= Z o ()"

n=—00

gdzie: X,.(1), Y,.(1) — widma chwilowe n-tej harmoniczne;j,
zatem zaleznos$¢ opisujgca uktad ma postacé:

3) ?jmu(S) = H(S + ]na))}jna)(S)

Dziatanie operatora H(s) na sygnat wieloharmonicznie
zmodulowany, zgodnie z (2), przedstawia sie nastepujgco:

- H(jnw)— 2
dnw

zatem wyrazenie (3) przedstawia sie jako:
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?jnw(s) = [H(jna))—j;—st}}jnw(s) .

Uogdlniajgc rozwazanie na sygnaty nieokresowe, tj. sygnaty
wejsciowe x(?) i wyjsciowe y(?) postaci:

1 Jjo _ y
x(1) :gj .[ X(s,t)e’ds

—joo
(t)—— j Y(s,t)e"ds
J
gdzie: Y(S,t), I_’(S,t) - chwilowe widma ciagte,
otrzymuje sie:
Y(s,0) = H(s)+d—Hi X(s,1).
ds dt

Dzieki wyprowadzeniu i wykazaniu stusznosci teorii
czestotliwosciowej modulacji mozna wprowadzi¢ modulacje
czasowo zalezna, {j:

i MOD i+i (s MOD S_’_O_),
dt dt dr

gdzie: S:%t — operator rézniczkowania sygnatu,

te[OT —% -

zaburzenie modulacyjne, poprawka modulacyjna.
Tak wiec operator Y(s) poddany zaktéceniu modulacyjnemu
mozna rozwingé w szereg potegowy:

oD d = 1d"Y d\
Y(S)——)Y(S—F_j:z_T(iS)(EJ

dr) “=on!

pochodna obwiedniowa,

oraz wyodrebnié czes¢ podstawowsg i cze$¢ zaburzajaca:

S 1d"Y(s) ldY(s)( j
=Y

On' ds” ( z‘j (s)+ z 5" \dr

ktére mozna z dobrg doktadnoscig przyblizy¢ do wyrazenia
zawierajgcego pierwszg pochodng zaburzeniowg:

(4)
1 d"Y(s) dY(s) d
Y(s)+ Z“n' ds" (dr] =Ys)+ ds dr’

Rozwiniecie (4) mozna zastosowa¢ do operatoréw G, B,
wowczas zaburzenia bedg wynosi¢ odpowiednio:

G(5)—42P 5 G (s5+0) = G(s)+ dG(s) .
dla operatora hermitowskiego,
dB(s) _

B(s)— 2> B(s+0)= B(s)+——

dla operatora antyhermitowskiego.
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Modyfikacje uktadéw elementarnych

W [1] przedstawiono rachunek operatoréw, tj.
odpowiednio$¢ (izomorfizm) pomiedzy ukfadem
elementarnym (utamkiem prostym), a jego oryginatem

czasowym, tzn. funkcjg zadang w przedziale % € [0, 1) :

_QT(L_LJ
1 e—at e T 2
- — = ,Re{a} >0,
a+s l1-e* T
2sh| a—
2
ktora posiada sprzezenie operatorowe (S —> —S,
_t _t/
t—>T-t, /T —1 /T ):

- — = ,Re{a}>0.
a-s l-e 2sh(agj

Z punktu widzenia zaburzenia modulacyjnego potrzebne
sg pochodne powyzszych izomorfizméw. Aby wyznaczy¢
matematycznie = zaburzenie  modulacyjne  operatora
elementarnego nalezy wykorzystaé witasnos¢ symetrii
pochodnej, pozwalajgcej na zamiang zmiennej
rézniczkowania:

d 1 d 1
(5) — =— .
dsa+s dao+s

Nastepnie operacji ,s—pochodnej’ przyporzadkowuje sie
funkcje czasowo-zalezna:

d 1 d e ™
_ -S| |=
dsa+s da\ll—e*

Analogicznie jak w (5) wykorzystuje sie wlasnos$¢ symetrii
dla sprzezonego operatorowo uktadu elementarnego:

d 1 d 1

ds a—s daoa-s’

na podstawie ktérej wyznacza sie przyporzgdkowanie:
d 1 d e
e T T ar
ds a—s da|l-e

:TC(aT,l—LjA(aT,l—ij
T T

Tak wiec otrzymano nastepujgce izomorfizmy operatorowo—
czasowe:

1 —)A(O{T,Lj
a+s T

—)A(aT,l—ij
T

a-—=s

oraz:

4V relart)alar L
ds a+s T T

d 1 TC(aT,l—ijA(aT,l—ij
T T

ds a—s
Dla krotkosci wprowadza sie nastepujgce oznaczenia:
t t
A(aT,—] =A; C(aT,—j =C
T T
t t '
Al al,1-—|=A;C|al,1-— |=C,
T T

zachodzi réwniez:

A(a*T,ij YN C(a*T,i)
T T

Alar1-Ll=a'claT1-L|=C
T T

*

C

+

gdzie:

— sprzezenie zespolone, . — sprzezenie operatorowe.

’ o+
Dzieki temu mozna zapisa¢ funkcje elementarne, wraz z
odpowiadajgcymi im oryginatami czasowymi (rys.3) oraz ,s—
pochodnym” przyporzadkowac¢ odpowiadajgce im funkcje
czasowe (rys.4).

1 1 N ,
g+s | a —s ) P £
(5) T |
1 1 . LI

g A A

Rys.3. Przyporzadkowanie uktadom elementarnym odpowiednikow
czasowo-zaleznych.
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1 1 . ¢
= C:‘l _l C.‘t I
d o+s o —3 ) THOEN
- 5 — =
as 1 1 () D LT
e (CA) |—(CA)
o +s5 | &S S T
Rys.4.  Przyporzgdkowanie ,s—pochodnym”  odpowiednikow

czasowo-zaleznych.

Modulacja czwérki elementarnej dla rozkladow G, B

W [1] przedstawiono celowo$¢ wprowadzenia operatora
czworki elementarnej hermitowskiej i antyhermitowskiej do
optymalizacyjnego ujecia teorii mocy.
Stosujgc przyjete uproszczone oznaczenia wprowadzono
czworke  hermitowskg (symetryczng) wraz z  jej
odpowiadajgcymi czasowo-zaleznymi funkcjami (rys. 5).

a a . X

3 alA [aA ]
1 Z+s | @ —s5 1 : T
l Py (s) 5 2 P N
2 . 2 :‘I—!
a a P W

- |G!'.—l| a.'.i._

o +s oL—3 ) ’

Rys.5. Czworka symetryczna (hermitowska) oraz jej oryginat
czasowy.

Na rysunku wystepuje symbol @, ktéry nalezy
interpretowaé  jako sume  wszystkich  skfadnikow
wewnetrznych czwérki.Kombinacja symetrycznych ,s—
czworek” tworzy operator G(s):

a(a)  [a(a)]
1 a+s o +s
G(S) = EZ . ’
a ala ala
(), [a(@)]
a—s a —s
ktory jest samosprzezony (parzysty), tj. G(s)=G(-s).
Natomiast rozwijajgc czasowg odpowiednios¢ pojedynczej
sktadowej czworki z rysunku 5 otrzymuje sie wyrazenie:

%[aA+(aA)* +aA, +(aA, )*} =

=Re{aA+aA, |} =Re{a(A+A,)}

dla ktérego zachodzi:

Czworke antyhermitowskag (antysymetryczng)
przedstawiono na rysunku 6.
a -a ) >
5 aA | {aA_)
1| ots | & =5 1 : e
E * (5:] ’ E | ? |
(7] —a . . T
: (aA) | —aA.
o+ o —3 o

Rys.6. Czwérka antysymetryczna (antyhermitowska) oraz jej
oryginat czasowy.
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Kombinacja .S—Cczworek”

operator B(s):

antysymetrycznych tworzy

- [ete, [ate)]
B(s) =~ a+s a +s N
% ala) [a(e)]

a-—=s a —S

ktéry jest antysamosprzezony (nieparzysty), tj. B(-s)=—B(s).
Rozwijajgc, analogicznie jak w przypadku hermitowskim,
oryginat czasowy z rysunku 6 otrzymuje sie:

%|:CZA+(CIA)* —ahA, —(aA+ )*} :’

=Re{a(A-A,)}

przy czym:

i)
()

Przyporzadkowanie czasowe ,s—pochodnej” czworki
hermitowskiej przedstawione zostato na rysunku 7.
aCA  |-fa(CA) T|
dG(s T - e
o2 2 =
ds 2) . \r)
(aCA) —a(CA)_

Rys.7. Oryginat czasowy ,s—pochodnej” czwérki hermitowskiej.

Przeksztatcajac wyrazenie czasowo-zalezne otrzymuie sie:
7 [aCA+(aCA) -
(_Ej ~{a(cA), +[a(cA),T} )
=(-T)Re{aCA-a(CA) |

= (-T)Re{a[CA-(CA) ]}

Natomiast przyporzgdkowanie czasowe ,s—pochodnej”
czworki antyhermitowskiej przedstawia rysunek 8.
. aCA fa(CcA) ]|
B(s) A A Tl
ds 2) . T thf!
(aCA) a(CA)_

Rys.8. Oryginat czasowy ,s—pochodnej” czworki antyhermitowskie;.

Z czasowego wyrazenia otrzymuje sie:
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( Tj aCA+(aCA)*+
2)|+a(cA), +[a(cA). ]|

= (-T)Re{a[CA+(CA), ]}
Dziatanie algorytmu modulacyjnego

Ponizej przedstawiono schemat blokowy realizaciji
operatorow z uwzglednieniem poprawki modulacyjne;j.

it ol 3 P g
T oo 7)o \T (_"_\ T
s L) gda (s
BES hent: T]T/
& ds
b) (¢ AT -t
(?’ ] B ’ (?]@”(?’ ] @;{3(?’T]
| g e L
d dB(s) b (T]Qdf(?” ]\T
ar ds

Rys.9. Schemat blokowy realizacji ukfadu: a) hermitowskiego,
b) antyhermitowskiego; zawierajgcego zaburzenie modulacyjne.

Na schemacie (rys.4) wystepujg filtry gtéwne i korekcyjne o
cyklicznych funkcjach impulsowych, bedacych
kombinacjami nastepujacych funkcji:

50 [%] —Refa(A+A,)},
5o G] ~Re{a(A-A,)}.
2[4 )=(-r)refafca-(cA) ]}
5o [%j =(-T)Re{a[CA+(CA)_].

Sktadowe praddéw i; oraz iz sg sumg splotéw cyklicznych
odpowiednich ~ funkcji ~ impulsowych z  sygnatem
zmodulowanego napiecia T—okresowego:

~ t ,.,(0) t ~ t ~(l) t d[l t
T A T e e A b s P |

gdzie
1
(o) )=
7 T T T
250 da =R o)
t@r: T
DolZn e =g 0,)
Whioski

W artykule opisano synteze specjalnych filtrow do
wydzielenia z pradu dwojnika elektrycznego sktadowej
czynnej i skladowej nieczynnej w sytuacji kiedy napiecie
dwojnika jest sygnatem okresowym zmodulowanym.
Efektem modulacji sygnatu wejsciowego jest pojawienie sie
réwnolegtych filtrow korekcyjnych: nieparzystego

(antyhermitowskiego) filtru dG/ds w parzystej galezi
G(s) i parzystego dB/dS w nieparzystej gatezi B(s).

Filtry dziatajg bezposrednio w dziedzinie czasu z uzyciem
splotow cyklicznych co bedzie umozliwiato zastosowanie
cyfrowego przeksztatcania sygnatéow. Przyblizenie (2) jest

miarodajne w przypadku gdy |G| < |S| Rozwiniecie

wyzszego rzedu uwzglednione w kolejnych

publikacjach.

bedzie
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